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Astrolabium sferyczne Aleksander KOLODZIEJ*

* Nauczyciel fizyki w szkotach
ponadpodstawowych

Rys. 1. Pomnik Mikotaja Kopernika

w Warszawie. W lewej rece astronom
trzyma astrolabium sferyczne, a w prawej
cyrkiel. (Zrédto: Wikipedia)

TVVymieniQ tylko kilka z nich, choé

z pewnoscig jest ich duzo wiecej: Muzeum
Collegium Maius Uniwersytetu
Jagielloriskiego, Centrum Wiedzy

i Nowych Technologii w Parzynowie,
Narodowe Muzeum Techniki w Warszawie,
Muzeum Mikolaja Kopernika we
Fromborku.

TJrHistoryczni siostrzericy i siostrzenice
Mikolaja Kopernika (dzieci jego siostry
Katarzyny) to: Katarzyna, Krystyna,
Regina, Jerzy i Albrecht. W artykule
pozostaniemy jednak przy Ani i Tomku.

Rys. 2. Astrolabium sferyczne
(rekonstrukcja), Muzeum Mikolaja
Kopernika we Fromborku

hquajjaéniejsza. gwiazda
w gwiazdozbiorze Matego Psa.

Astrolabium sferyczne — zwane tez sfera armilarna — to chyba najbardziej
rozpoznawalny przyrzad Mikotaja Kopernika. Dostrzezemy go choéby na
pomniku astronoma przed Palacem Staszica w Warszawie (rys. 1). Cho¢ pomnik
moze sugerowac, ze przyrzad ten jest niewielki i poreczny, to jednak prawda jest
inna. Wieksze $rednice kél tworzacych astrolabium pozwalaja na odczytanie
katow z wieksza dokladnoscia, Kopernik korzystal wiec z przyrzadu o duzych
rozmiarach. Instrument ten w autentycznej skali (rys. 2) oglada¢ mozemy

w licznych muzeach w Polsce!.

Wielo$é két tworzacych astrolabium moze sugerowad, ze jest niezwykle
skomplikowane w uzytkowaniu. Mam nadziej¢ jednak, ze po lekturze tego tekstu
obstuga przyrzadu okaze sie znacznie prostsza, a moze nawet dziecinnie prosta.
Zapraszam Cie, Czytelniku, do nauczenia sie odczytywania z tego przyrzadu
wartosci wspolrzednych sferycznych obserwowanej gwiazdy. Zgodnie ze stowami
samego Kopernika: dla obserwacji polozeri Ksiezyca i gwiazd buduje sie (...)
przyrzqd, ktory Ptolemeusz nazywa astrolabium.

By proces nauki uczynié¢ przystepniejszym, a moze i atrakcyjniejszym,
zrealizujemy go w formie imaginowanego dialogu z Mikotajem Kopernikiem (jego
wypowiedzi poprzedzam litera ,M”). Bedziemy mieli szanse wcieli¢ sie¢ w role
mlodych adeptéw asystujacych Mistrzowi przy pomiarach — jego siostrzenicy Ani
i siostrzerica Tomkalt.

Nim jednak przejdziemy do meritum, pragne zacheci¢ do wyposazenia sie

w fizyczny egzemplarz astrolabium sferycznego, by nastepnie wlasnorecznie
ustawi¢ przyrzad i odczytaé¢ z niego wspolrzedne obserwowanej gwiazdy.
Modele do ztozenia instrumentéw Kopernika mozna zakupi¢ w internecie
(przyklad takiego modelu widaé na rysunkach 3 i 5). Moze réwniez uda si¢ je
wytworzy¢ samodzielnie? Do tego zacheca pan Piotr Duczmal z obserwatorium
w Parzynowie w ramach bezplatnego projektu Spdjrz na Kopernika. Zachecam
do udziatu!

#
Scena pierwsza

Ania i Tomek odwiedzaja swojego wuja Mikolaja kilka razy w roku. Dzieki
tym wizytom nabrali juz pewnego warsztatu obserwacyjnego i biegtosci

w postugiwaniu sie pojeciami astronomicznymi. I tym razem nie moze by¢
inaczej — na pewno si¢ czego$ naucza!

Frombork, ogréd przy domu Kopernika

M: Aniu! Tomku! Jakze milo was widzie¢! Tak dlugo was juz tu nie byto!

A: O tak, my tez si¢ steskniliSmy!

W koricu do ciebie przyjechaliémy! Nie moge sie doczekaé deseru pani Shilling!
Wieczorem

A: Wujku Mikotaju! Co bedziemy teraz robi¢?

M: Nauczymy sie korzystaé z astrolabium sferycznego. Chodzcie!

Swietnie!

M: W pierwszym kroku ustawimy przyrzad w kierunku péinocnym. Pomoézcie
mi je obréci¢ — ustawmy pionowa plaszczyzne najwiekszego zewnetrznego kota
tak, by znalazla si¢ w niej Gwiazda Polarna (rys. 3).

A: Widze ja, wujku, jest tam!

M: Swietnie Aniu, w rozpoznawaniu gwiazd chyba przeécignelas juz Tomka.
Ale Procjonalt®t, to wcigz ja szybciej odnajduje!

A: Ahaaa, to si¢ okaze dopiero w zimie, braciszku!
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Rys. 3. Astrolabium po poprawnym
ustawieniu. Horyzont reprezentuje
pozioma linia na $cianie, a kierunek
poéinocny oznaczono literg N na
horyzoncie

fPodobnej sztuczki uzywa si¢ dzisiaj

w teleskopach na montazu zwanym
»paralaktycznym”. Jedna z osi obrotu
celuje w biegun nieba, dzigki czemu
Sledzenie wybranej gwiazdy, planety lub
Ksiezyca w ciggu nocy sprowadza si¢ do
obrotu przyrzadu wokél tylko tej jednej
osi.

TPo wigcej ilustracji kolejnych ustawien
astrolabium odsytamy do cyfrowej wersji
artykulu dostepnej na naszej stronie
www.deltami.edu.pl/.

TJfJ’MaiEemmSycy piszq swe dziela dla
matematykéw — to zdanie z przedmowy
Kopernika do traktatu ,,O obrotach [sfer
niebieskich]”.

M: Oboje jestescie znakomici, a ja lubig sie z wami podroczy¢. Ale wracajmy
do pracy. Najpierw ustalmy precyzyjne nazewnictwo — kot w astrolabium mamy
wiele. Numerujmy je kolejno, od zewnatrz ku $rodkowi. Najwieksze i najbardziej
zewnetrzne koto bede nazywat pierwszym, nastepne, nieco mniejsze, drugim itd.
Wszystko jasne?

No pewnie, pro$cizna!

M: Pierwsze koto potrzebujemy nachyli¢ tak, by o$ obrotu taczaca je z drugim
kotem wskazywala na biegun polnocny sfery niebieskiej. Jesli wycelujemy

w gwiazde polarna, powinno to byé¢ wystarczajaco dokladne.

A: To proste! Wystarczy nachylié¢ ja pod katem 54 stopni i 21 minut katowych
nad poziomem.

M: Rzeczywiscie, dokladnie tyle wynosi szeroko$é¢ geograficzna Fromborka: 54
stopnie, 21 minut i 27 sekund tuku. ..

Wujku, ustawione.

M: Dobra robota! Od tego momentu pierwsze kolo pozostanie juz nieruchome

4 — wcale nie bedziemy go rusza¢. Jak myslicie — po co celowalismy w Gwiazde

Polarng osia obrotu drugiego kota wzgledem pierwszego? W jaki sposéb okaze
sie to uzyteczne?

A: OdpowiedZ nasuwa sie sama: w ciggu doby sfera niebieska wykonuje peten
obrét wokél Gwiazdy Polarnej (dokladniej rzecz ujmujac: wokét péinocnego
bieguna nieba znajdujacego sie bardzo blisko tej gwiazdy). Zatem krecac drugim
kolem wokot tej osi, bedziemy odtwarzac, $ledzi¢ ruch nieba nastepujacy wraz

z uplywem minut i godzin.

Obracajac drugim kotem, bedziemy obracaé¢ réwnoczeénie trzecim, czwartym

i kolejnymi, ktérych ruch wzgledem drugiego bedzie zablokowany pokrettami.
Dzieki temu $Sledzenie wybranej gwiazdy w czasie godzin obserwacji bedzie
sprowadzalo sie do obrotu samym tylko drugim koltem!

M: Znakomicie! Jak widzicie, astronomowie potrafig zadbaé¢ o wygode w czasie
swych obserwacji.

A: Wujku, skoro drugim kolem — a wraz z nim wszystkimi kolejnymi — nalezy
obracaé¢ wraz z uplywem minut i godzin, to w jakim ustawieniu powinno znalezé
sie ono w tym momencie?

M: Brawo! To jest dociekliwosé, jakiej teraz potrzebujemy! Przypatrzcie sie — co
sie zmienia, gdy obracamy drugim kotem, a wraz z nim trzecim.

Do trzeciego kota przymocowane jest prostopadite do niego inne koto

z narysowanymi symbolami znakéw zodiaku. Gdy obracamy drugim kotem,

a wraz z nim trzecim, wtedy plaszczyzna tego kota znakéw zodiaku zmienia sie!
A: No jasne! Trzeba obracaé, az plaszczyzna kola zodiaku bedzie zgodna

z plaszczyzng zodiaku widocznego na niebiefT!

M: Doktladnie! Radzicie sobie znakomicie! Obracajcie, az koto zodiaku ustawi sie
w plaszczyznie wyznaczonej przez gwiazdozbiory zodiakalne, Ksigzyc i Stonce.
Ptaszczyzne te nazywamy tez ekliptyka.

A: Ekli-czym?

M: Ekliptyka to ptaszczyzna, w ktorej lezy orbita Ziemi w jej ruchu wokét
Stonica. Na niebie ekliptyke widzimy jako pas, po ktérym pozornie porusza sig
Storice. Ksiezyc i planety rowniez widzimy poruszajace sie po tym pasie.

Wujku, ale przeciez Ziemia sie nie rusza. Tata méwi, ze nikt nie uwierzy w teorie
ruchu Ziemi.

M: Ma prawo do takiej opinii. Ale rozumiesz: nie musze przekonaé wszystkich —
przynajmniej na poczatku. Wazne, ze zrozumieja mnie inni matematycy ™t —
chociaz niektorzy z nich.

A: Dla pozostatych to zbyt skomplikowane?

M: Potem inni im wytlumacza. Sg przekonania, na zmiane ktérych potrzeba
wiele czasu.

Aniu, poméz. To drugie koto troche sie przyblokowalo.

M: Jak mysélicie, co teraz? Czy symbole znakéw zodiaku wskazuja na wlasciwe
czesci nieba?

A: Aha! Czyli teraz trzeba pokrecié trzecim kolem wraz z przymocowanym
prostopadle do niego kotem zodiaku, tak by pozostawiajac plaszczyzne zodiaku
(ekliptyke) niezmieniona, umiesci¢ symbole zodiakéw w odpowiednich miejscach!
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Rys. 4. Symbole znakéw zodiaku, wraz

z tacinskimi nazwami i miesigcem,

w trakcie ktorego si¢ rozpoczyna dany
znak. Na przyklad znak Barana zaczyna
si¢ w dniu réwnonocy wiosennej —

21 marca, Rak w dniu przesilenia letniego
— 22 czerwca, Waga réwnonocy jesiennej —
23 wrzesnia, Koziorozec w dniu
przesilenia zimowego — 22 grudnia.
Zrédlo: Wikipedia

TO‘ber:ny kalendarz, zwany gregorianskim,
wprowadzono dopiero w 1582 roku, czyli
39 lat po $mierci astronoma. Jednak juz
Kopernik prowadzit obserwacje stuzace
wyznaczeniu daty réwnonocy wiosennej.
Badania prowadzil, by wesprzeé
przygotowania do reformy kalendarza.

HNazyvvau si¢ je, odpowiednio, rokiem
zwrotnikowym i rokiem gwiazdowym.
Roéznica pomiedzy dlugosciag obu
jednostek jest rezultatem precesji osi
ziemskiej.

Rys. 5. Na czwartym kole przesunigto
celownik tak, by wskazywal na Regulusa
(aby mozna bylo dostrzec te gwiazde,
patrzac przez dwa celowniki po
przeciwnych stronach czwartego kota).
Celownik wskazuje na czwartym kole
szeroko$¢ ekliptyczna réwna okoto 12°

Tylko jak to zrobi¢? Czy symbol znaku Ryb skierowaé¢ w strone gwiazdozbioru
Ryb?

M: Niezupelnie. Znaki zodiaku zgadzaly sie z gwiazdozbiorami, gdy ustalali
je chaldejscy astronomowie kilka wiekéw przed Chrystusem. Teraz znaki sg
przesuniete wzgledem gwiazdozbiorow mniej wiecej o jeden gwiazdozbior.

A: Z gwiazdozbiorem Ryb sasiaduja od lewej gwiazdozbiory Wodnika i Barana.
Na ktory z nich wycelowaé¢ symbol znaku Barana na przyrzadzie?

M: Na Barana.

To na co wskazuja znaki zodiaku, skoro nie na swoje gwiazdozbiory?

M: Zatrzymajmy sie chwile nad tym pytaniem. Czy gwiazdozbiory na pasie
ekliptyki sa rownych rozmiaréw?

A: Oczywiscie, ze nie! Ryby sa ogromne, a Baran malutki!

M: Otéz to! Natomiast starozytni Chaldejczycy podzielili ekliptyke na

12 réwnych czedci. Kazda z nich nazwali zgodnie z gwiazdozbiorem, ktéry
znajdowal sie w tamtym rejonie nieba.

A jak wybrali miejsca rozdzielajace tych 12 czesci?

M: Punkty oddzielajace znaki to réwnonoce i przesilenia — dziela ekliptyke

na 4 czesci. Kazda z nich nastepnie podzielono na kolejne trzy. Tak uzyskano
12 znakéw. Znak Barana zaczyna sie w momencie, w ktérym rozpoczyna sie
astronomiczna wiosna (rys. 4).

A: Czyli co roku 21 marcal

M: Niezupelnie. Okazuje sie, ze czas od jednej réwnonocy wiosennej do
kolejnej nie jest doktadnie taki sam jak czas, po ktérym Storice wykona peten
(pozorny) obieg po sferze niebieskiej, wracajac do tego samego punktu, np.

w gwiazdozbiorze Barana. Nasz obecny kalendarz, zwany juliaiiskim®, nie
uwzglednia tej réznicy. W rezultacie obecnie réwnonoc wiosenna przypada
okolo 5 marca.

Hmmm. . ., czyli sa dwa rézne sposoby odmierzania roku? Pierwszy: od jednej
rownonocy wiosennej do kolejnej, drugi: to czas, po ktérym Stonce wréci do tego
samego potozenia wzgledem gwiazd statychft?

M: Bardzo dobrze to ujale$, Tomku. Dobry z ciebie astronom bedzie!

A: A ze mnie?

M: Z ciebie tez! Kobiety od dawna odgrywaja wazna role w rozwoju astronomii.
Dobra, to ustawiamy znak Barana na gwiazdozbiér Ryb.

A: Tak mnie zaciekawilo... Czy polozenie Storica na niebie, w ktorym zachodzi
rownonoc wiosenna, ma jakas specjalng nazwe?

M: Tak. Nazywa sie punktem Barana.

Czyli punkt Barana znajduje sie¢ w gwiazdozbiorze Ryb?!

M: Méwitem, ze szybko lapiecie.

A: Wujku, wszystko ustawione! Co robimy?

M: Teraz uzyjemy naszego przyrzadu do pomiaru polozenia wybranej gwiazdy
i podamy jego wspotrzedne ekliptyczne.

Uuuuuu. Brzmi $§wietnie, w konicu!

M: Ja bardzo lubie Regulusa — te gwiazde przy przedniej tapie Lwa. Nieraz byla
mi bardzo przydatna. Wyznaczmy jej polozenie.

A: Ok, celuje w nia.

Ej, daj mi tez.

M: Bardzo dobrze. Najpierw upewnijcie sie, ze wigksze kola (pierwsze, drugie
i trzecie) sa zablokowane i pozostana nieruchome. Teraz obracamy czwarte
kolo tak, by jego plaszczyzna zawierala wybrana gwiazde (naszego Regulusa).
Nastepnie przesuwacie celowniki z obu stron kota, by patrzac z jednego przez
drugi, dojrzeé¢ gwiazde (rys. 5).

M: Swietnie. Skoro juz wycelowaliécie i widzicie go dokladnie, to zablokujcie
kota przyrzadu. Tomku, odczytaj, prosze, wspdlrzedna szerokosci ekliptycznej
z czwartego kota. Jej warto$¢ na podzialce wskazuje celownik.

Szerokosé geograficzna, yyy, przepraszam, szerokosé¢ ekliptyczna wynosi plus 12
stopni. Hmm. .., to w sumie logiczne, ze ta warto$¢ nie moze by¢ zbyt duza

— przeciez gwiazdozbiér Lwa, do ktorego nalezy Regulus, lezy na ekliptyce,

a ekliptyka ma zerowsg szerokosé ekliptyczna, tak jak rownik ma zerowa
szerokosé geograficzna!
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Udato nam sie¢!

nagrode!
A: Hura!

M: Doskonale! Aniu, odczytalabys, prosze, z kolei dhugosé ekliptyczng?

A: Pewnie! Skoro Regulus lezy w gwiazdozbiorze Lwa, to z pewnoscia bedzie
w znaku. .. Panny! Ach to przesuniecie!

M: Poradzitas sobie znakomicie. Czy widzisz podzialtke na kole ze znakami
zodiaku? W ktorej czesci znaku sie znajduje?

A: W trzech czwartych znaku Panny... Po dokladniejszym odczytaniu i chwili
obliczen szacuje, ze. .. jego dlugosé ekliptyczna jest réwna 149 stopni!

M: Przybijcie pigtki! I zotwika! A teraz pora na jaki$ deser, zastuzyliscie na
Uwielbiam desery twojej gosposi, pani Anny Schilling!

M: Ja tez! Pani Anna nazywa te ciastka kopierniczkami. Ha, ha!
Koniec sceny pierwszej

Niech bedzie mi wolno zamiast wlasnego zakonczenia przytoczy¢ stowa
Galileusza, ktére, mam nadzieje, wzbudza i poglebia uznanie i szacunek wraz

fGalileusz, Dialog o dwéch
najwazniejszych Ukladach Swiata:
Ptolemeuszowym i Kopernikowym.
Edward Ligocki, s. 366. Cytat za: ttum.
Andrzej Kajetan Wréblewski, ,,Historia
Fizyki”, Wydawnictwo Naukowe PWN,
str. 106.

z autentycznym podziwem dla naszego wybitnego rodaka:

Raz jeszcze trzeba tu wielkim glosem obwieScié chwale wspaniatej przenikliwo$ci
Kopernika, a jednocze$nie wyrazi¢ ubolewanie nad jego niefortunnym losem,

ze nie zyl w naszych czasach, [...] wiemy bowiem, Ze Jowisz — niemalZe druga
Ziemia — nie tylko w otoczeniu jednego Ksiezyca, lecz nawet czterech ksiezycow

w ciggu 12 lat dokonuje jednego obiegu dookota Stotica /... ] .

O obozie Math Beyond Limits
Maths Beyond Limits to wyjatkowa inicjatywa, ktora

zrzesza mtodych milosnikéw matematyki z catego Swiata.

Juz od ponad 10 lat organizujemy bezptatne obozy
matematyczne. W 2026 roku obozy odbywaja si¢ w trzech
krajach: Bosni i Hercegowinie (wiosna), Szwecji (latem)
oraz w Polsce (na jesieni). ,Znakiem firmowym” naszych
obozéw jest ich unikalny format, kladacy nacisk na
otwarto$¢ i wspolprace. W kazdym bloku uczestnicy moga
wybieraé sposrod kilku réznych zaje¢ matematycznych
o réznorodnej tematyce. Podczas Time Academic
Unscheduled maja okazje zglebi¢ zagadnienia poznane na
zajeciach wspodlnie z innymi uczestnikami badz tutorami
prowadzacymi zajecia. Uczestnicy maja réwniez mozliwo$é
podzielenia sie swoja pasja, wyglaszajac 30-minutowe
odczyty na wybrane przez siebie tematy. W tym i kolejnych
numerach Delty Czytelnicy beda mogli odnalezé artykuty
napisane przez autoréw takich prezentacji.

Uczestnicy poprzedniej edycji obozu
Maths Beyond Limits w Rycerce Dolnej,
7-20 wrzesnia 2025 roku.

MBL to jednak co$ wiecej niz sama matematyka. Po
ciezkim wysitku umystowym nadchodzi czas na relaks

i w tej sferze réwniez mamy wiele do zaoferowania:

od pieszych wedrowek poprzez maraton zagadek
logicznych po réznorodne warsztaty organizowane przez
samych uczestnikéw. To niezwyktla okazja do poznania
pasjonatéw matematyki z najrézniejszych zakatkéw
globu (w ostatnim roku w Polsce goscili$émy uczestnikéw
i tutoréw z az 25 krajow!) i zawarcie przyjazni, ktére
przetrwaja lata.

Zachecamy do zapoznania sie ze szczegbélami na

naszej stronie internetowej: mathsbeyondlimits.eu

lub w mediach spotecznos$ciowych. Choé¢ sam oboz
przeznaczony jest dla licealistéow, starsze osoby moga
tworzy¢ spoteczno$¢ MBL jako tutorzy, do czego rowniez
serdecznie zapraszamy!



https://mathsbeyondlimits.eu

* Student, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski

Hipoteza Goldbacha (1742) glosi, iz
kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest
suma dwoch liczb pierwszych. Do dzi$
pozostaje nierozstrzygnigta, choé
udowodniono wiele stabszych
sformulowan i powigzanych twierdzen.

Przedstawiamy tylko drobng czes$¢ zjawisk
i teorii powigzanych z problemem
Waringa. Czytelnik Zainteresowany
znajdzie pelniejszy przeglad

w Rozdziale 8 Teorii Liczb

W. Narkiewicza (WN PWN, Warszawa
2003).

Oszacowanie g(k) > 2% + L(%)kJ -2
podat L. Euler okoto 1772 roku. Na tej
podstawie wysunal on $miatag hipoteze,

ze g(k) jest réwne podanej wartosci
ograniczenia dolnego. Obecnie wiemy, ze
jest to prawda dla k < 471 600 000 oraz ze
moze istnieé co najwyzej skonczona liczba
wyjatkéw; w ich (hipotetycznym)
przypadku, dokladne wartosci g(k)
réwniez sg opisane.

Artykut w|A3, autorstwa Tomasza
Kobosa przedstawia obfita selekcje
standardowych metod. Czytelnik
Zainteresowany znajdzie wigcej zadan
olimpijskich z zakresu analitycznej teorii
liczb w odpowiednim skrypcie broszury
MIKO 2023/24 pod adresem
https://mikomath.org/editions/|

Czytelnik Zaciekawiony zechce zbadaé

w tym miejscu gestos¢ naturalng zbioru
liczb, ktérych zapis dziesigtny zaczyna sig
od 1.

Problem Waringa i funkcje gestosci
w teorii liczb
Michat GOS*

Teoria liczb wyrdznia sie wyjatkowo intensywnym stosowaniem narzedzi
pozostatych dzialéw matematyki. W tej dziedzinie nierzadko okazuje sie, ze
badanie prostych do sformulowania probleméw wymaga szeroko zakrojonej
rozbudowy znanych metod, co historycznie przyczynialo sie do preznego
rozwoju innych dziedzin. Ponizej zajmiemy si¢ przyktadem takiego problemu.
Przypomnijmy najpierw nastepujace:

Twierdzenie 1 (Lagrange). Kazdg liczbe naturalng mozna wyrazié jako sume
czterech nieujemnych kwadratow.

Dowdd, choé niekrétki, mozna uzyskaé skromnymi srodkami elementarnej
algebry i arytmetyki modularnej reszt kwadratowych. W 1770 roku Edward
Waring zapostulowal nastepujace uogélnienie twierdzenia Lagrange’a, ktére
zostalo udowodnione dopiero w 1909 roku przez Davida Hilberta:

Twierdzenie 2 (Waring—Hilbert). Dia kaidego k € N istnieje g € N takie, ze
kazdg liczbe n € N mozna zapisaé jako n = ¥ + ... + x’; dla pewnych nieujemnych

liczb catkowitych x1, 22, ..., x,.

Najmniejsze g spelniajace warunek twierdzenia 2 oznaczmy jako g(k). Tak wiec
g(2) = 4, zas Waring przypuszczal, ze g(3) = 9 oraz g(4) = 19 (co okazalo

sie prawda). Obok hipotezy Goldbacha, problem Waringa stal si¢ jednym

z wazniejszych obszaréw badan addytywnej teorii liczb. W niniejszym artykule
przedstawimy szkic dowodu tego klasycznego juz twierdzenia.

Dla wstepnej oceny trudnosci zadania, mozemy latwo otrzymaé oszacowanie
dolne wartosci g(k) przez sprytny wybor n = 2% [(3)*] — 1. Wtedy n < 3%,
wige x1, ..., T4k € {0,1,2}. Niech a z tych liczb przyjmuje warto$¢ 1, b z nich
warto$¢ 2. Mamy n=a+b- 2%, skad b < |3+] < [(2)*] — 1, a zatem

gk) Za+b=n—(2"—1)b> 2"+ [(3)*] — 2.

Patrzac na wykladniczy wzrost wartosci g(k), mozemy porzucié¢ nadzieje na
dowo6d konstruktywny, jaki mozna przeprowadzi¢ w przypadku twierdzenia 1.
Zastosujemy inne podejicie — zamiast konstruowaé¢ odpowiednie przedstawienie
danej liczby n jako sumy k-tych poteg, bedziemy badaé zbiér wszystkich liczb
postaci o% + ... + xf dla okreslonego I. Oznaczmy przez Sy zbiér {m* : m € Z>,},
gdzie Z>( to zbiér nieujemnych liczb catkowitych. Sumq Minkowskiego zbioréw
A, B C Zo bedziemy nazywaé zbiér A+ B :={a+b:a € A, b € B}; bedziemy
tez domyélnie pisa¢ [A = A+ ...+ A (mamy [ ,skladnikéw” po prawej stronie).
Twierdzenie 1 mozemy wiec zapisa¢ w postaci 4Sz = Z>. Chcieliby$my opisaé,
jak duza ,,cze$é” zbioru Z3( stanowia zbiory [S), dla kolejnych liczb [ € N oraz
znalez¢ kryteria okreslajace, kiedy (S, = Z>¢.

Jesli Czytelnik mial okazje poznaé olimpijskie zastosowania analitycznej teorii
liczb (nie jest to potrzebne do lektury tego artykulu), moze on skojarzyé w tym
miejscu pojecie gestosci naturalnej d(A) dla zbioru A C Zx¢. Definiujemy ja jako
granice przy n — oo wyrazenia #, gdzie A(n) = |AN{1,...,n}|. Intuicyjnie,
mierzy ona dokladnie to, jaka ,,cze$¢” zbioru N stanowi podzbior A; do naszych
e . . o A(n) . .
celéw jest ona jednak wybrakowana. Po pierwsze, ciag liczb {T}n cny Die musi
posiadaé¢ dobrze okreslonej granicy — do opisu ,,gestosci” zbioru A za pomoca
tego ciagu potrzebne bylyby wtedy bardziej techniczne pojecia analityczne.
Po drugie, nawet ,najgestszy” przypadek d(A) = 1 nie pozwala stwierdzié, ze
A=N.

Badajac zagadnienia addytywnej teorii liczb, matematyk rosyjski Lew
Sznirelman wprowadzil ,ostrzejsza” funkcje gestosci, zwang dzis gestoscig
Sznirelmana. Dla zbioru A C Zx, oznaczamy ja przez 6(A) i definiujemy jako

5


https://deltami.edu.pl/2016/03/matematyka-jest-jedna-magia-liczb/
https://mikomath.org/editions/

Czytelnik Skrupulatny moze zapytacé, czy
wynik ten da si¢ poprawi¢. Okazuje sie,
ze tak: H.B. Mann wykazal, ze dla

A, B C Zyq takich,ze 0 € ANB

i1l € AU B, zachodzi nawet

6(A+ B) > min{1,6(A) + §(B)}.

Uwage przykuwa kombinatoryczny
charakter powyzszych wynikéw, mimo
analitycznej definicji gestosci Sznirelmana
6(A) — to za sprawa jej wygodnej
interpretacji w ramach nieréwnosci

A(n) =2 6(A)n dlan € N.

Do dowodu lematu 3 konieczne sg
zaawansowane narzedzia analityczne lub
zmudne obliczenia. Czytelnik Zawzigty
moze znalezé elementarne uzasadnienie
oparte na tych drugich w ksigzce Three
Pearls of Number Theory, A.Y. Khinchin
(Graylock Press, Rochester, NY, 1952),
dostepnej online. Dowd6d analityczny
zawarty jest w Teorii Liczb

W. Narkiewicza (WN PWN, Warszawa
2003).

infimum (najwicksze ograniczenie dolne) zbioru {A "€ N} to jest najwieksza
liczbe 0 € R taka, ze T > 6 dla kazdego n € N. Zaznaczmy, ze kazdy podzbidr
liczb rzeczywistych posiada dobrze okreélone infimum. Ponadto z definicji

0(A) natychmiast wynika, ze §(A) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ANN =N.
Zatem 6(A) zapewnia ,, gestoSciowe” kryterium na zajscie A = Zs( dla zbioru A
zawierajacego 0. Okazuje sie, ze mowi o wiele wiecej w sytuacji, gdy rozwazamy
sumy Minkowskiego [A dla | € N zdefiniowane powyzej:

Twierdzenie 3 (Sznirelman). Jezeli zbiér A C Z>o zawiera 0 i spelnia 6(A) > 0,
to istnieje g € N takie, Ze gA = Zxy.

Zbior A C Zx spelniajacy tez¢ twierdzenia 3 nazywamy bazq zbioru liczb
naturalnych. Powyzszy wynik otwiera droge do dowodu twierdzenia 2 —
wystarczy wykazaé 0(ISx) > 0 dla pewnego ! € N. Zaznaczmy, ze warunek
twierdzenia 3 dla zbioru A C Zx( na bycie baza N nie jest warunkiem koniecznym
— mamy wszak §(Sz) = 0, ale 452 = Z>¢. Dowdd twierdzenia 3 opiera si¢ na opisie
przyrostu gestosci Sznirelmana dla sumy Minkowskiego A + B w poréwnaniu do
gestosci sktadnikéw A, B i jest konsekwencja dwoch kolejnych lematéw:

Lemat 1. Dla dowolnych zbioréw A, B C Zx>o zawierajgcych 0 zachodzi
0(A+ B) 2 6(A) +(B) — 6(A)d(B).

Dowdd. Do wykazania 6(A 4+ B) > ¢ wystarczy (A + B)(n) > cn dla kazdego
n € N. Wypiszmy elementy AN{l,...,n}: 1< a3 <ag <- - <a, <n, gdzie
r=A(n) > 6(A)n. Oznaczmy B; = BN{1,...,a;41 —a; — 1} dlaie{0,...,r}
przy dodatkowym oznaczeniu ag =0 i a,4+1 = n + 1 (niekoniecznie a, 1 € A).

Zbiory {a;}i_, oraz {a;} + B; dla i € {0,...,r} stanowia rozlaczne podzbiory
(A+B)n{l,...,n} —zatem (A+ B)(n) > A(n) + >_;_, B(ait1 —a; — 1).

Z definicji gestosci Sznirelmana B(a;+1 —a; — 1) = §(B)(ai+1 — a; — 1), wiec
otrzymujemy

(A + B)(n) +Z(s Yaizr —a; — 1) = A(n) + 6(B)(n —r),

gdyz prawa suma ,,teleskopuje sie”. Zapis prawej strony jako (1 — §(B))A(n) +
nd(B) i podstawienie A(n) > §(A)n daja zadana nieréwnosé. O

Lemat 2. Dla dowolnych zbiorow A, B C Z>¢ zawierajgcych 0 i spelniajgcych
0(A) 4+ 6(B) > 1 zachodzi A+ B = Z>o.

Dowdd. Rozwazmy dowolne n € N — pokazemy, ze n € A + B. Jezelin € AU B,
to sytuacja jest jasna. W przeciwnym razie zbiory AN {1,...,n} oraz
B'={n—-b:be Bn{l,...,n}} sa zawarte w {1,...,n — 1}. Jednoczesnie

A(n) + B'(n) = A(n) + B(n) = (6(A) + 6(B))n = n. Te dwa zbiory musza zatem
mie¢ niepuste przecigcie — dlatego istnieja a € A, b € B takie, ze a = n — b, czyli
n=a+beA+B. O

Dowdéd twierdzenia 3. Tez¢ lematu 1 mozemy zapisaé alternatywnie jako
—0(A+B) < (1-96(A)(1=46(B)). Z indukcji matematycznej wynika teraz, ze

—0(A1+...+4) < Hi L(1=38(A;)), w szezegélnodei §(1A) > 1— (1 —4(A))! dla
A C Zxo zawierajacego 0. Jesli wiec §(A) > 0, to istnieje [ € N takle, ze 0(1A) > L
a wtedy 2{A = Z>o na mocy lematu 2. a

Przystepujemy do dowodu twierdzenia 2. Chcemy znalezé¢ | € N takie, ze
0(ISk) > 0 — wystarczy wykazaé, ze dla pewnego ¢ > 0 zachodzi (IS;)(n) = cn
dla kazdego n € N. Dla m € Zs oznaczmy przez ry ;(m) liczbe uporzadkowanych

nieujemnych krotek (1, ..., ;) speliajacych réwnanie x¥ + ... + xf = m, to jest:
rix(m) = {(z1,...,21) € Zlgo s b+ mf =m}|.

Nie obedzie sie, niestety, bez lematu deus ex machina:

Lemat 3 (Linnik). Dla kazdego k € N istniejg takie | € N i stala a(k) > 0 zaleina
tylko od k, ze dla kazdego m € N zachodzi nieréwnosé ri ,(m) < a(k)ym¥=—1.
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Najmniejsza liczba [ spelniajaca
warunki twierdzenia 4 nosi nazwe stalej
Sznirelmana sg. Wskazmy dwa obecnie
najlepsze jej oszacowania z géry: so < 6
wynika z opublikowanej w 2014 pracy

Terrence’a Tao, zas sop < 4 wynika z tzw.

slabej hipotezy Goldbacha, ktérej dowdd
zostal ogloszony w 2013 roku przez
Haralda Helfgotta, jak dotad nie zostal
jednak opublikowany w recenzowanym
czasopi$mie.

Czytelnik znajdzie dowdd lematu 4

w Rozdziatach 4, 5, 8 ww. Teorii Liczb
W. Narkiewicza (WN PWN, Warszawa
2003).

Powyzsze oszacowanie moze wydacé sie przypadkowe; uwydatnimy jego role,
poprzedzajac jego zastosowanie (nieudana) préba dowodu.

’ . . . n , .
Dowdd twierdzenia 2. Oszacujemy sume » " 1 (m) od géry i od dotu dla
n € N — por6wnanie oszacowan zapewni nam oczekiwang nier6wnosc.

Zauwazmy, ze jesli x; € Z> spelniaja 0 < z; < (?)Uk dlaie{1,...,1},

to z cala pewnoscig zachodzi zf + ... + zF < n — zatem dolne

oszacowanie dla Y. o ;(m) zapewni liczba uporzadkowanych krotek
(x1,...,2y) € Zl>0 spelniajacych powyzszy warunek. Z reguly mnozenia, jest

ich (1(4)"")+1)" > ()"

Szukajac elementarnego ograniczenia gérnego, moglibysmy postapi¢ podobnie —
jesli ¥ + ...+ 2F = m ma by¢ spelione dla m € N, z pewnoscia dla i € {1,...,1}
musi zachodzi¢ 0 < z; < m'/*. Z reguly mnozenia, odpowiednich krotek jest
(Lm/* ] + 1)l < (mt/* + 1)l =m!/* (14 m‘l/k)l, przy czym ostatnia réwnosé

jest prawdziwa dla m > 0. Czynnik (1 +m~Y k)l nietrudno ograniczy¢ od goéry
statg B(1) > 0, np. 3(1) = 2!. Mamy zatem:
Yorklm) <1+ Y BUmMYF <1+ BOnH(ISE) (n),

m=0 m=1,
71,k (m)>0
korzystajac z (ISk)(n) = [{m € {1,...,n} : r, x(m) > 0}|. Poréwnujac ograniczenia
gérne i dolne, mamy 1+ B(1)nt/*(1Sy)(n) = 1=1/*nt/*. Niestety nie jest to
wystarczajaco mocna nieréwnosé: przeksztalcajac ja, otrzymujemy jedynie
(ISk)(n) = % - W; po prawej stronie nie otrzymali$my skladnika cn dla

zadnej stalej ¢ > 0.

Teraz tatwo jest dostrzec role lematu 3 — wybierajac I € N przewidziane przez
niego i wyznaczajac ograniczenie gérne analogicznie, otrzymamy nieréwnoscé

1+ a(k)nF =1 (1Sp)(n) = 17/ Fnl/k,

Pozostaje podzieli¢ obie strony przez oz(lf)n%*1 — sktadnik ,,+1” po lewej stronie
okazuje sie tu nieistotny i ostatecznie wnioskujemy istnienie stalej ¢ > 0 takiej, ze
(ISk)(n) = cn dla kazdego n € N, co daje §(ISx) > 0. O

Zastosowania gestosci Sznirelmana i twierdzenia 3 nie koncza si¢ na problemie
Waringa; pracujac nad zagadnieniem hipotezy Goldbacha, Sznirelman wykazal:

Twierdzenie 4 (Sznirelman). Istnieje [ € N takie, ze kazda liczbe naturalna
wieksza od 1 mozna wyrazi¢ jako sume nie wiecej niz [ liczb pierwszych.

Dowdd tego twierdzenia przebiegnie podobnym szlakiem co dowdd twierdzenia 2;
ponownie, jego sednem jest nietatwy do wykazania lemat, oparty na analitycznej
teorii liczb (P oznacza zbiér liczb pierwszych):

Lemat 4. Zachodzi d(2P) > 0, to jest zbiér 2P ma dodatnia gesto$é naturalng.

Dowdéd twierdzenia 4. Jezeli zbior 2P ma dodatnia gesto$¢ naturalna, z pewnoscia
to samo tyczy sie zbioru 2P*, gdzie P* =P U {0,1}. Skoro d(2P*) > 0 oraz 1 € 2P*,
to réwniez §(2P*) > 0. Poniewaz 0 € 2P*, wiec z twierdzenia 3 wnioskujemy, ze
istnieje ¢ € N takie, ze 2cP* = Zy(. Zatem kazda liczbe n € N mozna przedstawié¢
w postaci sumy py + ...+ p; + j, gdzie i, j < 2¢. Pozostaje rozwazy¢ kilka
przypadkéw wartosci liczby j, by zapisa¢ ja w postaci sumy liczb pierwszych

2 i 3 o ograniczonej przez c liczbie sktadnikéw (w przypadku j = 1 nalezy zastapié
n przez n — 2). O

Wariacje na temat problemu Waringa sg liczne; wspomnijmy na koniec o jeszcze
jednej z nich. Zamiast g(k) z twierdzenia 2, rozwazmy G(k) — najmniejsza
mozliwa liczbe [ € N taka, ze kazda dostatecznie duzg liczbe n € N mozna
zapisaé jako x’f +...+ xf dla pewnych z; € Z>o. W kontrascie do wartosci g(k),
obecnie znane sg jedynie wartosci G(2) =4 i G(4) = 16. Wiadomo réwniez, ze
G(k) < g(k) dla k > 2. Okazuje sie, ze G(k) rosnie o wiele wolniej niz w tempie
wykladniczym (jak g(k)); najostrzejsze znane obecnie ograniczenie gérne ma
postaé¢ G(k) < k(log k + log log k + C) dla pewnej stalej C' € R.
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at otwarty 19°: Hipoteza Gilbreatha

BG/FZ%O mZ@j PA WL[K Politechnika Slacska

Jednym z centralnych zagadnien w teorii liczb jest badanie odlegltoéci pomiedzy
kolejnymi liczbami pierwszymi. Sa to tzw. prime gaps, w encyklopedii OEIS
wystepujace jako ciag A001223, ktérego n-ty wyraz to réznica miedzy (n + 1)-sza
i n-ta liczba pierwsza:

1,2,2,4,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6, 8,4, ...
Rozwazany ciag kryje wiele tajemnic $wiata liczb pierwszych. Przyktadowo
stynna hipoteze o liczbach pierwszych bliZniaczych mozna wyrazié¢ nastepujaco:
liczba 2 wystepuje w ciagu prime gaps nieskonczenie wiele razy.

W roku 1958 Norman Gilbreath — éwczesny student matematyki na UCLA —
zauwazyl ciekawa zaleznosé dotyczaca kolejnych iteracji ciagdéw réznic.
Tworzymy ciagi liczb naturalnych w nastepujacy sposéb. Pierwszym ciagiem
jest ciag liczb pierwszych. Drugi ciag to ciagg réznic kolejnych elementow ciagu
pierwszego (od liczby wigkszej odejmujemy mniejsza) — czyli wspomniany
wyzej ciag prime gaps. Na trzeci ciag skladaja sie warto$ci bezwzgledne réznic
kolejnych elementéw ciggu drugiego, na czwarty — wartosci bezwzgledne
réznic kolejnych elementow ciagu trzeciego i tak dalej. Ponizej prezentujemy
poczatkowe elementy kilku poczatkowych ciagéw otrzymanych w ten sposob:

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, . ..

1,2,2,4, 2, 4, 2, 4, 6, 2, 6, 4, 2, 4, 6, 6, 2, 6, 4, 2,
1,0,2,2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 2, 2, 2, 2. 0, 4, 4, 2, 2, 4,.
1,2,0,0, 0, 0, 0, 2, 0, 2, 0, 0, O, 2, 4, 0, 2, 0, 2, 2,...
1,2,0,0, 0, 0, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 2, 2, 4, 2, 2, 2, 0, 2,...
1,2,0,0, 0, 2, 0, 0, 0, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0, 0, 2, 2, 2,...
Hipoteza Gilbreatha stanowi, ze, poczawszy od drugiego, kazdy tak otrzymany

ciag zaczyna si¢ od liczby 1.

Juz od chwili jej sformulowania hipoteza Gilbreatha wzbudzila zywe
zainteresowanie wéréd matematykéw. Wystarczy wspomnieé, ze zaledwie

trzy lata pdézniej Wactaw Sierpinski umiescil ja wérdéd pierwszych zagadnien
(pomiedzy hipoteza Goldbacha a rozkladem liczb naturalnych na iloczyn liczb
pierwszych) omawianych w znakomitej ksiazeczce Co wiemy, a czego nie wiemy
o liczbach pierwszych. Na zakonczenie wypada dodaé, ze obserwacja Gilbreatha
pojawila si¢ (bez dowodu) w pracy francuskiego matematyka Frangoisa Protha
juz 80 lat wczeéniej. Podsumowujac, hipoteza podzielila los wielu innych
zaleznodci matematycznych, ktore na trwale zwiazaly si¢ z nazwiskiem innej
osoby niz ta, ktora jako pierwsza je zaobserwowala. Przypuszczenie Gilbreatha
do dzi$ czeka na dowdd lub kontrprzyktad.

Przez ucho igielne

Przyzwyczaitlam sie do mysli, ze jestem soba. Ja: moje cale cialo, odtad — dotad,
i juz. Czasem jednak czuje sie¢ nieswojo, kiedy mysle o tym, ze w moim wnetrzu
dzieja sie rzeczy, o ktérych nie mam pojecia. Czeéé mnie czyms sie zywi, dzieli
sie, gdzie$ sie przemieszcza, roénie lub zmniejsza sie, a cze$é umiera (w sposéb
zaplanowany lub nie). Co gorsza, ta wewnetrzna komoérkowa niezaleznosé ode
mnie dotyczy takze, a moze szczegdlnie, mozgu, tego organu, ktéry lubie z moim
poczuciem ,ja” utozsamiac.

Tymczasem jesteSmy (dorosli) zbiorem kilkudziesieciu bilionéw komorek.

I czasem latwiej jest zrozumieé, jak dziala nasze cialo, patrzac na losy tych
pojedynczych podstawowych bytéw. Wszak poczatek ludzkiego zycia to jedna
komérka, ktora zaczyna si¢ dzielic.

Rozwdj mézgu to proces wieloetapowy. Polega nie tylko na powstawaniu nowych
neuronéw, lecz takze na ich precyzyjnej migracji w miejsca, gdzie tworza sig¢
tzw. jadra oraz kora mézgowa. Nowopowstajace neurony sa niewielkie, maja
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8-12 mikrometréw $rednicy, czyli okoto jedna dziesiata grubosci ludzkiego
wlosa. Najpotezniejszym tadunkiem wewnatrz niewielkiego ,ciata” jest jadro
komérkowe o Srednicy niewiele mniejszej niz sama komorka. Poczatkowo
komoérka ma niemal kulisty ksztalt, ale wkrétce wysuwa dtuga wypustke,

a jej cialo wydtuza sie, przyjmujac charakterystyczna dwubiegunowa postac.
Nastepnie do przodu przesuwane jest jadro komorkowe — proces nazwany
nukleokineza — po czym przemieszcza si¢ tylna czesé¢ komorki. W efekcie neuron
porusza sie serig niewielkich ,krokéw”, nieustannie zmieniajac swéj ksztalt.

W przypadku neuronéw, ktére maja tworzy¢ kore mézgowa, ruch ten odbywa
sie po wldknach gleju promienistego (to inny rodzaj komérek nerwowych,
wspierajacych prawidlowy rozwdj mézgu), ktére tworza rusztowanie rozciagajace
sie od komér mézgu do jego powierzchni. To jak wspinaczka po linach. Neurony
migrujace do kory moga pokonywaé kilka milimetréw, a niekiedy nawet kilka
centymetrow, co oznacza, ze komoérka o srednicy okoto 10 mikrometréw moze
przeby¢ dystans przekraczajacy tysiackrotno$é wltasnych wymiaréw. Migracja
pojedynczego neuronu odbywa sie z predkoscia kilkunastu do kilkudziesieciu
mikrometréw na godzine, miliony komérek wykonuja ten proces réwnoczeénie.
Neurony powstajace wczedniej zatrzymuja sie w gltebszych warstwach, natomiast
neurony urodzone poézniej migruja obok nich i osiedlaja sie blizej powierzchni,
dzigki czemu mézg ma charakterystyczng architekture warstwowa.

To, czego dokonuja komérki, jest tym bardziej
imponujace, ze wymaga przeciskania sie pomiedzy
innymi juz osiadlymi komérkami oraz widknami

i strukturami zewnatrzkomoérkowymi przez szczeliny
o $rednicy nawet kilku mikrometréw. W tym celu
komérki wydtuzaja sie i przelewaja przez najwezsze
miejsca, klopot stanowi wspomniane wczeéniej duze
jadro komérkowe. W zwyklych komorkach jadro jest
struktura dosé sztywna, dzieki wewnetrznie, pod
otoczka, potozonej warstwie biatek z grupy lamin.
Laminy m.in. chronia material genetyczny przed
znieksztalceniami wlasnie. W neuronach jest jednak
inaczej, lamin jest znacznie mniej, dzieki czemu jadro
komérkowe w trakcie przeciskania sie moze ulegaé
odksztalceniom. To jednak ma powazne konsekwencje.

W czerwcu br. w tygodniku Nature ukazal si¢ artykut,
w ktérym zespdt naukowcedw z pracowni prof. Mineko
Kengaku z Japonii opisuje, co dokladnie dzieje sie

z DNA w trakcie migracji neuronéw. Praca zostala
wykonana na myszach, organizmach modelowych,

u ktorych rozwdj jest bardzo dobrze zbadany.

Trzy rodzaje komorek nerwowych badano

w laboratorium, ,,zmuszajac” je do przejscia przez
bardzo waskie kanaliki (o $rednicy 3 mikrometréw)
miedzy dwoma komorami. Okazalo sie, ze w jadrze
w trakcie przejscia powstawaly dwuniciowe pekniecia
helisy DNA. Mechaniczny nacisk powoduje zatem
uszkodzenia DNA | ktére sg $miertelnym zagrozeniem
dla zycia komérki. Takie pekniecia powoduje na
przyktad promieniowanie gamma, jeden z bardziej
mutagennych i zabdjczych dla komérek czynnikdw.
Naprawa takich peknieé jest najczedciej procesem
nieprecyzyjnym, skutkujacym w duzych mutacjach lub
zaburzeniach struktur chromosoméw.

Eksperymenty japonskich badaczy pokazaly jednak,
ze powstanie dwuniciowych peknieé jest normalnym
zjawiskiem towarzyszacym migracji zdrowych

neuronéw. I ze pekniecia te po 24 godzinach znikaja,
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nie powodujac widocznych mutacji ani $émierci komorek.
Uszkodzenia sa zatem skutecznie naprawiane.

Dalsze eksperymenty wykazaly, ze dzieje sie tak dzieki
aktywnosci biatka Top2. Jest to enzym, ktéry do tej pory
znany byl z tego, ze likwiduje zbyt duze naprezenia nici
DNA. Dzieje sie to w trakcie odczytywania lub kopiowania
materiatlu genetycznego. Skrecone dwie nici DNA sg wtedy
rozciagane i rozdzielane, bo biatka prowadzace reakcje
odczytuja informacje z pojedynczych nici. Tak powstate
,oczko” przesuwa sie wzdtuz helisy, przez co z przodu

i z tylu powstaja niekorzystne dla dlugiej czasteczki
wsuperskrety”. To tak, jakbyémy dwuzylowy skrecony
helikalnie sznurek rozdzielili, ciagnac za kazda z nici na
boki. Top2, aby zmniejszy¢ naprezenia, przecina dwie
nici i utrzymujac je razem przektada przez petle powstale
przez znieksztalcenia, po czym ponownie je laczy. Jest
to precyzyjna procedura, wpisana w standardowe ,,zycie’
wielokrotnie zwinietych dlugich tancuchéw DNA.

)

Top2 odpowiada zatem za szybkie znikanie podwdjnych
peknie¢ w jadrach przeciskajacych sie neuronéw. Jak
zatem dzieje sie, ze pekniecia nie powoduja widocznych
uszkodzen (mutacji) w DNA? Istnieje mechanizm,
dzigki ktéremu pekniecia nie powstaja w losowych
miejscach, a jedynie tam, gdzie nie ma waznych

dla zycia genéw. Sa to tzw. sekwencje niekodujace,
sekwencje powtorzone i rejony, ktére sa pozostalosciami
ewolucyjnymi po wirusach. Jesli tam powstanie btad
przy ponownym laczeniu peknietych nici, nie bedzie
nioést ze soba zadnych konsekwencji.

Myséle z podziwem o moich komoérkach, ktére, ryzykujac
zyciem, przeciskaly sie przez wiele dni, aby dotrze¢ do
celu, tworzac pofaldowana kore moézgowa. Chcialabym
nawet im powiedzie¢: dobra robota! Cho¢ troche mi
szkoda, ze ta robota, jakby nie moja.

“Confined migration induces non-lethal DNA damage in developing
neurons”, Zhejing Zhang i wsp. Nature 654, 2026.

Marta FIKUS-KRYNSKA
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Ksztalt i opor, czes¢ 2/4
Nie tylko czapka Newtona
Jarostaw GORNICKI*

Ustalmy kule i walec o takich wielko$ciach, ze bryly te moga by¢ wpisane

w sze$ciany o tym samym boku (dla ustalenia uwagi réwnym 2). W czedci
pierwszej pokazalidémy, ze w rozrzedzonym osrodku, gdy bryly te poruszaja

sie z takimi samymi predkos$ciami w kierunku osi walca, kula stawia o potowe
mniejszy opér niz walec. Czy w rozwazanej sytuacji, w szeScianie, mozna
utworzy¢ bryle o objetosci wiekszej niz kula, a jednoczesnie stawiajaca w ruchu
mniejszy op6r niz kula? Odpowiedz — tak! — jest nieco zaskakujaca.

Stozek $ciety, ktorego tworzaca nachylona jest do osi stozka pod katem 45°,
nazywamy czapkg Newtona (rys. 1). Wykazemy, ze nalozenie na kule,
prostopadle do kierunku ruchu, czapki Newtona o promieniu podstawy %\/5

i wysokosci 2 (2 — v/2) zmniejsza opér stawiany przez taka bryle podczas ruchu
(w rozrzedzonym osrodku).

Jak w czesci pierwszej, zalézmy, ze na kule dzialajg niezalezne czastki osrodka
poruszajace sie w kierunku AQ, wszystkie z takim samym pedem zaréwno

co do wartosci, jak i kierunku. Niech odcinek AO (o dlugosci 1) reprezentuje
ped czastki uderzajacej w bryle. Postuzymy sie rozwazaniami z uzasadnienia
Stwierdzenia XXXIV (patrz czesé 1/4). Opér, jaki stawia fragment powierzchni

kuli wyciety przez walec o osi AO i promieniu podstawy AB = AC = §7 jest

co do wartosci rowny objetosci zaznaczonego fragmentu paraboloidy obrotowej

BEODC (rys. 2). Poniewaz BE = CD = £ (jesli OA utozsamimy z nieujemna

czedcig osi rzednych OY, to nasza parabola ma réwnanie y(z) = z22), a objetodé

odcinka paraboloidy FOD jest rowna polowie objetosci walca na niej opisanego,
3 V2 1_3

wigc objetos¢ fragmentu paraboloidy BEODC jest réwna 5 - 7 - (7)2 c5 = gT.

Obliczmy teraz opér, jaki (przy tych samych warunkach) na tym samym
obszarze stawia czapka Newtona ustawiona prostopadle do kierunku ruchu.

Opér ten jest réwny, co do wartosci liczbowej, objetosci walca o osi AO

i promieniu podstawy AF = AG = /2 — 1, powiekszony o objetoéé rury
BECD (otrzymanej przez usuniecie z walca BEDC walca o osi AO i promieniu
podstawy AF = AG), gdzie BE = CD =  (rys. 3). Z czesci 1 wiemy, ze
efektywny opér powierzchni bocznej czapki Newtona (stozka $cietego) jest réwny
AO -sin*(%) = &, wiec stad BE = CD = 1. Laczna objetoé¢ opisanych tu bryl
jest rowna:

;'W'ABQ-F;~W~AF2:W<31+(\/§—1)2>.

Poniewaz i +(V2-1)2< %, wiec kula z czapka Newtona stawia mniejszy opér

niz kula bez czapki! O

Prawdziwe jest ogdlniejsze stwierdzenie Newtona (zawarte w Principiach,
Ksiega II, Scholium do Stwierdzenia XXXIV): (...) jesli bryla ADBE powstaje
w wyniku obrotu eliptycznej lub owalnej figury ABDE wokdl osi AB oraz jesli
generujgca figura jest styczna do trzech prostych FG, GH i HI w punktach

F, B i1 w taki sposob, ze GH jest prostopadle do osi w punkcie stycznosci B
oraz FG i HI przecinajg sie na prostej GH pod kqgtami FGB i BHI réwnymi
135°, to bryla powstajgca w wyniku obrotu figury ADFGHIE wokdl tej samej
ost AB napotyka mniejszy opor niz poprzednia figura, zakladajgc, ze kazda z nich
porusza sie naprzod wzdluz osi AB w kierunku B.

Dalszy tekst Newtona zaskakuje jeszcze bardziej — to rozwiazanie ogdlnego
problemu aerodynamicznego.

Problem aerodynamiczny. Wyznaczyé powierzchnie obrotowg

(0 wysokodci H, ktérej podstawq jest okrag o promieniu R), ktdra ogranicza
obszar wypukly i stawia najmniejszy opor podczas ruchu postepowego

w rozrzedzonym osrodku.
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Newton zawarl rozszerzone wyjaénienie
swojego rozwiazania problemu
aerodynamicznego w liscie z 1694 roku do
Davida Gregory’ego z Oksfordu.

C x x+d

Rys. 5

Problem ten zaliczamy dzisiaj do teorii
sterowania optymalnego, ktéra w polowie
XX wieku wyrosta z rachunku
wariacyjnego. Jego dalsze uproszczenie to
de facto zastosowanie metody mnoznikéw
Lagrange’a, ktora Joseph Lagrange
(1736-1813) odkryl w wieku 19 lat.

Twierdzenie. Jesli dla dowolnego =
wartosé u = f'(x) jest wartosciq
minimalng funkcji L(u) na zbiorze [0, c0),
to f jest rozwigzaniem Problemu (N) dla
odpowiednio dobranej wartosci H.

Newton podal wtasciwa odpowiedz, ale nie wyjasnil, jak do niej doszedl. Chetni
moga spojrzeé¢ na szkic wspélczesnego rozwiagzania problemu (podanego miedzy
gwiazdkami). Daje to pewne wyobrazenie o wiedzy matematycznej Newtona

w 1687 roku.

ko ok Xk

Zalézmy, ze powierzchnie obrotowa uzyskujemy przez obrét wykresu funkcji
wypuklej i niemalejacej y = f(x), gdzie z € [0, R], f(0) =01 f(R)=H > 0.
Na wykresie funkcji f wybieramy dwa punkty, A i B, tak blisko siebie, ze
odcinek AB jest jego dobrym przyblizeniem. Podczas obrotu wokél osi Y
odcinek ten zakresla powierzchnie boczna stozka Scietego. Jesli czastki osrodka
uderzaja z pedem P w kierunku osi Y, to w punkcie A przekazany ped
w kierunku osi Y wynosi 2P - sin?(xCAx) = 2P - cos?(xACx). Zatem efektywny
op6r powierzchni bocznej stozka $cietego o tworzacej AB jest (w przyblizeniu)
réwny 2P - 27 - 2 - d - cos? (X ACz). Poniewaz kat a(z) := xACz tworzy styczna
do wykresu funkcji f w punkcie A — a jak pamietamy, f’(z) = tg(a(z)) — wiec po
1

. . 4. 2 _ 1 . 2 _
skorzystaniu z zaleznosci cos® o = 5= TigZa Ofrzymujemy cos a(z) = e TR

Dzielac teraz wykres funkcji na malte odcinki, sumujac opory na wszystkich
pierécieniach, otrzymujemy catkowity opér stawiany przez powierzchnie
otrzymana z obrotu wykresu funkcji f wokot osi Y jako

R R
0 0

Problem sprowadza si¢ wiec do znalezienia funkcji f, dla ktérej catka
R

f H[ffw dz przyjmuje warto$¢ najmniejsza przy dodatkowym warunku,

0

ze f(R) — f(0) = H. Uproscimy to sformulowanie, wprowadzajac oznaczenie
R R

u(z) := f'(z). Poniewaz [udz = [ f'(z)dz = f(R) — f(0) = H, wigc teraz
0 0

problem ma postaé:

R
Problem (N). Wyznaczy¢ funkcje u(z), dla ktorej calka [ Tz dz przyjmuje
0
R
warto$¢ najmniejszq przy warunku [u(z)dzr = H.
0
Uproscimy Problem (N), zastepujac go problemem bez ograniczeri: sposrod
wszystkich nieujemnych funkeji u(z) wyznaczy¢ taka, dla ktérej catka

f(l—s-% + qu) dz ma warto$é najmniejsza, gdzie liczba g > 0 jest jeszcze
0

nieokreslonym (dokladnie) parametrem. Zrobimy to tak, ze dla kazdego =
znajdziemy minimum funkcji L(u) = 1755 + qu. Oznaczymy przez u(z) wartosé
minimum tej funkcji, a potem znajdziemy funkcje f spelniajaca f'(z) = u(x) dla
wszystkich x € [0, R].

Minimum funkcji L(u) w przedziale [0, 00) znajdziemy za pomoca pochodnej
L'(u) = 7(1_%”7“’;)2 + q. Poniewaz L(u) — +o00, gdy u — +00, wigc funkcja L ma
minimum albo w punkcie u, gdzie L'(u) = 0, albo na poczatku przedziatu, tj.

dla v = 0. Jesli minimum funkcji L jest osiagane w punkcie u # 0, to spelnione

sa warunki, L' = 0 i L(u) < L(0), ktére daja 4 = (1+2+)2 i ﬁ + 4u < 1. Stad

. 2 . .
otrzymujemy ﬁ + (1_%#)2 < 1, a po dalszych uproszczeniach u? > 1, wiec u > 1.
Oznacza to, ze dla dowolnego x wartos¢ u moze by¢ wyznaczona z rownania

1
(%) x:g<3+2u+>, gdzie u > 1.
u

Poniewaz funkcja po prawej stronie jest rosnaca ze wzgledu na zmienna u, wiec
jej minimum znajduje si¢ w punkcie u = 1 i wartosé¢ ta jest réwna 2q. Oznacza to,
ze réwnanie ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy punktami
x € [2¢q,00) i u € [1,00). Dla kazdego x > 2¢ minimum funkeji L(u) jest osiagane
przy u > 1, dla kazdego x € [0,2¢) minimum jest osiagane w punkcie u = 0,
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y = f(z)

(H, R)

45° X

0

Rys. 6. Wykres funkcji y = f(z) na
przedziale [2g, c0) jest styczny w punkcie

2q

x = 2q do prostej y =z — 2¢q

2,0

1,0

0,5

0,0

Rys. 7. Wykresy funkcji y = f(z) dla
R =11 H przyjmujacego wartosci 2, 1, %,
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O problemie brachistochrony pisaliSmy

7
w AL

ﬁ Zadania

Rozwigzania na str. |24

natomiast dla x = 2¢ funkcja L(u) osiaga minimum w dwdch punktach: v = 0
oraz u = 1. Poniewaz u(z) = f'(x), a przy tym f(0) = 0, wiec optymalna postaé
funkcji f jest nastepujaca: f(z) =0 dla x € [0,2q], a w przedziale [2q, R] jej
pochodna jest pierwiastkiem réwnania L'(u) = 0 wiekszym od 1.

Pozostaje znalezé u z réwnania L’'(u) = 0. Niestety nie potrafimy tego zrobi¢
bezposrednio. Traktujmy wiec od teraz u jako parametr (z przedzialu [1,00)), za
pomoca ktérego wyrazimy obie wspélrzedne punktu (z(u), y(u)) na wykresie f;
wzOr na funkcje z(u) mamy juz w réwnaniu (). Ponadto postulujemy

f'(z(u)) = u, wiec ze wzoru na pochodna zlozenia:

V) = (@) = 7o) ') = -o'() = & (300 420 1),

Calkujac obie strony, wyznaczamy y(u) = %(% +u? —Inu + C), a warunek
y(u = 1) = 0 wyznacza nam stala: C = —Z. Ostatecznie znalezliSmy réwnania
opisujace wykres funkcji y = f(x) bedacej rozwiazaniem postawionego problemu:

f(z) =0dla z € [0,2¢], a w przedziale [2q, R],

{m =2(ud+2u+ 1),

y=2Gu'+v? —lnu—1), u>1,

2\4

gdzie ¢ znajdujemy z warunku f(R) = H (rys. 6).
S

Rozwigzanie problemu aerodynamicznego podane przez Newtona zaskakuje
nawet dzisiaj. Powierzchnia, ktéra w ruchu postgpowym stawia najmniejszy
opér, musi mieé ,ptaski czubek”! Wielko$¢ splaszczenia zalezy od warto$ci H
i R, co ilustruje rysunek 7.

Rozwiazanie Newtona przeszlo bez echa. Swiat nauki zachwycil sie problemem
brachistochrony postawionym przez Johanna Bernoulliego (a wiec narodzinami
rachunku wariacyjnego, 1696), a potem metoda mnoznikéw Lagrange’a

i wspanialymi osiagnigciami Eulera. Tymczasem Isaac Newton, bez rozglosu,
na kilku stronach Principiow (1687) wyprzedzil swoja epoke o 300 lat.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1151. W Wielkim Zderzaczu Hadronéw (LHC) protony rozpedzane sa do
energii £ = 6,5 TeV = 6,5 - 10'2 eV, a ich tor zakrzywiany jest wéwczas przez
jednorodne pole magnetyczne o indukcji 7,7 T wytwarzane przez magnesy
nadprzewodzace. Ile wynosi promien R krzywizny toru protonéw w LHC? Pole
magnetyczne jest prostopadle do predkosci protonéw. Jako predkoséé swiatta
przyjmij ¢ = 3 - 108 m/s.

F 1152. Wkroétce po utworzeniu neutralny mezon rozpad? sie na dwa fotony:

w kierunku uprzedniego lotu mezonu powstat foton o energii F; = 202,5 MeV,
a w kierunku wstecznym — o energii Fy = 22,5 MeV. Jaka byla masa spoczynkowa
mg mezonu? Z jaka predkoscia poruszal si¢ mezon?

Przygotowat Dominik BUREK

M 1864. Dla jakich liczb catkowitych dodatnich n mozna wybraé cztery rézne
liczby a, b, ¢, d ze zbioru {n,n + 1,...,n?} tak, aby ab = cd?
M 1865. Dany jest tréjkat réoznoboczny, ktérego dtugosci bokéw sa liczbami
catkowitymi dodatnimi a, b, c. Udowodnié¢, ze co najmniej jedna z liczb

ab+1, bc+1, ca+1
nie jest kwadratem liczby catkowite;j.
M 1866. Na kwadratowej planszy 11 x 11 zaznaczono wszystkie 144 wierzchotki
poél. Nastepnie zaznaczone punkty pokolorowano na pieé¢ koloréow. Jakie
jest najwieksze mozliwe do uzyskania minimum odleglo$ci miedzy dwoma
jednokolorowymi punktami?
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Informatyczny kacik olimpijski (139)

Spoéznienia
przy okraglym stole

W tym odcinku pochylimy si¢ nad zadaniem Spdénienia z zawodéw 11 stopnia
XX Olimpiady Informatycznej Junioréw.

Rozwazmy narade z udzialem N rycerzy siedzacych przy okraglym stole.
Kazdy rycerz wyglosi jedno przeméwienie w kolejnosci zajmowanych miejsc.
Pierwszy zacznie przemawiaé¢ pewien rycerz s, po nim glos zabierze rycerz s 4 1
i tak dalej (przy czym po rycerzu N bedzie przemawial rycerz 1), az kazdy
przemoéwi. Kazdy rycerz ¢ jest opisany przez dwa parametry: czas trwania jego
przeméwienia A; oraz moment przybycia na spotkanie B; (zakladamy, ze narada
zaczyna sie w chwili 0). Jesli nadejdzie kolej rycerza, ktérego nie ma jeszcze
przy stole, wszyscy musza czekaé na jego pojawienie sie. Naszym zadaniem jest

Pelng tre$é¢ zadania (z przyktadami)
mozna znalezé na stronie oij.edu.pl/
01j20/etap2/zadania/spo/spozad.pdf.

Na przekér cyklom

obliczenie czasu trwania takiego spotkania dla kazdej mozliwej wartosci s.

Pierwszym krokiem rozwiazania jest eliminacja problematycznego zawijania
indekséw na okregu. Problem ten mozemy rozwiazaé poprzez polaczenie
ciagu wejsciowego z jego kopia. Mozemy wiec stworzy¢ nowe rozszerzone ciagi
o dlugosci 2N, gdzie zachodza nastepujace warunki dla k € [N + 1,2N]:

Ak = Ak—N oraz Bk = Bk—N-

Dzieki temu kazde pelne okrazenie stolu rozpoczynajace sie od rycerza s mozna
traktowaé jako spéjny podciag o stalej dlugoéci NV w tych rozszerzonych ciagach.

Najwiekszy sp6zniony

Przeanalizujmy sytuacje, w ktérej obrady rozpoczyna
konkretny rycerz s. Moment zakonczenia calego
spotkania zalezy przede wszystkim od rycerza, na
ktorego przemowienie bedziemy musieli czekaé ostatni
raz. Dla dowolnego rycerza j wyznaczmy wiec czas,
w ktérym narada dobieglaby konca, gdyby to wlasnie
on byl tym waskim gardlem systemu. Czas ten
stanowi po prostu suma momentu jego przybycia B;
oraz tacznego czasu przeméwien jego i wszystkich
pozostalych rycerzy przemawiajacych po nim. Mozemy
to zapisa¢ nastepujaco:

s+N—1

Cj:BjJr Z Ap.
k=j

Prawdziwy calkowity czas narady W, oczywiscie

jest wyznaczany przez te osobe, ktéra wymusza

najpdzniejszy termin jej zakonczenia. Szukamy zatem

wartosci maksymalnej sposréd wszystkich uczestnikéw:
W, =

max Cj.
s<j<s+N

Sumy prefiksowe

Aby zoptymalizowaé sumowanie czaséw wystapien Ay,
mozemy wprowadzié¢ ciag sum prefiksowych P, ktorego
elementy definiuje sie nastepujaco:

h
k=1

Dzigki temu sume czaséw na dowolnym przedziale
od indeksu j do konicowego indeksu s + N — 1
mozemy obliczy¢ w czasie stalym, wyznaczajac
réznice Psyn—1 — Pj_1. Podstawiajac te zaleznoé¢ do
wczedniejszego rownania, otrzymujemy nowg postac
czasu narady determinowana przez uczestnika j:

Cj = Bj + Poyn_1 — Pj71~

13

Ostateczny wzér na catkowity czas trwania narady Wi
przy starcie od rycerza s przyjmuje wtedy nastepujaca
forme:

WS = max (B] - Pj—l) + P5+N—1-

s<j<s+N
Optymalizacja w oknie

Sktadnik Psin_1 pozostaje staly dla wybranego
rycerza startowego s. Glownym wyzwaniem jest zatem
sprawne odnajdowanie warto$ci maksymalnej wyrazenia
B; — P;_1 w oknie o stalej szerokosci V.

Jesli zdefiniujemy nowa zmienng V; = B; — Pj_1, zadanie
sprowadza si¢ do klasycznego problemu znajdowania
ekstremum (w tym przypadku maksimum) w oknie.

Do tego celu mozemy skorzystaé ze struktury kolejki
monotonicznej, ktéra przechowuje w dwustronne;j
kolejce (deque) indeksy elementéw w taki sposob,
aby na jej poczatku zawsze znajdowal sie kandydat
na aktualne maksimum. Podczas przesuwania okna
w prawo i dodawania nowej wartosci V; usuwamy
z konca kolejki wszystkie indeksy, ktorych wartosci
sa mniejsze od nowo przybylej (mniejsze wartosei
nigdy nie stang si¢ maksimum, skoro nowa i wigksza
wartosé bedzie obecna w oknie dluzej). Nastepnie
sprawdzamy, czy element na poczatku kolejki nie
wyszedl juz poza zakres okna ze wzgledu na swdj indeks
i w razie potrzeby go usuwamy. Dzigki tej strategii
aktualne maksimum znajduje si¢ zawsze bezposrednio
na poczatku kolejki. Kazdy element jest dodawany
i usuwany z kolejki co najwyzej raz.
Ostatecznie zatem jesteSmy w stanie obliczy¢ wszystkie
wartosci Wy dla 1 < s < N w zlozonosci czasowej
(i pamieciowej) O(N).

Bartosz KOSTKA
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Cztowiek o Al (9) Czy Al gra w geometrie?
* Politechnika Lédzka Mateusz KRUKOWSK]*

Cykl Czlowiek o Al zainaugurowany w Asg, to $wietna okazja do szerszej
dyskusji na tematy, ktérymi od dluzszego czasu mecze nie tylko swoich
znajomych, ale i studentéw analizy danych oraz uczenia maszynowego na
Politechnice Lodzkiej, gdzie pracuje. Wielowymiarowosé (pun definitely intended)
zagadnien zwigzanych ze sztuczna inteligencja sprawila, ze dluzszy moment
wahatem sie¢ co do warunkéw poczatkowych ponizszego strumienia §wiadomosci,
przelanego na papie. .. znaczy sie do LaTeXowego pliku, rzecz jasna. Ostatecznie
zauwazytem, ze to tekst profesora Marcinkowskiego pt. Osiem krotkich uvwag

z pamietnika najdluzej rezonowal w neuronach mojego mézgu, i to on (tj. tekst,
nie mézg) powinien stanowi¢ punkt wyjscia moich dalszych spekulacji.

Szachowa polemika

W ,uwagach z pamietnika” profesor Marcinkowski slusznie zauwaza, ze nie

ma na Swiecie nikogo, kto wygralby w szachy ze swoim telefonem. Zdanie

to podzielaja wszyscy arcymistrzowie gry krolewskiej, na czele z GOAT-em
Magnusem Carlsenem, ktéry otwarcie mowi o dominacji krzemowych graczy,
chociazby w podcascie Joe Rogan Experience (odc. 2275). Co do wyniku meczu
czlowiek-maszyna wszyscy sg zgodni, ale profesor Marcinkowski idzie o krok
dalej, przekonujac, ze telefon nie rozumie pozycji figur na szachownicy, on
jedynie ,liczy warianty”. Nie jestem pewien, jak Autor ,uwag z pamietnika”
rozumie ,rozumienie”, ale z kontekstu wnioskuje, ze chodzi o pewnego rodzaju

Z intuicje, ktéra nie sprowadza sie do mechanicznego rachunku mozliwych
& posunieé. Jak sie okazuje, tak pojmowana sztuczna intuicja jest fundamentalna
‘ﬂ\/ sktadowa najlepszych silnikéw szachowych i to dzigki niej telefony rozumieja

)\ _ szachy lepiej niz my.

Jesli rozwazyé szachowa pozycje ,zero”, to zaden wspodlczesny (a najpewniej

4 ﬁ'”,!,l/""’!u i zaden przyszly) komputer nie jest w stanie przeanalizowa¢ wszystkich
W G ,Jg'a /'Lfﬁi mozliwych wariantéw rozgrywki. Owszem, silniki takie jak Stockfish rachuj
”’47. Q

szybciej i glebiej niz najlepsi arcymistrzowie, ale nawet one nie sa w stanie
dotrze¢ do konca gry krélow. Widza kilkanascie lub kilkadziesigt ruchéw do
przodu, ale drzewo potencjalnych partii jest monstrualnych rozmiaréw kolosem,
ktorego nie sposob zobaczy¢ w calej okazalosci. Oznacza to, ze komputer gdzies
musi powiedzie¢ ,STOP” (inaczej nie skoniczylby liczyé¢ do $mierci termicznej
Wszechs$wiata) i podjaé sie wyzwania oceny pozycji, na ktérej sie zatrzymal. Nie
wie, ,,co bedzie dalej”, ale skoro ma oceni¢ ustawienie figur na szachownicy, to
musi uzy¢ swojej. .. intuicji(?).

Jeszcze w latach 90. komputer Deep Blue w legendarnym meczu z Garrym
Kasparowem (innym pretendentem do miana szachowej ,kozy”) do ewaluacji
uzywal heurystyk postaci ,,—0,1 punktu za zdwojone piony” lub ,+0,2 punktu
za zroszowanego kroéla”. Kolejne dekady pokazaly, ze nie jest to podejscie
optymalne, a ludzkie heurystyki stopniowo odeszly do lamusa. Obecnie
najmocniejsze silniki, jak Stockfish, Leela Chess Zero czy Komodo Dragon,
oceniajg pozycje szachowe przy uzyciu sieci neuronowych. Sieci te przechodzg
dlugotrwaly proces treningowy (tak samo jak arcymistrzowie), w trakcie ktérego
rozgrywaja miliardy partii i ucza sie na wlasnych btedach. Docelowo strategia
ta okazuje sie na tyle skuteczna, ze zadna ludzka intuicja zapisana weglem

w aksonach nie jest w stanie konkurowaé z intuicja sztuczna, zapisana krzemem
w naszych komputerach.

Metoda Kartezjusza i powrét do antyku

Wréémy do artykuhu profesora Marcinkowskiego. W jednej z uwag przeprowadza
on eksperyment myslowy, w ktorym Banach ze Steinhausem siedza

w zadymionej kawiarni Szkockiej i dyskutuja o problemach, ktére my znamy

z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej 2025. Profesor argumentuje

za wyzszoscia lwowskich geniuszy nad sztuczna inteligencja, ktorzy nie
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Zadanie 5 z finalu 77. OM: Dany jest
tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym

AB < AC. Okrag wpisany w ten tréjkat
jest styczny do bokéw BC,CA, AB,
odpowiednio, w punktach D, E, F. Punkty
X iY leza na prostej EF, przy czym
proste BX i CY sa prostopadle do
prostej BC. Punkt M jest srodkiem
odcinka BC. Prosta symetryczna do BX
wzgledem M X przecina prosta
symetrycznag do CY wzgledem MY

w punkcie Z. Wykazaé, ze proste ZD

i BC sa prostopadte.

Wigcej o grze Nim mozna poczytaé

w samej Delcie (ATO, A?B)7 ale takze
w oryginalnym artykule Boutona —

w tomie 3 (1901-1902) Annals of
Mathematics, dostegpnym pod adresem
www.jstor.org/stable/1967631.

Goraco zachgcam do lektury caltego
artykulu ,Impartial Games: A Challenge
for Reinforcement Learning” autorstwa
Bei Zhou oraz Sorena Riisa.

potrzebowaliby setek zadan testowych, by na serwetkach spisaé rozwigzania
probleméw olimpijskich. Autor przyznaje jednak wyjatkowy status geometrii,

z ktora Al powinna sobie poradzi¢ nawet bez takowego treningu. ,Bo geometria
jest z nami od bardzo dawna” pisze Autor, a ja mam nieodparte wrazenie, ze nie
o sam wiek tej galezi matematyki chodzi.

Gdy po raz pierwszy ustyszalem o srebrnym medalu olimpijskim dla
AlphaGeometry, bylem przekonany, ze sztuczna inteligencja podaza droga
przetarta jeszcze w XVII wieku przez jednego z ojcéw nowozytnej nauki.
Mowa, rzecz jasna, o Kartezjuszu, ktory blisko 400 lat temu rozpoczat

proces algebraizacji geometrii. Do dzi§ pomyst ,;wpisze wszystko w uktad
wspolrzednych i rozwiaze kilka rownan” przynosi zaskakujaco dobre rezultaty.
Przykladem stuzy zadanie 5 z finalu tegorocznej, 77. Olimpiady Matematycznej
(zob. margines), gdzie ,wystarcza” przyjaé¢ srodek O okregu (bez straty
ogoblnosci o promieniu 1) za poczatek ukladu wspélrzednych, przy czym o

OX najwygodniej ustawi¢ réwnolegle do boku BC. W takim ukladzie mamy
A= (za,ya), B=(zp,-1), C = (z¢,—1), D= (0,—1) oraz M = (ztrc 1)
i cale zadanie sprowadza sie do zmudnych i nudnych rachunkéw, wyznaczajacych
proste przechodzace przez dwa punkty, proste do nich prostopadle, ich punkty
przeciecia itd.

Do$é niespodziewanie (przynajmniej dla mnie) AlphaGeometry nie uzywa jednak
uniwersalnej metody Kartezjusza, a zamiast tego korzysta z klasycznych technik
i narzedzi, znanych jeszcze Talesowi czy Pitagorasowi. Studiujac publikacje
analitykéw z Google DeepMind, odnosze wrazenie, ze ich sztuczna inteligencja
traktuje geometrie podobnie jak szachy, warcaby czy starochinsks gre Go. Kazdy
krok dowodu to kolejny ruch, ale zamiast przesuwaé figury po szachownicy,

AT wpisuje okregi w tréjkaty, dorysowuje proste réwnolegle i rachuje miary
katéw. Praprzyczyna sukcesu tego podejscia wydaje sie stosunkowo latwa
»aksjomatyzowalnos¢” geometrii, ktéra zauwazyl juz Euklides w ,,Elementach”,
a uscidlit David Hilbert pod koniec XIX w. Al zwyczajnie potrafi gra¢ w gry
(takze w geometrig) o jasno zdefiniowanych regulach.

Ostatni bastion ludzkosci

Sukcesy sztucznej inteligencji w rozwiazywaniu probleméw olimpijskich
moglyby sugerowaé, ze juz niebawem bedziemy $wiadkami narodzin... ekhm. ..
konstrukeji najlepszego matematyka w historii. Odnosze jednak wrazenie, i tu
chyba zgadzamy sie z profesorem Marcinkowskim, ze wciaz nie pokonaliSmy
gtéwnych przeszkdéd na drodze do krzemowego uczonego, dla ktorego dotychczas
zgromadzona ludzka wiedza o matematyce bedzie jawié¢ si¢ niczym szkolna
tabliczka mnozenia. Wspomniane przeszkody siegaja jeszcze poczatkow XX
wieku, gdy okazalo si¢ (m.in. za sprawa hipotezy continuum czy twierdzenia
Godla), ze jednolita aksjomatyzacja calej matematyki jest nieosiagalna.

O ile zatem Al potrafi gra¢ w geometrie, to gra w matematyke jest znacznie
trudniejsza, gdyz nikt nie jest w stanie spisaé jej wszystkich regut. Co wiecej,
sami matematycy od dekad kldca sie o reguly juz spisane, czego najzywszym
przykladem jest podwazana zasadnos¢ przyjmowania aksjomatu wyboru.

Kolejny (i moze powazniejszy) problem latwo zilustrowaé na przykladzie gry
Nim, w ktorej dwdch graczy naprzemiennie zabiera kamienie z ustalonej liczby
stoséw. W trakcie swojej rundy gracz wybiera pojedynczy stos, a nastepnie
zabiera z niego dowolnie wybrana przez siebie liczbe kamieni (wlacznie

z zabraniem calego stosu). Zwyciezca zostaje ten, kto zbierze ostatni kamien

w grze (tzn. jego przeciwnik nie bedzie mial juz mozliwosci ruchu). Jak
wykazuja niedawne badania opublikowane na tamach ,Machine Learning”, nawet
modele wzorowane na algorytmach ze stajni Google DeepMind nie moga réwnacé
sie z najlepszymi graczami ludzkimi w Nim. Przewaga cztowieka to bowiem
efekt pracy Charlesa L. Boutona, ktéry ponad 120 lat temu opracowal strategie
wygrywajaca, oparta na xor-sumie liczby kamieni na poszczegdlnych stosach.
Mimo calej swej sztucznej inteligencji i syntetycznej intuicji, krzemowi gracze
do tej pory nie sa w stanie odtworzy¢ pomystu Boutona. Wyabstrahowanie
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Rys. 1

Rys. 2

zlotej reguly rzadzacej Nim na ten moment lezy poza ich zasiegiem. Laczy sie
to zapewne z zalozeniem, ze w przeciwienstwie do szachéw czy Go Nim ma
nieskoniczenie wiele pozycji startowych, gdyz ani liczba stoséw, ani kamieni

nie jest z gory ustalona. Stoséw moze by¢ tysiac, milion, miliard i tak ad
infinitum. .. Matematycy od czaséw paradokséw Zenona z Elei zmagaja

sie z konceptem nieskonczonodci i zdazyli nabra¢ juz pewnej wprawy w tej
materii. Potrafia spojrze¢ na nieograniczona przestrzen stanéw Nim jako catosé,
wspiaé si¢ na wyzszy poziom abstrakcji i wydestylowac strategie wygrywajaca.
Komputery jeszcze do tego nie dojrzaty. Chcac przerachowaé kazdy mozliwy
stan po kolei, utykaja niczym strzala Zenona, ktora nigdy nie siega tarczy.

Prowadzi to wszystko do dos¢ optymistycznego wniosku, ze péki co my, ludzie,
jestedmy w stanie spojrzec ,,glebiej” niz nasi krzemowi rywale. Owszem, liczymy
wolniej i gorzej, i w silnie zaksjomatyzowanych systemach komputery bija nas na
glowe. Niemniej, jesli chodzi o wyjécie poza utarte schematy i reguly, czlowiek
nadal potrafi wies¢ prym nad maszyna. Pytanie tylko: jak dlugo?

- amt
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Trojkaty w kratke
tukasz RAJKOWSKI

Zastandéwmy sie, jakie tréjkaty mozemy narysowaé na kartce w kratke tak,

by ich wierzchotki znajdowaly sie w punktach kratowych? Interesuja nas tu ich
ksztalty, a zatem pytanie zadajemy z doktadnoscia do podobienstwa tréjkatow
(np. nie odrézniamy tréjkata réwnobocznego o boku 1 od tego o boku /2).

Trojkat prostokatny réwnoramienny — wiadomo, . Ale czy kazdy trojkat
prostokatny? Gdyby dwa jego boki mialy by¢ rownolegte do linii kraty, to
oczywiscie mamy tu pewne ograniczenie: dlugosci jego przyprostokatnych
(wyrazone w wielokrotnosciach krawedzi kraty) beda catkowite, wigc tangensy
jego katéw musza by¢ liczbami wymiernymi. Jednak kratowy tréjkat
prostokatny nie musi mie¢ krawedzi réwnoleglych do linii kraty. ..

Wymierne tangensy — dobry trop! Jesli katy «,  majg wymierne tangensy, to na
mocy wzoru
tga+tg B
t =2 S
gla+5) 1+tgatgp
kat o + 8 réwniez ma wymierny tangens. To samo dotyczy kata o — 3.

To juz zalatwia sprawe w pelnej ogélnoéci. Dowolny kat tréjkata kratowego
mozemy wyrazi¢ jako sume lub réznice katéw prostokgtnych trojkatow
kratowych o przyprostokatnych réwnolegltych do linii siatki (rys. 1). Oznacza
to, ze wszystkie katy tréjkata kratowego musza mie¢ wymierne tangensy.
Dziala to réwniez w druga strone: jesli dwa katy ostre pewnego trojkata maja
tangensy réwne § oraz 3, gdzie a, b, ¢, d sg liczbami naturalnymi, to trojkat ten
mozna (z dokladnoscia do podobieristwa) otrzymadé, sklejajac dwa kratowe
tréjkaty prostokatne: jeden o przyprostokatnych dlugoéci ac i be, za$ drugi

o przyprostokatnych ac i ad.

Nasza obserwacja ma fatalne konsekwencje natury estetycznej. Tangens kata 60°
jest réwny v/3. Nie jest to liczba wymierna, zatem na papierze w kratke nie
znajdziemy niestety tréjkata réwnobocznego. Na pocieszenie dodajmy, ze

na kartce standardowego zeszytu w kratke formatu A5 mozemy narysowaé
tréjkat kratowy bedacy tréjkatem réwnoramiennym o podstawie dhugosci 15 cm
(czyli 30 kratek), réwnoleglej do dtuzszego boku zeszytu, oraz wysokosci 13 cm
(rys. 2). Odchylenie katéw tego tréjkata od 60° nie przekracza 0,04°. Lepiej na
kartce A5 sig¢ nie da, ale oszustwo i tak jest raczej nie do wychwycenia przez
ludzkie oko. Co ciekawe, na kartce w kratke formatu A4 tez nie da sie lepiej, ale
da si¢ niebanalnie inaczej, tak by zaden z bokéw nie byt réwnolegly do krawedzi
kartki. Jak? Polecamy zastanowi¢ si¢ samemu!
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Daj mi jedno stowo...
Michat MISKIEWICZ

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW

Opisane tu wydarzenia nie mialy miejsca w rzeczywistosci. Ale mogty,
niewiele brakowalo.

Duza czesé wakacji spedzam z rodzina w Jantarze

koto Stegny. Chcac nie chcac, oprécz urokéw

morza chlone tam disco polo dobiegajace z budek

z zakreconymi frytkami, smazalni oraz melekséw —
zwlaszcza te ostatnie trudno zignorowaé, bo mijaniu
jadacego meleksa towarzyszy charakterystyczny efekt
yzdlawienia” muzyki. Hitem lata 2025 byto Daj mi jedno
stowo. Jest to taneczny utwoér o tematyce romantycznej,
ktérego emocjonalny charakter podkresla modulacja —
ostatnie powtoérzenie refrenu jest Spiewane o p6t tonu
wyzej niz wszystkie poprzednie. Po pewnym czasie
znalem juz te piosenke na pamiec.

Wigkszoé¢é utworu jest w tonacji h-moll, ale ostatni refren w c-moll,
czyli pél tonu wyzej

Pewnego razu zamyslony siedzialem na taweczce przy
ulicy Morskiej, a przejezdzajacy meleks grat to, co
zawsze. Dopiero gdy przejechal, a piosenka dobiegla
konca, zauwazytem, ze tym razem wcale nie ustyszalem
modulacji — kazdy refren byl na tej samej wysokosci.
Chwile trwato, zanim do mnie dotarto, czego wtasnie
bylem swiadkiem.

Efekt Dopplera! To wlasnie on powoduje, ze dZzwiek
wydaje sie wyzszy, gdy jego zrédlo sie do nas zbliza,

a nizszy, gdy sie oddala. W mieécie najczesciej ten efekt
zauwazamy, gdy mija nas karetka na sygnale, ale gltosne
meleksy nad morzem podlegaja tej samej prawidtowosci.
Jedli stoimy w pewnej odleglosci od trasy pojazdu,

to zmiana czestotliwodci jest dos¢ ptynna, i stad
wspomniany efekt ,dlawienia” muzyki, ale przy mijaniu
z bliska zmiana jest skokowa. W przytoczonej wyzej
historii meleks najwidoczniej mijat mnie dokltadnie

w momencie modulacji, a efekt Dopplera obnizyt
styszane przeze mnie dzwigki doktadnie o pét tonu, tak
ze nie odnotowalem zadnej zmiany w melodii. Powstaje
naturalne pytanie:

7 jakq predkosciq jechal meleks?

Zeby odpowiedzieé, siegnijmy po odpowiednie formuty.
Przyjmijmy, Zze meleks oddala sie z predkoscia v

i emituje dZzwiek o okresie T'. Jesli w punkcie A wlasnie
wysyla czolo fali, to nastepne czolo wyéle w punkcie B
oddalonym o d =T - v. Zanim to czoto dotrze do
punktu A, minie czas AT = % =T, gdzie c to
predkosé dzwigku. To jest wlasnie szukana wartosé
opo6znienia — styszany przeze mnie dzwigk bedzie mial
okres T+ AT, a wiec czestotliwosé f_ = ﬁ = %U/C,

ktoéra jest mniejsza od wyjsciowej czestotliwosci f = %
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Stoi Oddala sie

% (C (Y % © . (-

A A<, B
W przypadku zblizania sie jest podobnie, ale AT
ma przeciwny znak, i w rezultacie styszany dzwigk
ma czestotliwo$é f, = 1%/6, wieksza od wyjsciowe;j.
Ostatecznie wiec réznica w odbiorze przed i po minieciu
meleksa wyraza si¢ przez iloraz ;—j = 1#v/e Ma on

odpowiadaé jednemu poéttonowi. . .

1—v/c
czyli czemu?

Ile to jest polton? Dzwieki odlegte o oktawe maja
czestotliwodcei bedace w stosunku 1 : 2, np. C' odpowiada
65,4 Hz, za$ ¢ to 130,8 Hz. W stroju réwnomiernie
temperowanym oktawe dzielimy na 12 réwnych
pottonéw — réwnych w tym sensie, ze czestotliwosci
dwoch kolejnych dzwiekéw sg zawsze w tym samym
stosunku. Oznacza to, ze do rozwiazania mamy

réwnanie (fy/f_)'2 =2, czyli fi/f_ = 2Y/12,

— 8-1
AN
przy oznaczeniu 3 := 21/12, Uff, sprawa rozwiazanal

Chwila rachunkéw prowadzi nas do wyniku %

Obliczenia na plazy to jednak nie tak tatwa sprawa.
Smartfon zostal w domu, bo i tak nie ma zasiegu, wiec
musiatem sobie poradzi¢ bez kalkulatora. Przyda sie
wiec gar$¢ przyblizen i mnemotechnik.

Po pierwsze, elementarz kazdego plazowicza uczy nas,
jak ocenié¢ dystans do nadciagajacej burzy. Mianowicie
kazde 3 sekundy miedzy blyskawica a gramotem
oznaczaja okoto 1 kilometra odlegltosci. To oznacza,

ze predkoéé dzwigku to mniej wigcej ¢ ~ % = 1200 kTm
(przyjeliémy tu, ze czas dotarcia §wiatla od pioruna do

nas jest zaniedbywalnie krétki).

Skoro znamy ¢, to pozostaje wyznaczy¢ v/c, a to juz
tylko obliczenia. Pétton to niewiele, a wiec 5 ~ 1

i mozemy przyjac¢ £ ~ (8 — 1). Dokladniejsze
oszacowanie da nam wzér e ~ 1 + z, trzeba tylko
przypomnieé sobie, ze 2 = ™2, W ten spos6b
dostajemy g = /12 = 1 4 % i w rezultacie

v o1, In(2)

c ™2 12

Tylko ile to jest In(2)? Wzér In(x) ~ = — 1 jest uzyteczny
jedynie dla z =~ 1, a x = 2 to juz jednak dos¢ daleko.
Dlatego postuzymy sie sztuczka:

4/3

In(2) = In (Tjd) =1In(4/3) —In(2/3) ~ 1 — (-1) = 2.
Po tych wszystkich zabiegach otrzymujemy ostateczny
wynik, od ktérego tak wiele zalezy:

1 2/3
VR % -1200km/h ~ 33km/h.

Meleksy maja ograniczenie predkosci do 25 kTm (powyzej
wymagana jest rejestracja). C6z, ten widocznie sie
rozpedzil, zjezdzajac z gorki!



ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Jeden kolajder, by wszystkimi rzadzié

Choé¢ Wielki Zderzacz Hadronow nie jest juz mlody,
to wciaz daleko mu do emerytury. Przyjdzie jednak
dzien, w ktérym LHC zawiesi przystowiowe buty na
kotku i odda miejsce mtodszemu kolajderowi. Wiemy
juz, ze nastapi to okoto 2041 roku — przynajmniej
wedlug obecnych planéw. Kto jednak bedzie nastepca
LHC? Nad tym zarzadzajacy CERN-em glowia si¢ juz
teraz, bo od ich decyzji zalezy kierunek rozwoju fizyki
wysokich energii na kolejne dekady.

W niniejszym artykule sprébujemy dokonaé przegladu
gléwnych propozycji. By jednak sie z tym zmierzy¢,
trzeba zacza¢ od fundamentéw.

Co wlasciwie chcemy badacé?

Dzisiejszy obraz fizyki czastek — a zwlaszcza fizyki
najwyzszych energii — ksztaltowany jest przez jedno
odkrycie i jeden brak odkrycia. Tym pierwszym

jest bozon Higgsa, czyli czastka odpowiedzialna za
mechanizm nadawania mas pozostalym czastkom
Modelu Standardowego. Drugim jest natomiast

brak sladéw jeszcze ciezszych czastek — takich jak
supersymetryczni partnerzy czy dodatkowe bozony
Higgsa — ktorych mimo intensywnych poszukiwan nie
udalo si¢ odnalez¢ w LHC. Sklania to wielu fizykéw
do pytania, czy samo zwigkszanie energii zderzen
jest wystarczajaca droga do odkrycia nowej fizyki na
obecnym etapie badan.

Ten drugi fakt przyczynil sie do popularyzacji idei
precyzyjnych pomiaréw znanych juz obiektéw. Poza
tym, ze sa one celem samym w sobie — w koncu
pozwalaja coraz doktadniej badaé prawa natury —
zachowuja réwniez czulosé na fizyke wykraczajaca poza
Model Standardowy. Co wiecej, im wieksza precyzja
pomiaru, tym wigksza szansa na dostrzezenie subtelnych
odstepstw od jego przewidywan.

A co miatoby by¢ gléwnym obiektem takich badan?
Oczywiscie wspomniany juz bozon Higgsa. Mimo

ze odkryto go juz pietnascie lat temu, wciaz wiemy

o nim zaskakujaco niewiele. Znamy jego mase oraz

site sprzezen do najciezszych fermionéw i bozondw,

ale nadal nie zmierzono jego naturalnej szerokosci
rozpadu, a ksztalt jego potencjalu — odpowiedzialnego
za mechanizm lamania symetrii elektrostabej — pozostaje
w duzej mierze nieznany.

Perspektywa ta wydaje si¢ na tyle obiecujaca, ze
$rodowisko fizyki wysokich energii zdecydowalo, iz
kolejnym duzym projektem powinno by¢ zbudowanie
tzw. fabryki Higgséw — akceleratora dostarczajacego
mozliwie najwicksza liczbe wyjatkowo czystych zdarzen
z bozonem Higgsa.

Tasdma produkcyjna Higgséw

Produkcja bozonu Higgsa moze odbywac si¢ na dwa
sposoby — poprzez zderzenia par protondéw lub par
elektron-pozyton. Pierwsza metoda (uzywana obecnie
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w LHC) pozwala osiaga¢ wigksze energie, ale ma
rownoczesnie istotne ograniczenia. Z jednej strony, przy
zderzeniu protonéw oddzialuja ze soba tak naprawde
gluony i kwarki budujace protony, co nie pozwala nam
precyzyjnie kontrolowaé energii zderzenia. Z drugiej
strony tlo powstajace w czestych oddzialywaniach
silnych (gluonéw i kwarkéw) znacznie utrudnia analize
danych.

Dlatego zderzacz eTe™ wydaje sic obecnie najlepsza
opcja. Oddzialywania elektromagnetyczne sa duzo
czystsze niz oddzialywania silne, a kontrolujac energie
elektronu i pozytonu, mozemy dobraé ja w taki sposéb,
aby zmaksymalizowaé liczbe produkowanych bozonéw
Higgsa.

Optymalna energia dla produkcji bozonow Higgsa

w takim kolajderze wynosi z kolei okoto 240 GeV.

Przy tej energii otwiera si¢ kanat produkcji

ete™ — Z°H (rys. 1), ktéry zapewnia najwicksza liczbe
wyprodukowanych bozonéw Higgsa.

€

et

Rys. 1. Produkcja bozonu Higgsa w procesie Higgstrahlung,
zachodzacym przy energiach od okolo 240 GeV

Pozornie bardziej naturalny proces ete™ — H, dostepny pray

energii 125 GeV — odpowiadajacej masie bozonu Higgsa — jest nnlo
efektywny, poniewaz sila sprze¢zenia czastek z bozonem Higg
proporcjonalna do ich masy. Elektron, bedac okolto 300 tys.

1zejszy od kwarka t, sam z siebie produkuje znikomg liczbe¢ buzomm H.
Dlatego optymalna 1notu<h produkcji zaklada najpierw wytworzenie
wirtualnego bozonu Z°, ktéry nastepnie emituje bozon Higgsa (tzw.
Higgsstre 1hlung patrz rys. 1).

Produkcja bozonu Higgsa nie jest jednak jedynym
punktem na ,rozkladzie jazdy” planowanej maszyny
ete™. Wszak mozna przy okazji zbadaé réwniez inne
procesy elektrostabe, nawet jesli to bozon Higgsa wciaz
pozostaje gléwnym celem polowania. I tak, poza progiem
energii 240 GeV planowane sa rowniez inne: 91 GeV —
do produkecji bozonéw Z°; 160 GeV — do produkeji par
W+HW = oraz 340 GeV — do produkeji par kwarkéw ¢+~

Tak skonstruowany harmonogram (91 GeV — 160 GeV
— 240 GeV — 340 GeV) pozwolilby precyzyjnie zbadaé
wszystkie najciezsze czastki elementarne, o ktérych
wiemy obecnie zdecydowanie najmniej.

Propozycje na stole

W ten sposéb dochodzimy do bohateréw niniejszego
artykutu, czyli czterech najpowazniej rozwazanych
propozycji: ILC (International Linear Collider), CLIC
(Compact Linear Collider), CEPC (Circular Electron
Positron Collider) oraz FCC,, (Future Circular
Collider). Propozycji bylo oczywiscie wiecej, ale

z racji ograniczonego miejsca artykul ograniczy si¢ do
omowienia wspomnianej czwoérki.

Warto wspomnie¢ jeszcze o zderzaczu mionowym, ktéry jest jednak
raczej wykluczony jako projekt na lata 40. ze wzgledu na wcigz
niewystarczajacy rozwdéj technologii.



Pierwsze dwie propozycje — ILC i CLIC — to
akceleratory liniowe, w ktorych elektrony i pozytony
sa rozpedzane wzdluz linii prostych, zanim zderza sie
w centrum detektora.

Takie zderzacze oferuja mozliwos¢ spolaryzowania
wiazki, co pozwala na bardziej precyzyjne badania. Sa
réwniez tansza opcja, a jednocze$nie pozostaja tatwe
w rozbudowie — wystarczy przedluzyé istniejacy prosty
odcinek (podczas gdy akceleratory kolowe wymagaja

zbudowania nowego pierscienia praktycznie od podstaw).

7 drugiej strony sa ograniczone tym, ze moga posiadaé
tylko jeden punkt zderzenia, podczas gdy np. na LHC
znajduja sie obecnie cztery takie punkty otoczone
réoznymi detektorami.

ILC wykorzystuje nadprzewodzace wneki
radioczestotliwosciowe, natomiast CLIC bazuje na
normalnie przewodzacych strukturach przyspieszajacych
o bardzo wysokim gradiencie ( 100 MV /m), ktérych
zasilanie odbywa sie¢ za pomoca specjalnej wigzki
napedowej (drive beam). Choé ta druga technologia

pozwala osiaga¢ wieksze energie (nawet rzedu kilku TeV!),

to uznawana jest za mniej stabilng i dlatego to ILC jest
rozpatrywany jako bardziej prawdopodobna opcja.

Jednak na ten moment bardziej prawdopodobne jest
powstanie akceleratoréw kotowych.

Chiny czy Europa?

Dwie pozostale propozycje — europejski FCC i chiriski
CEPC - to synchrotrony, czyli zderzacze kolowe (tak
jak obecne LHC). Poniewaz jednak elektrony trudniej
rozpedzaé niz protony, rozmiar potencjalnego kolajdera
musiatby by¢ znacznie wigkszy, by osiagnaé zaktadane
energie. FCC planuje tunel o obwodzie 90 km, a CEPC
— nieco wiekszy, liczacy 100 km.

Dlaczego zderzacze elektronowe muszg by¢ tak duze? Przypomnijmy,
ze gléwnym ograniczeniem energii zderzaczy ete™ jest promieniowanie
synchrotronowe. Kazda naladowana czastka poruszajaca sie po
zakrzywionym torze emituje promieniowanie elektromagnetyczne,

. . 4
tracac przy tym energi¢ proporcjonalng do: P ~ ETh

m

Oznacza to, ze podwojenie energii zwigksza straty az 16-krotnie,
podczas gdy dwukrotne zwigkszenie promienia zmniejsza je jedynie
dwukrotnie.
Dla protonéw w LHC efekt ten jest praktycznie pomijalny, poniewaz
moc promieniowania jest odwrotnie proporcjonalna do czwartej potegi
masy czastki, a proton jest okoto 1836 razy ciezszy od elektronu.

Gléwnym ograniczeniem LHC jest natomiast zdolnosé magneséw do
zakrzywiania toru protonéw.

Pod wzgledem planowanych badan obie maszyny nie
réznig sie od siebie zbyt wiele; r6znia je natomiast
aspekty praktyczne. Chinskie plany zakladaty, ze CEPC
moglby powstaé za potowe kosztu FCC, a takze 10 lat
szybciej — w roku 2035, podczas gdy FCC mogloby
rozpoczal prace najwezesniej w 2045 roku.

Nie da sie ukry¢, ze taki scenariusz pogrzebalby szanse na
budowe wieckszego akceleratora w Genewie — zanim FCC
by powstato, CEPC zdazylby juz zakoriczyé zbieranie
danych. Przy takiej réznicy nie byloby wigkszego sensu
budowaé praktycznie takiej samej maszyny.

FCC ma jednak za soba bardzo korzystny rok. Z jednej
strony CERN wybral go jako swoja preferowana opcje,
a z drugiej CEPC wyraznie stracit impet. Chinski
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kolajder nie zostal wpisany do chinskiego planu
piecioletniego (2025-2030), co zasadniczo przekresla
optymistyczny scenariusz czasowy.

Na ten moment wydaje si¢ wiec, ze to FCC jest nieco
z przodu, cho¢ wciaz pozostaje wiele niewiadomych

— w tym znalezienie finansowania, na ktére srodki

z samego budzetu CERN-u nie wystarcza.

Geneva

Rys. 2. Pogladowe poréwnanie rozmiaréw LHC, FCC i ILC
Wielki, wiekszy, najwiekszy. ..

Na koniec warto wspomnieé¢, ze oba projekty nie
ograniczaja sie do najblizszej przysztosci. Choé obie
maszyny planowane sg jako zderzacze ete™, to nic nie
stoi na przeszkodzie, aby w wybudowanym tunelu pusci¢
inne wiazki — przede wszystkim protonéw. Odpowiednie
projekty nosza obecnie robocze nazwy FCClh;, oraz
SPPC (czyli Super Proton-Proton Collider).

Historia zna juz takie przypadki, a najbardziej

znanym przyktadem jest obecnie dziatajacy LHC. Jego
27-kilometrowy tunel byl wczesniej wykorzystywany
przez eksperyment LEP, w ktérym zderzano wtasnie
pary elektron-pozyton. Budowa nowego zderzacza
kotowego — FCC lub CEPC — mogtaby wiec przebiec
podobnie: rozpoczaé sie od zderzania elektronéw

i pozytonéw, a nastepnie przejs¢ do zderzania protondéw.

Oznaczaloby to oczywisdcie powrdt do wysokich energii —
jak juz zostalo wspomniane, zderzanie protonéw, cho¢
znacznie mniej precyzyjne, pozwala osiagaé wigksze
energie niz zderzanie par eTe”. W tym przypadku
mowa bylaby o energiach rzedu 100 TeV, czyli okoto
o$miokrotnie wigkszych od osiaganych obecnie w LHC.

Praca tych maszyn moglaby rozpoczaé sie dopiero
w latach 60. (SPPC) lub 70. (FCChy,).

Péki co mozemy by¢ jednak pewni, ze to nie koniec
historii. Opcji na stole jest wiele i niezaleznie od

tego, ktory z wielkich projektéw zostanie wybrany,
bedzie on dalej przesuwal granice naszego zrozumienia
fizyki czastek. A wciaz pozostaje w niej wiele do
Zrozumienia. . .

Wiktor MATYSZKIEWICZ
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Zadania z fizyki nr 822, 823

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

szeScianu?

H G

C B

" pomijalnie mate.
Rys. 1

822. Szescian porusza si¢ w przestrzeni. W pewnej chwili jego Sciana ABC'D
(rys. 1) jest pozioma, a predkosci punktéw A i B skierowane sa pionowo w dét
i maja wartosci v. Predkos¢ punktu C' w tej samej chwili ma wartosé 2v.

Jaka maksymalna predko$é moga mie¢ w tym samym momencie inne punkty

! 823. Do zrédla o sile elektromotorycznej U dolaczono szeregowo nienatadowany
kondensator o pojemnosci C' i cewke o indukcyjnosci L. W chwili gdy napiecie
na kondensatorze osiagneto wartos¢ U, do cewki dotaczono rownolegle jeszcze
7 J jeden kondensator o pojemnoéci C. Znalez¢ maksymalny tadunek na tym

v kondensatorze. Opér wewnetrzny zrodla oraz opory przewoddéw laczacych sa

Rozwiazania zadan z numeru 5/2026

Czoléwka ligi zadaniowej KIUb, M4F Przypominamy tre$é zadan: B
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan ’ -
812 (WT = 3,07), 813 (WT = 3,37) 818. Przekrdj szklanego pryzmatu jest prostokatnym tréjkatem
z numeru 2/2026 réwnoramiennym (rys. 2). Podstawa AC' i §cianka boczna BC
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3-38,16 sa gladkie, scianka boczna AB — matowa. Szklo, z ktérego wykonano
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-36,68 pryzmat, ma wspélczynnik zalamania n. Pryzmat stoi na gazecie. =~~~ ST==-=-=--=-=-=-=---
Krzysztof Zygan Lubin 34,85 Jaka czgs¢ powierzchni tekstu widzi obserwator, ktéry patrzy A c
Marian Lupiezowiec Gliwice 3-23,88 przez gladka Sciankg BC? Rys. 2
Pawel Kubit Krakéw 23,36 . . L . . L : . . .
Filip Wojaczek Rybnik 17.03 819. W naczyniu znajduje sig ciecz i jej para nasycona. W wyniku procesu izotermicznego
)

rozprezania objeto$¢ zajmowana przez pare wzrosta 8 = 3 razy, a ci$nienie pary zmalalo o = 2

razy. Znalezé stosune

masy cieczy do masy pary znajdujacych sie w naczyniu w chwili poczatkowej.

Objetosé zajmowang przez ciecz zaniedbad.

p

Rys. 4 v

818. Promienie wychodzace z gazety pod szklem biegna we
wszystkich kierunkach i przecinajac granice powietrze—szklo,
zatamuja sie. Do szkla wchodza tylko wewnatrz stozka o kacie
rozwarcia 2aq, gdzie ag jest katem catkowitego wewnetrznego
odbicia w szkle (rys. 3):

agp = arcsin(1/n).
Musimy rozwazy¢ dwa przypadki (pierwszy przedstawia rys. 3).

L. ag < 7/4, czyli n > /2

Wszystkie promienie z obszaru AD padaja na matowa krawedz
i obszar ten jest niewidoczny.

Stosujac do tréjkata ABD twierdzenie sinuséw, mamy:
AD AB

"~ osin(m/2 4+ ag)

sin(w/4 — ap)
Uwzgledniajac, ze

AB = AC/V?, AD = AC — DC,
otrzymujemy
k:%: 1+tgao _ 1+1/m.
AC 2 2

Aby jednak promienie padajace z obszaru DC na krawedz BC
przynajmniej cze$ciowo wychodzily na zewnatrz, najmniejszy
kat padania na krawedz BC musi by¢ mniejszy od kata
granicznego ap:

w/4 — ap < ao,

czyli
ag >7/8 = n<1/sin(7/8) =2,61.
Stad
1+ tg(m/8
= L)
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II. g > /4, czylin < V2

Do krawedzi BC' dotra promienie ze wszystkich punktéw
podstawy AC, a ich katy padania beda mniejsze niz /4, czyli
promienie wyjda na zewnatrz pryzmatu.

Podsumowujac:
dla n < v/2 obserwator widzi caly tekst,
dla v2 < n < 1/sin(n/8) = 2,61 widoczna jest czesé tekstu

k= 1+1/4/n2-1
=,

dla n > 2,61 tekstu nie wida¢ wcale.

819. W opisywanym procesie uklad ciecz—para o masie m¢ + myp
przechodzi w stalej temperaturze T' ze stanu poczatkowego 1 do
stanu konicowego 3 (rys. 4).

Oznaczajac ci$nienie pary nasyconej w tej temperaturze przez po,

a jej objetosé przez Vi, mamy:
mpRT

1) poVi = 42—,

Hp
gdzie pp jest masa molowg pary.

W stanie posrednim 2 cala ciecz wyparowala i w naczyniu
znajduje si¢ tylko para nasycona o cidnieniu pg i objetosci Va:
@) DoV = (me + mp)RT.

Hp
W stanie konicowym ciénienie tej samej masy pary nienasyconej
wynosi p3, a objetosé¢ Va:

me + mp)RT
(3) p3Vz = (me & mp) RT .
Hp
Z tresci zadania: o
p3 = —, V3 = BV1.
a
Z réwnan (2) i (3): v
Vo = V3ZL3 = —3
Po e

Dzielac (3) przez (1), otrzymujemy
Me+mp p3V3 _ B

myp poVa T al
Szukany stosunek masy cieczy do masy pary w stanie

poczatkowym wynosi
me B 1 1

mp o« 2



Zadania z matematyki nr 925, 926
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2026

925. Wewnatrz ustalonego czworokata wypuktego lezy taki punkt, ze odcinki
taczace 6w punkt z wierzchotkami dziela czworokat na cztery tréjkaty o rownych
polach. Dowiesé, ze istnieja dwa wierzchotki réwnoodlegle od punktu przeciecia
przekatnych czworokata.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
915 (WT = 2,46) i 916 (WT = 1,33)
z numeru 2/2026

926. Znalezé wszystkie funkcje ciaglte f: R — R spelniajace réwnanie
funkcyjne

fle+fly)+fly+ f(x)=22+2y da z,yeR.

Roksana Stowik 42,93 . : .
Konyertof Kamifiski Pabianice 42,66 Zadanie 926 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Jedrzej Biedrzycki 42,06 . . ,

Janusz Olszewski Warszawa 41,53 ROZWIE}Z&H]& zadan z numeru 5/2026

Marian Lupiezowiec Gliwice 40,52
Janusz Fiett Warszawa 38,51
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,34
Pawel Kubit Krakéw 32,69
Piotr Kumor Olsztyn 32,18
Fukasz Merta 31,54
Piotr Wisniewski Warszawa 30,84
Pawel Najman Krakéw 30,41
Marek Spychata Warszawa 29,44
Andrzej Kurach Ryjewo 29,17

Przypominamy tre$¢ zadan:

921. W tréjkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci CD. Punkt E lezy wewnatrz tego tréjkata
i zachodza zwiazki: AC > BC = BE, CD? = AD - BD. Dwusieczna kata AED potowi bok AB.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci miary kata ABC.

922. Niech o (k) oznacza sume¢ wszystkich (dodatnich) dzielnikéw liczby naturalnej k. Niech A,,
bedzie $rednia arytmetyczng liczb o(k)/k po k =1,...,n. Obliczyé granice ciagu (A,,), gdy
n — oo, lub wykazaé, ze ten ciag nie ma granicy.

921. Z zalozenr o dlugosciach odcinkéw wynika, ze AD > BD oraz ze kat BC A jest prosty.
Zatem AB jest $rednicg okregu 2 opisanego na tréjkacie ABC. Przyjmijmy, ze okrag w
o $rodku B i promieniu BC (= BFE) przecina odcinek AD w punkcie M oraz przediuzenia
odcinkéw CD i ED odpowiednio w punktach F' i G. Patrzac na potegi punktu D wzgledem
okregéw w i 2, dostajemy réwnosci:
B ED-DG=CD-DF =AD - -DB.

Roéwnosé skrajnych iloczynéw oznacza, ze czworokat AEBG ma okrag opisany, wobec czego

XAEG = ¥xABG = xMBG =2 - xMEG

(ostatnia réwnosé: kat srodkowy okregu w i kat wpisany). Tak wiec péiprosta EM jest
dwusieczng kata AED, zatem (w myS$l zalozenia) M jest Srodkiem boku AB tréjkata
prostokatnego ABC. Stad wniosek, ze AB = 2 - BC i w konsekwencji xABC = 60°. Jest
to jedyna mozliwa miara kata ABC. Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie postawione warunki sg
woéwczas spelnione przy kazdym potozeniu punktu E na tuku CM okregu w.

C

922. Gdy zmienna d przebiega zbiér wszystkich (dodatnich)
dzielnikéw liczby k, iloraz k/d przebiega ten sam zbidr.

odpowiadajace liczbom k € {1,...,n}, podzielnym przez d; jest
ich |n/d|, zatem

Przyjmijmy oznaczenie: n
A - 1 1 \‘nJ
1 gdy k dzieli sie przez d, " dld]
h(d, k) = d=1
0 gdy k nie dzieli si¢ przez d
Poniewaz % > L%J > "de , dostajemy dwustronne oszacowanie:
(to funkcja charakterystyczna relacji d|k). Tak wiec
n n n
n n & 1 noo A > 1 n—d 1 n 1
o(k) = d-h(d,k) = — - h(d, k). n 27", d? _;Z 2 d)
dz_; dz_; d d=1 d=1 d=1
Przeksztalcamy wyrazenie okreslajace A,, zmieniajac porzadek czyli: " N
sumowania: 1 . 1 1
n non Kn > An > Ko — —Hy, gdzie Kn=Y =, Hu= =
1 ok) 1 1 n d d
Ap = — —_— == ( — - h(d, k)) d=1 d=1
n 1 k n he1 d—1 d Wiadomo (— komentarz redaktora Ligi w e-wydaniu), ze
n Ky — éw2, %Hn — 0. Z twierdzenia o trzech ciagach wynika
= l (1 Z h(d, k)) odpowiedz: limp—00 Ap = %7‘(’2.
n d
d=1 k=1

[Autor zadania, Witold Bednarek, opatrzyt je uwaga, ze

Przy ustalonym d suma ZZ:l h(d, k) zlicza jedynki pomyslodawcy rozwiazania jest (byl) Andrzej Schinzel].

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



@Prosto z nieba: Starsza niz Stonice

Oumuamua posiada bardzo trafng nazwe,
ktéra w tlumaczeniu z jezyka hawajskiego
oznacza ,poslanca z daleka
przybywajacego jako pierwszy”. Jezeli,
Drogi Czytelniku, jeste$ zainteresowany
aktualnym polozeniem Oumuamua, to
mozesz jg Sledzi¢ na stronie
theskylive.com/oumuamua-info.

Wizja artystyczna ‘Oumuamua’.
Zr6édlo: ESA /Hubble, NASA, ESO,
M. Kornmesser

Zdjecie komety 2I/Borisov wykonane
przez Kosmiczny Teleskop Hubble’a:
Zrédlo: NASA, ESA, and D. Jewitt
(UCLA)

Zdjecie komety 3I/ATLAS wykonane prze

Kosmiczny Teleskop Hubble’a. Zrédlo:
NASA, ESA, David Jewitt (UCLA)

Od czasu do czasu do naszego Ukladu Stonecznego przybywaja miedzygwiezdni
podréznicy. Ich pojawienia si¢ nie sposéb przewidzieé, a gdy juz odkryjemy ich
obecno$¢, mamy bardzo niewiele czasu na obserwacje, poniewaz sa u nas tylko
przejazdem. Dotychczas zauwazono tylko trzy takie przypadki. Pierwszym, i chyba
najbardziej popularnym, byta Oumuamua, odkryta w 2017 roku przy pomocy
teleskopu Pan-STARRS na Hawajach. Dwa lata pdzniej odwiedzil nas nastepny
miedzygwiezdny gosé. Kometa 2I/Borisov, odkryta w 2019 roku przez astronoma
amatora. Tutaj juz nie bylo watpliwosci, 2I/Borisov to kometa, ktéra powstala
w innym ukltadzie gwiazdowym niz Uklad Stoneczny. Dzigki badaniom sktadu
chemicznego komety ustalono, ze pochodzi ona z bardzo zimnego miejsca i wysnuto
hipoteze, ze mogla powstaé wokél gwiazdy typu czerwonego karta. Aktualnie
kometa ta szybko oddala sie od Slorica i ostatecznie ponownie wyruszy w przestrzen
miedzygwiazdowa, z ktorej juz nigdy do nas nie powrdci.

Na kolejnego przybysza juz byliémy przygotowani. Trzeci gosé, kometa
3I/ATLAS, zjawil sie w 2025 roku. Kometa okazala sie wyjatkowa pod wieloma
wzgledami. Po pierwsze zostala odkryta stosunkowo wczesnie, gdy zblizata sie do
Stonca. Astronomowie mieli wiec wystarczajaco duzo czasu, aby szczegblowo ja
zbadaé. Prawie natychmiast zaplanowano obserwacje najlepszymi teleskopami na
Ziemi i w przestrzeni kosmicznej, wliczajac w to Kosmiczny Teleskop Jamesa
Webba, spektrograf UVES zainstalowany na teleskopie VLT Europejskiego
Obserwatorium Poludniowego oraz najwigkszy na swiecie interferometr

radiowy Atacama Large Millimeter/submillimeter Array (ALMA). Stawka byta
duza, poniewaz w przypadku Oumuamua i 2I/Borisov okre§lenie ich skladu
chemicznego bylo bardzo trudne. Wokot pierwszego z nich nie wykryto gazu,
natomiast drugi §wiecil bardzo stabo. Dla 3I/ATLAS sytuacja wygladala jednak
inaczej. Dzieki wyjatkowej jasnosci komety dwa niezalezne zespoty badawcze
mogly zmierzy¢ wzgledne ilosci réznych izotopdw tych samych pierwiastkéw

w otoczce komety. W szczegdlnosci proporcje izotopéw azotu 4N/ N i wegla
20/13C. Pierwiastki te sa bardzo doktadnym wyznacznikiem warunkéw,

jakie panowaly w miejscu, w ktérym powstaly, a jednoczes$nie sa praktycznie
niewrazliwe na podréz komety przez przestrzen kosmiczna.

Co wiec odkryto? Po pierwsze, potwierdzono, ze 31/ATLAS pochodzi z zupelnie
innego ukltadu gwiezdnego. Zmierzone proporcje izotopéw wegla i azotu byty
prawie dwukrotnie wieksze, niz to, co obserwujemy dla naszych rodzimych
komet. 3I/ATLAS prawdopodobnie powstal w zewnetrznych obszarach ukladu
planetarnego woké! starej gwiazdy zbudowanej niemal wylacznie z wodoru

i helu oraz niewielkich ilosci ciezszych pierwiastkéw. Taki sktad chemiczny
oznacza, ze gwiazda macierzysta komety 3I/ATLAS uformowala sie na dltugo
przed narodzinami Stonca, w czasie gdy Droga Mleczna byla znacznie ubozsza
w cigzkie pierwiastki, poniewaz te nie zdazyly sie jeszcze wytworzyd¢! Wyniki
wielu niezaleznych obserwacji, w tym obserwacji wykonanych prze Kosmiczny
Teleskop Jamesa Webba, sugeruja, ze 3I/ATLAS moze by¢ az dwa razy starsza
od naszego Slorica (czyli mie¢ nawet 9 miliardéw lat).

Dlaczego to wazne? Komety sa swego rodzaju
»kapsulami czasu” zachowujacymi informacje o sktadzie
chemicznym materiatu, z ktorego pdzniej uformowaty
sie planety wokol gwiazdy. Ich sklad pozostal niemal
niezmieniony od miliardéw lat, dajac naukowcom
mozliwo$¢ badania poczatkow planet i warunkéw
panujacych we wczesnym Wszech$wiecie. Dotychczas
takie badania dotyczyly gtéwnie naszego wlasnego
ukladu planetarnego, ale 3I/ATLAS i wszystkie
nastepne miedzygwiezdne komety rozciagna te badania
na inne uklady gwiazdowe Drogi Mlecznej, pozwalajac

nam okresli¢ jej sktad nie tylko teraz, ale i w przesztosci.

Co prawda nie wiemy doktadnie, jak dtugo trwala
podréz 3I/ATLAS, az ta znalazla sie w poblizu Ziemi,
ale mogly to by¢ nawet miliardy lat!

22

Na koniec troche Cig sfrustruje, Drogi Czytelniku.
Mimo wszystkich tych badan nie jesteémy w stanie
okresli¢, skad dokladnie pochodzi 31/ATLAS. Jak

sami badacze przyznaja, to przez brak pelnej wiedzy

o skladzie chemicznym 3I/ATLAS oraz przez duze
niepewnosci w modelach opisujacych chemiczna
ewolucje Drogi Mlecznej. Pozostaje nam tylko czekaé na
nastepnych przybyszy. Mozne oni beda bardziej sktonni
do podzielenia si¢ swoimi tajemnicami.

Napisane na podstawie: Opitom, C. i in., ,High nitrogen and carbon
isotopic ratios in the interstellar comet 3I/ATLAS”, Nat Astron
(2026) oraz Cordiner, M. i in., ,Isotopic evidence for a cold and
distant origin of 3I/ATLAS”, Nature (2026)

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych


https://theskylive.com/oumuamua-info

)
/Niebo we wrzesniu

Stonice we wrzesniu szybko wedruje na potudnie, obnizajac w trakcie miesiaca
wysokosé gorowania o 11°. Wskutek tego dzien skréci sie o kolejne dwie godziny.
23 IX przetnie ono rownik niebieski, zaczynajac astronomiczna jesien.

W pierwszej dekadzie wrzesnia Ksiezyc rozéwietli niebo poranne, dazac do nowiu
11 dnia miesiagca. W nocy z 2 na 3 IX wzejdzie on, w fazie 66%, 9° na zach6d
od Plejad w Byku i do rana zmniejszy dystans do nich prawie o potowe, by
kolejnej nocy pokazac sie w ostatniej kwadrze réwniez 5°, ale juz na wschéd

od Plejad. Jednoczeénie w podobnej odleglosci, lecz na poludnie od niego,
znajdzie sie planeta Uran, ktora 10 IX zmieni kierunek ruchu na wsteczny.
Uran kresli swoja petle na niebie w potowie odlegto$ci miedzy Aldebaranem

a Plejadami jakie$s 2,5° na poludniowy wschéd od gwiazdy 4. wielkosci 37 Tau,
sama $wiecac z jasnoscig +5,7™. Ksiezyc pozostanie w Byku jeszcze nastepnej
nocy, zblizajac sie na niewiele ponad 1° do El Nath, drugiej co do jasnosci

gwiazdy tej konstelacji.

7 IX Srebrny Glob dotrze do wschodniej czesci
Blizniat, tworzac tréjkat réwnoramienny z Polluksem,
najjadniejsza gwiazda tej konstelacji, i Marsem,
zajmujac pozycje po 4,5° od obu ciat niebieskich

i zmniejszajac przy tym faze do 20%. Czerwona Planeta
dazy do opozycji w lutym przysztego roku. Na razie
$wieci z jasnoScig +1,2™ przy tarczy o Srednicy 5”. We
wrzesniu Mars pokona 18°, zaczynajac miesiac niedaleko
miejsca, gdzie na poczatku roku znajdowal sie Jowisz,
by pod jego koniec wejs¢ do gwiazdozbioru Raka. 10 IX
planeta przejdzie mniej niz 1° od $wiecacej z jasnoscia
+3,5™ gwiazdy Wasat.

8 IX okoto godziny 2:49 Ksiezyc w fazie 12% zakryje
gwiazde 5. wielkosci 7 Cnc, tworzaca poilnocno-zachodni
rég trapezu gwiazd, otaczajacych gromade otwarta
M44 w Raku. n Cnc pojawi sie przy ciemnej stronie
ksiezycowej tarczy okolo godziny 3:40. Nastepnie
Ksiezyc podazy ku samej gromadzie gwiazd, osiagajac
nad ranem odlegloé¢ niewiele ponad 1°.

W odlegtosci 9° wspomnianemu ukladowi towarzyszy
planeta Jowisz, ktéra zaczyna pojawiaé si¢ na niebie
porannym. 9 IX Ksiezyc, przy fazie zmniejszonej juz
do 5%, wzejdzie 5° na wschéd od niej. Pod koniec
miesiaca planeta przejdzie do gwiazdozbioru Lwa

i okolo godziny 4:40 zdazy sie wznie$¢ na wysokosé 20°.
We wrzeéniu Jowisz zwigkszy jasnos¢ do —1,9™

i $rednice tarczy do 33".

Ksiezyc mozna prébowaé dostrzec jeszcze 10 IX.

30 minut przed wschodem Stonca Srebrny Glob zajmie
pozycje na wysokosci 5°, prezentujac bardzo cienki sierp
w fazie 1%. W jego odszukaniu pomoze planeta Jowisz
i Regulus, najjasniejsza gwiazda Lwa. Ksiezyc znajdzie
sie na linii laczacej oba ciala niebieskie, okolo 5° od
drugiego z nich.

Po nowiu Ksiezyc przeniesie sie na niebo wieczorne,
gdzie jego widocznosé zacznie si¢ poprawia¢ dopiero
po I kwadrze. W tym okresie warto zapamietac¢ date
14 IX, kiedy to dojdzie do dziennego zakrycia Wenus
przez Ksiezyc. Planeta zniknie za ciemnym brzegiem
ksiezycowej tarczy okoto godziny 11:42 i wyloni

sie po jej jasnej stronie godzine p6zniej. Tego dnia
tarcza Wenus pokaze Srednice 37" i faze 29%. Faza
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Ksiezyca uroénie za$ do 12%. Do zakrycia dojdzie na
wysokosci 8° nad punktem SE widnokregu. Odkrycie
natomiast nastapi 7° wyzej, nieco blizej potudnika
lokalnego. Wenus $wieci z jasnodcia —4,7™, dzieki
czemu przed i po zakryciu powinno da¢ si¢ ja dostrzec
golym okiem.

18 IX Ksiezyc przejdzie przez I kwadre. Dobe wczeéniej
pokaze sie on 3° od Antaresa w Skorpionie, dobe
pozniej zas przetnie linie laczaca dwie jasne gwiazdy
Strzelca Kaus Borealis i Kaus Meridianalis. 20 IX
Ksiezyc przeniesie si¢ na pozycje jakies 5° od Nunki.

6 dni pézniej Srebrny Glob przejdzie przez pelnie

i jednoczesnie 4° na péinoc od Neptuna oraz 9° na
zachdd od Saturna. Blisko$¢ pelnego Ksiezyca i planet
oznacza ich opozycje. Neptun znajdzie si¢ po przeciwnej
stronie Ziemi niz Stonice tego samego dnia, Saturn zas —
na poczatku pazdziernika. Neptun $wieci z jasnoscia
+7,8™ i kresli swoja petle niecale 4° na wschod od
gwiazdy 29 Psc. Saturn natomiast ma jasnos¢ +0,3™,
przy $rednicy tarczy 20", z tadnie juz widocznymi
pierécieniami.

Ostatniej nocy miesigca Ksiezyc w fazie 80% wzejdzie
podczas odkrywania Plejad. Na SuwalszczyZnie
Alcyone wyloni sie zza ciemnego brzegu ksiezycowej
tarczy okoto 19:49, na wysokosci zaledwie 4° nad
widnokregiem. Drugi raz w tym miesiacu Ksiezyc
utworzy tréjkat réwnoramienny z Plejadami i Uranem.

W pazdzierniku maksimum jasnosci osiagna dwie
mirydy x Cyg i R Leo. Wedlug prognoz pierwsza

z gwiazd pojadnieje najbardziej okoto 4 X, druga
natomiast 17 dni pdZniej. I moga pojasnie¢ nawet do,
odpowiednio, +3,3 1 +4,4™. x Cyg znajduje si¢ w szyi
Labedzia, na linii taczacej gwiazdy n i 5 Cyg, 2,5° od
pierwszej z wymienionych gwiazd i pod koniec miesiaca
géruje po godzinie 20 na wysokosci przekraczajacej 70°.
R Leo natomiast znajduje si¢ jakie$ 5° na zachdd od
wspomnianego juz Regulusa i wschodzi okoto godziny 3,
by do $witu wznies¢ sie¢ powyzej 15° nad wschodnim
widnokregiem. Obie gwiazdy juz we wrzeéniu sa tatwym
celem do ogladania przez lornetki i teleskopy.

Ariel MAJCHER



Rozwiagzania zadan ze strony 12

i Rozwigzanie zadania M 1864.
Odpowiedz: dla wszystkich n > 3.
Zauwazmy, ze jesli n > 3, to wérdd liczb od n do n? znajduja sie
cztery rézne liczby
n<n+1l<2n<2n+2,

dla ktérych zachodzi réwnosé

n(2n +2) =2n(n + 1).
(Uzasadnienie, ze dla n > 3 mamy 2n + 2 < n?, pozostawiamy
Czytelnikom).
Jedli zas n < 2, to w zbiorze sg mniej niz 4 liczby, wiec nie da sie
wybraé czterech réznych liczb.

& Rozwigzanie zadania M 1865.
Przypusémy przeciwnie, ze wszystkie trzy liczby
ab+1, bc+1, ca+1
sg kwadratami. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze a < b < c.
Z nieréwnoéci trojkata mamy wtedy a +b > c.
Zauwazmy, ze liczby (ca + 1)(cb + 1) oraz ¢®(ab+ 1) sa
kwadratami. Istnieja wiec liczby calkowite x,y takie, ze
(ca+1)(cb+1) =2 oraz c*(ab+1) =3
Witedy liczba
di=2> -y’ =(ca+1)(cb+1)=ab+1)=cla+b—c)+1
jest dodatnia, skad = > y, a wiec x > y + 1. Zatem
d=2" -y’ > (y+1)° -y’ =2+ 1.
Poniewaz y = cv/ab + 1, to
d>2cVab+1+1.
W szczegblnoécei d > 2ac + 1. Z kolei poniewaz ¢ > b, to
ac+1>cla+b—c)+1=d.
Ostatecznie wigc
d>2cVab+14+1>2ac+1>ac+1>cla+b—rc)+
sprzecznosc.

1=d,

m Rozwigzanie zadania M 1866.

Odpowiedz: V5.

Rozwazmy w naszym kwadracie dowolne dwie kratki majace
wspolny bok. Majg one tacznie 6 wierzchotkéw, a odlegtosé
miedzy dowolnymi dwoma sposréd nich nie przekracza /5.
Poniewaz punktéw tych jest 6, a koloréow tylko 5, to z zasady
szufladkowej Dirichleta dwa z tych punktéw majg ten sam kolor.
Zatem w kazdym przypadku znajda si¢ dwa jednokolorowe
punkty w odlegtosci nie wiekszej niz v/5.

Nastepujacy przyktad dowodzi, ze ograniczenie /5 jest
optymalne.
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i Rozwigzanie zadania F 1151.

W polu magnetycznym o indukcji B na protony o tadunku e
(fadunek elementarny) poruszajace sie z predkoscia U

dziala sila Lorentza F = et x B. Réwnanie ruchu (Newtona)
wiaze szybkos$¢ zmiany pedu p'z dzialajaca sita. Mamy:

d _
d—IZ:eﬁxB.

Masa spoczynkowa protonu wynosi okoto
1GeV=10%evV=10"2 TeV, a wiec proton o energii 6,5 TeV
porusza sie z predkoscia praktycznie réwng predkosci swiatla c.
Ped czastki poruszajacej sie z predkoscia poréwnywalng

z predkoscia Swiatta wynosi:

p=qmov, v=1/4/1-(v/c)%

Przepiszmy réwnanie ruchu, wykorzystujac relatywistyczny
zwiazek miedzy 71 p':
dp ( e
dt Ymo

)ﬁxﬁ.

Iloczyn wektorowy po prawej stronie jest prostopadly do B

i do P, co oznacza, ze zgodnie z tym réwnaniem (wektor B ma
stalg warto$é, kierunek i zwrot) zmienia si¢ jedynie kierunek
wektora p, a jego dlugosé pozostaje bez zmian — ruch odbywa
si¢ po okregu o promieniu R, a szybko$¢, z jaka obraca sig¢
wektor predkosci ¢ (predkos$é katowa ruchu), wynosi:

v eB

E_'ymo'

Otrzymujemy:

_ ymov E

T "eB  eBc

W drugiej rownosci skorzystaliSmy z faktu, ze v = ¢ oraz

E = ymoc?. Liczbowo otrzymujemy R ~ 2,8 - 103> m (doktadna
warto$¢ podawana w dokumentach technicznych LHC to

R = 2803 m). Dtugos$¢ LHC (26 659 m) jest wigksza niz

27 razy otrzymana tu warto$é¢ R, bo tunel, w ktérym biegnie
wiazka, nie jest doktadnie okregiem (sa odcinki proste), a pole
zakrzywiajace wiazke ma na niektérych odcinkach bardziej
skomplikowang, forme niz przyjete tu pole jednorodne.

R

i Rozwigzanie zadania F 1152.

Prawa zachowania pedu i energii pozwolg nam znalezé energie

i ped mezonu. Energia catkowita E mezonu byla réwna sumie
energii fotonéw: £ = E1 + FE2 = 225 MeV. Ped mezonu takze byt
réwny sumie pedéw fotonéw. Po rozpadzie fotony poruszaly sie
wzdluz tej samej prostej co mezon przed rozpadem. Przyjmijmy
zwrot ruchu mezonu przed rozpadem za dodatni. Energia fotonu
réwna jest iloczynowi wartosci jego pedu i predkosci swiatta c.
Ped p mezonu przed rozpadem wynosil wiec:

p=FE1/c— E2/c =180 MeV /c.

Dla obliczenia masy spoczynkowej mo mezonu skorzystamy

z tozsamosci:
2
moc” = £/ E?2 — ¢2p2.

Liczbowo otrzymujemy moc? = 135 MeV, natomiast predkosé
wyznaczymy ze zwiazku:

v cp
- = — =180/225 =0,8.
paly / :
Otrzymujemy, ze rozpadl sie¢ mezon o masie mo = 135 MeV/ c?
(mezon 7°), o energii catkowitej E = 225 MeV, poruszajacy sie
z predkoscia v = 0,8¢ &~ 2,4 - 108 m/s.



To rozumowanie nazywane jest kradziezq strategii, ale warto
sobie uswiadomié, ze strategia W, ktora chcielibysmy ukrasé...
nie istnieje! Jest ona jedynie hipotetycznym wytworem
rozumowania nie wprost, ktore mozna stresci¢ tak: gdyby

W istniala, toby nie istniala. W szczegdlnoéci nie mamy tu
zadnych wskazéwek, jaka powinna by¢ strategia wygrywajaca
gracza I, a usuniecie jednej kostki nie zawsze jest dobrym
pierwszym ruchem (zob. zadanie 2 z poprzedniego kacika).

Ten sam dowod napisany zwieélej. Przypusémy, ze stan
poczatkowy S jest P. Poniewaz S — Sy, stan S; jest W. Wobec
tego S; — T dla pewnego stanu T, ktory jest P. Ale przeciez

S — T, wiec T powinien byé W — sprzecznosé.

Przyklad 2. W grze hex gracz I ma strategie

nieprzegrywajaca.
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~Kradziez” strategii
Barttomiej BZDEGA

Oto trzecia czes¢ cyklu poswieconego grom kombinatorycznym — zakladam, ze
Czytelnik zapoznal si¢ juz z dwiema poprzednimi. Na rozgrzewke wezmy

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Przyklad 1. W grze chrup! gracz I ma strategiec wygrywajaca.

Dowdd. Przypuéémy, ze drugi gracz ma strategiec wygrywajaca W. Gracz I usuwa
prawe-dolne pole, przechodzac ze stanu poczatkowego S do stanu S;. Gracz drugi,
wedlug strategii W, przechodzi z S1 do pewnego stanu 7. Plansza teraz wyglada tak,
jakby gracz II przeszedl od razu ze stanu poczatkowego do stanu T'. Ale przeciez
gracz I moégl to zrobi¢ w pierwszym ruchu, a potem samemu stosowaé strategie
W, ktora zapewnitaby mu zwyciestwo — i mamy sprzeczno$é¢. Fakt, ze remis jest
niemozliwy, konczy dowdd.

O

Dowadd. Przypusémy, ze gracz II ma strategie
wygrywajaca W. Gracz I zajmuje w pierwszym ruchu
jakiekolwiek pole, a potem gra tak, jakby to pole —
nazwijmy je polem nadmiarowym — bylo wolne. Wtedy
jest w roli gracza II, wiec moze stosowaé strategie

W w kazdej sytuacji, w ktorej nie wskazuje ona pola
nadmiarowego. Jedli strategia W nakazuje zajecie
nadmiarowego pola, to nic ztego si¢ nie dzieje, bo
gracz I zajal je wczesniej, jest zatem tak, jakby ruch
wskazany przez strategie zostal juz wykonany. Trzeba
jednak zajac¢ jakie$ pole — gracz I zajmuje pole dowolne
i od teraz to ono jest nadmiarowe. W ten sposéb

gracz I, stosujac zmodyfikowana strategie wygrywajaca
gracza I, wygrywa (pole nadmiarowe moze tylko mu
poméc) — sprzecznosé. d

O

Wyglada na to, ze jeden z graczy jest w korzystniejszej sytuacji, wiec powinien
wygrywac. Nalezy tu jednak uwazaé, bo czasem to, co uznajemy za korzystne, wcale
takie nie musi by¢ (zob. zad. 4). Podobnie jak poprzednio, dowodzimy tu jedynie
istnienia strategii wygrywajacej dla gracza I, natomiast nie otrzymujemy zadnych
informacji o tej strategii.

W rzeczywistosci gracz I ma co$ wiecej — strategie wygrywajaca, bo w grze hex remis
jest niemozliwy. Dowdd tego faktu mozna przeprowadzié¢ na wiele sposobow, ale
tutaj zmiedci sie tylko nastepujaca intuicja. Patrzymy na obszar zlozony z jednego
z czerwonych brzegéw oraz z czerwonych pél majacych z nim polaczenie. Jesli

C nie sigga drugiego czerwonego brzegu, to mozemy przejsé niebieskimi polami
sasiadujacymi ze zbiorem C.

Zadania

1. Na tablicy napisano wszystkie dzielniki pewnej liczby naturalnej n > 1. Ruch
polega na wybraniu jednej z liczb, ktére w danym momencie sa na tablicy,

a nastepnie zmazaniu wszystkich jej dzielnikow wraz z ta liczba. Przegrywa ten,
kto zmaze liczbe n. Udowodnié, ze gracz I ma strategie wygrywajaca.

2. Gracz pierwszy w pierwszym ruchu zapisuje liczbe 1, 2 lub 3. W kazdym
kolejnym ruchu gracze na zmiane zamieniaja zapisana liczbe — nazwijmy ja n —
na jedna z liczb n +1,n 4+ 2,n+ 3,...,3n. Wygrywa ten, po czyim ruchu zapisana
liczba przekroczy 1 googol. Kto ma strategie wygrywajaca?

3. Gra gomoku jest wzorowana na grze kétko i krzyzyk — gramy na planszy 19 x 19
i wygrywa ten, kto pierwszy postawi pie¢ swoich znaczkéw pod rzad, w linii
poziomej, pionowej lub skosnej. Udowodnié, ze gracz I ma strategie, ktora
zapewnia mu co najmniej remis.

4. Gra rer ma taki sam przebieg jak hex, z ta tylko roéznica, ze przegrywa gracz,
ktory jako pierwszy zbuduje polaczenie. Oceni¢ poprawnosé nastepujacego
rozumowania:

Kazde dodatkowe pole czerwone sprawia, ze tatwiej zbudowaé czerwone
polaczenie, wiec pierwszy ruch utrudnia gre graczowi I. Wobec tego, poniewaz
remis nie jest mozliwy, gracz Il ma strategie wygrywajaca.

5. Udowodnié¢, ze w grze hex wybor pola w waskim rogu w pierwszym ruchu jest
bledem gracza I.
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W zarzgdzaniu organizacjami méwi sie o efekcie synergii, gdy
korzysci ze wspdlnego funkcjonowania wielu skfadowych sa
wieksze niz suma korzysci z kazdej sktadowej z osobna
(matematycy nazywajg to zjawisko superaddytywnoscia).
Termin ten dobrze stosuje sie do wspaniatej ksiazki

»121 deltoidéw — o geometrii, kombinatoryce i nie tylko”
autorstwa Joanny Jaszunskiej. Kazdy ze wspomnianych w tytule
Deltoidow to prawdziwa popularyzatorska peretka — krotki,
niezwykle zgrabnie i starannie napisany tekst na atrakcyjny,
matematyczny temat. Wielu Czytelnikow Delty bardzo dobrze zna
zdobiacy je, charakterystyczny symbol latawca, gdyz przez

10 lat te znakomite artykuty ukazywaty si¢ na ostatniej (czyli
honorowej!) stronie naszego miesigcznika. Publikacja, ktéra
promujemy, to deltoidowa jakos¢ podniesiona do kwadratu.
Maestria zaczyna sie juz na etapie kompozycji: artykuty zostaty
podzielone na 11 tematycznych rozdziatéw, kazdy zawierajacy
11 pozycji, a wszystko wzbogacono 11 dedatkami. Z materiatu
zrédtowego usunieto rézne efekty dziatalnosci redakcyjnych
chochlikow, zweryfikowane zostaty réwniez niektore informacje,
jak np. to, czy dany problem jest wcigz otwarty. Naszym zdaniem
jest to pozycja obowigzkowa w biblioteczce kazdego mitosnika
matematyki, poczatkujacego i dojrzaftego. Jednemu i drugiemu
dostarczy wiele radosci i intelektualnej satysfakcji. Polecamy!

deltoiddw

o geometrii, kombinatoryce | nie

JERZY BEDNARCZUK

Geometria to jedna z najpiekniejszych matematycznych krain.
Petno w niej eleganckich, wizualnie efektownych twierdzen oraz
btyskotliwych dowodéw. Wstep do niej maja nawet najbardziej NIESLUSZNIE ZAPOMNIANA
oczatkujacy adepci krélowej nauk, a wielu z nich powraca do S o il
giej |F::|!rzt=:zj Et:i:{e 2y2ie. Choé nioiliwe jest jej sarnndz?elne ('}E OI\[ETB}’ _L'&
odkrywanie, to jednak kazdy podréznik zna wartos¢ dobrego :
przewodnika, kt6ry stopniowo odstania coraz to wspanialsze uroki tHat
danego miejsca, chronigc wedrowca przed poczuciem zagubienia
i przytfoczenia. Doskonatym przewodnikiem po krainie geometrii
jest wydana witasnie ksigzka Jerzego Bednarczuka ,Niesfusznie
zapomniana geometrya"”. Zawiera ona klarowne przedstawienie
fundamentalnych twierdzen ptaskiej geometrii euklidesowej, jak
réwniez bogactwo niebanalnych zadan (ponad 700!), ktére
pozwalaja na samodzielne zdobywanie mniejszych i wigkszych
geometrycznych szczytéw. Autor wydeptat w krainie geometrii
niejedna Sciezke i oprowadzit po niej setki podopiecznych,
z ktorych wielu zwigzato sie na state z matematyka. Nie sposob
miec lepszych kwalifikacji do bycia twdrca takiego dzieta. Goraco
polecamy je tym, ktorzy dopiero wyruszajg w podroz, tym ktorzy
chca sobie przypomniec, a zwflaszcza tym, ktorzy sami sg
przewodnikami.
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