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Cztowiek o Al (10)

* Center for Mind/Brain Sciences,
Department of Information Engineering
and Computer Science, University of
Trento

Autor artykutu, profesor Jakub
Szymanik to kognitywista, czyli
naukowiec badajacy dziatanie ludzkiego
umystu, procesy mys$lenia oraz sposéb,
w jaki przetwarzamy jezyk i informacje.
Sama kognitywistyka jest
interdyscyplinarng dziedzing laczaca
m.in. psychologie, jezykoznawstwo,
informatyke i neuronauke. Badania
Jakuba Szymanika koncentruja sie
szczegblnie na relacji miedzy jezykiem
naturalnym, logika i mechanizmami
poznawczymi cztowieka.

Rozumowanie sylogistyczne to
wnioskowanie oparte na zdaniach
laczacych dwa pojecia za pomoca jednego
z czterech kwantyfikatoréw:

,wszystkie A sa B”,
szaden A nie jest B”,
,niektorzy A sa B”,
,niektorzy A nie sg B”.

Majac do dyspozycji cata baze takich
zdan, wyprowadzamy nowe wnioski,
laczac je ze sobg zgodnie z regutami
logiki. W efekcie rozumowanie polega

na systematycznym odkrywaniu, jakie
dodatkowe zaleznosci miedzy pojeciami
muszg byé prawdziwe, skoro prawdziwe
sg zdania wyjsciowe.

Przyklad: Zalézmy, ze w naszej bazie
wiedzy znajduja sie¢ zdania:

,wszystkie ssaki sg zwierzetami”,

»zaden gad nie jest ssakiem”,

»niektore zajace sg ssakami”.

Z tych informacji mozemy wywnioskowacé
m.in., ze: ,niektore zajace sa zwierzetami’
(bo jesli co$ jest ssakiem, to jest tez
zwierzeciem).
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Czy Al mysli?
Jakub SZYMANIK*

Trudno dzi§ méwié o sztucznej inteligencji bez napotkania fali entuzjazmu.

W mediach, wystapieniach publicznych i raportach inwestorskich regularnie
pojawia sie wizja bliskiej przyszlosci, w ktérej Al osigga poziom ogdlnej
inteligencji (ang. Artificial General Intelligence, AGI) i zaczyna zastepowaé ludzi
nie tylko w pracy fizycznej czy rutynowej, ale rowniez w mysleniu, rozumowaniu,
a nawet w prowadzeniu badan naukowych.

Tego rodzaju prognozy nie sg marginalne. Przeciwnie, jak zauwaza Tomasz
Kazana we wstepie do tej serii artykuléw (patrz A3g), formutuja je osoby

o ogromnym wplywie. Elon Musk twierdzi, ze Al juz wkrétce ,,przewyzszy
czlowieka praktycznie we wszystkim”, a Ray Kurzweil od lat zapowiada
nadejscie osobliwosci technologicznej. Z drugiej strony istnieje réwnie silny nurt
sceptycyzmu, reprezentowany przez naukowcéw i filozofow, ktorzy podkreslaja
ograniczenia obecnych modeli i sugeruja, ze ich sukcesy majg charakter
wylacznie powierzchowny.

Jak w takim razie odnalezé sie w tej debacie? Jednym ze sposobéw jest proba
odpowiedzi na bardziej konkretne pytania, na przyktad: czy wspoélczesne systemy
Al rzeczywiscie rozumujg?

Logika jako test

Jesli chcemy oceni¢ zdolno$é do myslenia, warto siegna¢ po narzedzia, ktére od
wiekéw stuza do jej badania. Jednym z nich jest logika. To wladnie ona stanowi
podstawe matematyki i nauki ogdlnie, bo pozwala przechodzié¢ od przestanek do
wnioskéw w sposdb uporzadkowany i uzasadniony.

Czy modele Al potrafig nauczy¢ sie logiki?

To pytanie stato si¢ przedmiotem naszych badan prowadzonych na Uniwersytecie
Warszawskim. Wspélnie z Manuelem Vargasem Guzménem i Maciejem
Malickim analizowaliSmy, czy wspoétczesne modele neuronowe — w tym duze
modele jezykowe — sg w stanie opanowac systematyczne rozumowanie logiczne.
Jako pole testowe wybraliémy logike sylogistyczna, siegajaca jeszcze czaséw
Arystotelesa. Jest ona stosunkowo prosta, a zarazem wystarczajaco bogata, by
ujawnia¢ subtelne réznice miedzy prawdziwym rozumieniem a powierzchownym
dopasowaniem do wzorcow.

Dwa oblicza dedukcji

Jak rozpoznaé, czy model Al nauczy! sie logiki, czy tylko udaje? Kluczowe
wydaja sie dwa pojecia: kompozycyjnoé¢ i rekurencyjnosc.

Kompozycyjnosé oznacza zdolnosé do rozumienia struktury argumentu — do
rozpoznania, ze ztozone wnioskowania skladaja sie z prostszych krokow, ktore
mozna analizowaé niezaleznie. Jedli kto§ pojmuje, ze z ,wszystkie A sg B”

i ,wszystkie B sa C” oraz ,wszystkie C sa D” wynika, ze ,,wszystkie A sg D”,
to powinien umieé¢ réwniez rozpoznaé, ze z ,wszystkie A sa B” i ,wszystkie B
sa C” wynika, ze ,wszystkie A sa C”.

Rekurencyjnosé natomiast to zdolnos¢ do budowania coraz dtuzszych wnioskéw
poprzez powtarzanie tych samych regul. System rekurencyjny moze wiec przejsé
od prostego wnioskowania do bardziej ztozonego, dodajac kolejne ogniwa do
tancucha. Czyli, jesli system rozumie, ze z ,wszystkie A sg B” i ,jwszystkie

B sa C” wynika, ze ,wszystkie A sa C” oraz je$li wyabstrahowal znaczenie
kwantyfikatora ,wszystkie”, to powinien tez wiedzieé, ze z ,wszystkie A sg B”

i ,2wszystkie B sa C” oraz ,wszystkie C sa D” wynika, ze ,wszystkie A sa D”.

Na pierwszy rzut oka oba te aspekty wydaja sie niemal tozsame. W praktyce
jednak mozna je rozdzieli¢. System moze by¢ rekurencyjny — generowaé dlugie
tancuchy wnioskowan — nie bedac jednoczeénie kompozycyjnym, czyli nie
rozumiejac struktury tych wnioskowan.
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W jednym z naszych eksperymentéow badali$émy, czy modele Al potrafig
uogolnia¢ reguly rozumowania sylogistycznego poza przyklady, na ktérych byty
trenowane. W tym celu przygotowalidmy sztuczne ,bazy wiedzy” skladajace sie
ze zdan sylogistycznych oraz odpowiadajacych im poprawnych wnioskowan (czyli
krétkich lub diugich ,,dowodéw”).

Nastepnie przeprowadziliémy dwa kluczowe testy (zob. ilustracje):

e Test rekurencyjnosci. Model trenowaliémy na krétkich tancuchach
wnioskowan (na przyktad zlozonych z dwéch—trzech krokéw), a nastepnie
sprawdzaliSmy, czy potrafi poprawnie wnioskowa¢ w znacznie dtuzszych
taricuchach (na przyklad pieé—sze$é krokéw). To pozwalalo zbadaé, czy umie
,powtarza¢” znane reguty w coraz dtuzszych rozumowaniach.

¢ Test kompozycyjnosci. Tym razem robiliSmy odwrotnie: model
trenowalidémy na dlugich, ztozonych dowodach, a nastepnie sprawdzalisSmy,
czy potrafi poprawnie rozwiazywaé prostsze przypadki. To z kolei testowalo,
czy model rzeczywiscie rozumie strukture rozumowania i potrafi ,,roztozy¢”
zlozony argument na prostsze czesci.

Eksperyment: rekurencyjnos$é vs. kompozycyjnosé
w rozumowaniu sylogistycznym

N N
Test rekurencyjnosci Test kompozycyjnosci
(od krétkiego do diugiego) (od dlugiego do krétkiego)
A— B A— B
B—=C B —C
- C - D
Trening Trening D—> E
(krétkie L= (dlugie
dowody dowody
) l ) A— E
Q A— B l
Test —— c lel potrafi
1 —Zy I e D rarn
(diugie C =D Lo e e Q A— B Czy model rozumie
dowody) D — E o anan® B — C ke - s
y schematy? Test strukture i potrafi
: (krétkie wyodrebnié¢ proste
A —> E dowody) A C reguty?
. J \ J

Wyniki (intuicyjnie):
@ Modele zwykle radzg sobie z (A): potrafig tworzyé dluzsze tancuchy (rekurencyjnoscé).

© Gorzej radzg sobie z (B): maja trudnos$é z wydobyciem prostych regul ze zlozonych przykladéw
(kompozycyjnosé).

Wynik byt asymetryczny: modele czesto radzity sobie catkiem dobrze

z pierwszym zadaniem (rekurencyjnoscia), ale wyraZnie gorzej z drugim
(kompozycyjnoscia). Sugeruje to, ze potrafia one nasladowaé¢ dlugie ciagi
wnioskowan, ale maja trudnos$¢ z uchwyceniem ogélnych regul, ktére za nimi
stoja. Co wazne, sprawdzaliSmy zaréwno wlasne modele uczone od podstaw,
jak i gotowe, duze modele jezykowe. Okazalo sie, ze problemy z rozumowaniem
wystepuja w obu przypadkach.

Gdzie konczy sie ,,zrozumienie”?

Nasze eksperymenty pokazaly, ze wspolczesne modele Al — nawet te najbardziej
zaawansowane — maja szczegdlne trudnoéci z kompozycyjnoscia. Wprawdzie
czesto potrafia generowa¢ poprawnie wygladajace ciagi wnioskow, ale okazuje
sie, ze robia to raczej na zasadzie statystycznego dopasowania wzorcéw, a nie
poprzez zastosowanie ogdlnych regut.

Innymi slowy: modele potrafia ,udawaé¢” rozumowanie, ale nie zawsze je
realizuja.

To spostrzezenie wpisuje sie w szersza krytyke glebokich sieci neuronowych
oraz duzych modeli jezykowych, zgodnie z ktéra dzialaja one na poziomie tekstu,
a nie rzeczywistego znaczenia. Jak zauwaza Jerzy Marcinkowski w niniejszej
serii (A3g), model ,zna tylko zdania, nie zna $wiata” Jesli tak, to trudno méwié
o klasycznym rozumieniu, ktére w nauce i filozofii zwykle wiaze si¢
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z odniesieniem do rzeczywistosci. W naszym kontekécie
powiedzieliby$my, ze model nie uczy si¢ na przyklad
pelnego znaczenia wyrazenia ,,wszystkie” albo, innymi
stowy, nie internalizuje calej ,logiki tego wyrazenia”.
Modele nie sa w stanie wyabstrahowa¢ ogdlnych regut
przeksztalcania zdan, w ktérych kwestia odniesienia
do $wiata nie gra roli. To tak, jakby potrafilty mnozy¢
wielocyfrowe liczby, ale jednocze$nie mialy problemy

z tabliczka mnozenia.

A co z ludzmi?

Ktos mégltby w tym miejscu zauwazy¢: przeciez ludzie
tez nie sa idealnymi logikami. Istnieje cata dziedzina

— psychologia rozumowania — ktora bada, jak bardzo
nasze faktyczne wnioskowania odbiegaja od ideatu logiki
formalne;j.

To prawda. Ludzie popelniaja bledy, stosuja heurystyki,
ulegaja ztudzeniom poznawczym. A jednak mamy

do czynienia z istotna réznica. Nasze rozumowanie

nie ogranicza sie do operowania symbolami — jest
zakorzenione w do$wiadczeniu $wiata, percepcji

i dziataniu. Tymczasem wspolczesna Al jest w ogromne;j
mierze ,zamknieta” w jezyku.

Inteligencja fragmentaryczna

To prowadzi do kolejnego pytania: czy myslenie i jezyk
sg ze sobg nierozerwalnie zwiazane?

Nie jest to oczywiste. W naukach o poznaniu

od lat toczy sie debata na ten temat. Tradycja
zapoczatkowana przez Noama Chomsky’ego zakladata
istnienie wrodzonej struktury jezykowej, scidle

powiazanej z naszymi zdolno$ciami poznawczymi.

Z drugiej strony rosnie liczba badan sugerujacych,

ze myslenie moze w duzej mierze zachodzi¢ niezaleznie
od jezyka — na przyklad w formie reprezentacji
przestrzennych czy wizualnych, a obwody neuronowe
w moézgu odpowiedzialne za jezyk réznia si¢ od tych
odpowiedzialnych za rézne aspekty myslenia, jak

na przyklad za logiczne rozumowanie czy teorie
umystu (czyli rozumowanie o przekonaniach, wiedzy
lub intencjach innych ludzi).

Jedli tak jest, to modele jezykowe — cho¢ imponujace —
mogg uchwyci¢ tylko fragment tego, co nazywamy
inteligencja.

Wystarczy pomysle¢ o zadaniach polegajacych na
manipulowaniu obiektami w przestrzeni, na przyktad
takich jak testy rotacji bryl. Tego rodzaju zdolnosci
trudno sprowadzié¢ do operacji na tekscie. A jednak
stanowia istotny element ludzkiego poznania.

AT jako eksperyment myslowy
Jak zatem interpretowaé sukcesy sztucznej inteligencji?

By¢ moze najrozsadniejsze podejécie polega na
traktowaniu jej jako swoistego eksperymentu.

Modele Al nie sa prostym odwzorowaniem ludzkiego
umyshu, lecz jedna z wielu mozliwych realizacji
proceséw poznawczych. Pokazuja, ze pewne funkcje —
takie jak generowanie jezyka czy rozwiazywanie zadan
— moga by¢ osiagane poprzez analize statystycznych
zaleznosci w danych. To samo w sobie jest fascynujace,
bo poszerza nasza wyobraZnie o tym, czym moze by¢
inteligencja.

Jednoczednie jednak nie oznacza to, ze jesteSmy o krok od stworzenia systemoéw,
ktére ,mysla” w takim sensie jak ludzie. Jak zauwaza w tej serii Piotr Sankowski
(A3g), nawet najbardziej zaawansowane systemy wymagaja ludzkiej interpretacji
i wspélpracy, a ich rola polega raczej na wspieraniu procesu badawczego niz na
jego zastepowaniu.

Wigcej o badaniach prof. Jakuba
Szymanika mozna przeczytaé w jego
pracach:

¢ Manuel Vargas Guzmaéan, Jakub
Szymanik, Maciej Malicki. Testing the
limits of logical reasoning in neural
and hybrid models. Findings of the
Association for Computational
Linguistics: NAACL, str. 2267-2279.
Association for Computational
Linguistics, 2024.

e Leonardo Bertolazzi, Manuel Vargas
Guzmaén, Raffaella Bernardi, Maciej
Malicki, Jakub Szymanik. Teaching
small language models to learn logic
through meta-learning. Proceedings of
the 19th Conference of the European
Chapter of the Association for
Computational Linguistics (Volume 1:
Long Papers), pages 8049-8080.
Association for Computational
Linguistics, 2026.

Miedzy szumem medialnym a naukag

Debata o Al toczy sie dzis na wielu poziomach — naukowym, filozoficznym,
ekonomicznym, a nawet geopolitycznym. Nie mozna przy tym zapominad,

ze ogromna czes¢ rozwoju tej technologii odbywa sie w sektorze prywatnym,
gdzie naturalng role odgrywaja marketing i budowanie narracji. Innymi stowy,
istotna czes¢ szumu medialnego stuzy po prostu nakrecaniu zyskéow inwestorow
i wlascicieli firm.

To nie znaczy, ze postep jest iluzja. Przeciwnie — jest realny i imponujacy. Warto
jednak zachowaé ostroznosé¢ w interpretowaniu jego znaczenia. Zamiast pytac,
czy Al ,juz mysli”, by¢ moze lepiej zapytaé: jakie aspekty myslenia udalo sie
uchwycié, a jakie wcigz pozostajg poza zasiegiem?

Zamiast zakonczenia

Sztuczna inteligencja nie jest ani magicznym bytem, ktory zaraz nas zastapi, ani
zwyklym narzedziem bez glebszego znaczenia. Jest raczej lustrem, w ktérym
odbijaja sie nasze intuicje dotyczace inteligencji, jezyka i poznania.

Patrzac w to lustro, uczymy sie nie tylko o maszynach, ale réwniez o nas
samych.

I byé moze najciekawsze nie jest dzi$ to, czy Al myéli, lecz to, co jej sukcesy
moéwiag nam o naturze ludzkiego myslenia.
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Ksztalt i opor, czes¢ 3/4
Ruch bez oporu?
* Kontakt: gornicki590gmail.com JCLT’OSZCLZU GO/RN[OKI*

W czesei 2/4 rozwiazaliémy nastepujacy problem areodynamiczny: Wyznaczyé
powierzchnie obrotowq (o wysokodci H oraz podstawie w ksztalcie okregu

o promieniu R), ktéra ogranicza obszar wypukly i stawia najmniejszy opdr
podczas ruchu postepowego w rozrzedzonym osrodku. Rozwiazaniem sa
powierzchnie Newtona z ,,plaskim czubkiem”, jak na rys. 1.

1.0

Rys. 1. Ruch odbywa si¢ wzdluz osi obrotu w kierunku dysku o mniejszej $rednicy.

Idac dalej, Giuseppe Buttazzo i Bernhard Kawohl (1993) postawili pytanie

o istnienie nieobrotowej powierzchni (o wysokosci H, z okregiem o promieniu
R w podstawie), ktéra ogranicza obszar wypukly, ale w ruchu postepowym
stawia mniejszy opdr niz powierzchnia Newtona. Przyklad takiej powierzchni
znalazt Paolo Guasoni (Universita di Pisa, 1996) — przypomina ona , konicéwke
srubokreta” i sklada sie z dwoch plaskich trojkatéw oraz dwoch powierzchni
stozkowych, zakoniczonych poziomym odcinkiem u géry (rys. 2, 3).

TR

Zdjecie wspolczesnego
pocisku bojowego
(USA, 2025)

Sprawdzenie tego wykracza poza zakres naszych rozwazan, wiec pozostaniemy
w Swiecie informacji obrazkowej. Zauwazono, ze ponizej pewnej wysokosci
wSrubokret” stawia wiekszy opor niz odpowiadajaca mu powierzchnia Newtona.
——————————— Ratunkiem okazalo sie zastapienie gornego odcinka powierzchnia utworzona

z trojkata réwnobocznego oraz zestawem trzech tréjkatéw i trzech powierzchni
Rys. 3 stozkowych po bokach (rys. 4). Taka powierzchnia stawiata mniejszy opér

niz odpowiadajaca jej powierzchnia Newtona. Dalsze zmniejszanie wysokosci
prowadzi do nowej powierzchni, w ktorej tréjkat réwnoboczny zastepujemy
kwadratem, potem pieciokatem foremnym, sze$ciokatem, itd. Uzyskujemy
rodzing powierzchni z wielokatem foremnym na gorze, przy czym im mniejsza
wysoko$é, tym wieksza liczba bokéw. Obliczenia numeryczne pokazuja, ze
wygladzenie krawedzi takich powierzchni moze nieznacznie zmniejszy¢ ich
opor. ..

Cgzy istnieje inny spos6b, aby zmniejszy¢ opor stawiany przez powierzchnie
Newtona? Tak!

Wiemy juz, ze porzucenie symetrii poprawito wlasnosci areodynamiczne —
nieobrotowa powierzchnia stawia mniejszy opor. Rezygnacja z wypuklosci
obszaru ograniczonego przez powierzchnie Newtona réwniez zmniejsza jej opér
w ruchu postepowym!

W plaskiej czesci powierzchni Newtona zrobimy zaglebienie w ksztalcie stozka
(rys. 5). Kat « miedzy odcinkiem AB a tworzaca stozka nalezy dobraé¢ mozliwie

4

Rys. 5
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duzy, ale jednoczesnie tak, aby czastka uderzajaca w powierzchnie boczng stozka
po odbiciu nie uderzyla w nia po raz drugi. Optymalna sytuacje zapewnia

kat o = 30° (rys. 6). Wtedy ped przekazany przez czastke oérodka uderzajaca
w wewnetrzna powierzchnie stozka bedzie réwny P - sin® 60° = P - %. Oznacza
to, ze opor stawiany przez powierzchnie o ksztalcie wydrazonego stozka jest

0 25% mniejszy od oporu stawianego przez odpowiadajacy jej plaski fragment

Rys. 6. Zadna odbita czastka nie trafi

w powierzchni¢ boczng stozka, gdy kat a
spelnia nieréwnosé 90° — a > 2a, czyli
o < 30°.

Rys. 7

Rys. 8

powierzchni Newtona. Jedli istnieja powody, dla ktorych wydrazenie takiego
stozka jest niemozliwe (lub niepozadane), to réwnowaznym rozwiazaniem jest
wydrazenie w plaskiej czesci powierzchni Newtona wielu niewielkich rowkéw

w ksztalcie otaczajacych o§ obrotu pierscieni, ktére w przekroju zawierajacym
0§ obrotu maja ksztalt réwnoramiennych trojkatow o kacie 30° przy podstawie
(rys. 7, 8). Oczywiscie rowki (w ukladzie koncentrycznym) mozna zastosowaé do
calej powierzchni, zmniejszajac jej opér (jak sie okazuje, nie wiecej niz o 50%),
ale to nie koniec naszych mozliwosci. . .

Cgzy istnieja bryly o dodatniej objetosci, ktore w ruchu postepowym stawiaja
zerowy op6r? Rowniez tak!

Porzu¢my pomyst udoskonalania powierzchni Newtona i zastanéwmy sie
nad zupelnie nows powierzchnia. Na plaszczyznie rysujemy dwa tréjkaty
réwnoboczne AABC i AA’B'C’ (rys. 9) tak, by wierzchotek C byl $rodkiem
odcinka A'B’, a wierzchotek C’ $rodkiem odcinka AB. Niech A” bedzie

punktem przecigcia odcinkéw AC i A’C’, a B” punktem przecigcia odcinkéw BC
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Rys. 9. Na tym schemacie mozna zmieni¢ kat

XAA’A” = 30° na dowolny kat a < 45°. Wtedy wielkoséé
zaznaczonych tréjkatéw i odleglosé migdzy przeciwleglymi
wierzchotkami A", B’ ustalaja zaleznosci liczbowe

GA”" =GA -tga, GB” = GA - tg2a.

Rys. 10

Parabola jest wykresem funkcji
kwadratowej. Geometrycznie, to zbiér
punktéw plaszczyzny réwno oddalonych
od danego punktu (ogniska) i danej
prostej (kierownicy).
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i B'C’. Rozwazmy tréjkaty réwnoramienne AAA” A’ i ABB" B’

o katach xA” = xB” = 120°. Odcinek A’A” jest réwnolegly do
odcinka B” B (podobnie odcinek AA” jest réwnolegly do odcinka
B"B’). Czastka wpadajaca do tunelu réwnolegle do odcinka A’A
uderza w odcinek A’A”, powiedzmy, w punkcie D. Jej kat natarcia
jest réwny 30°. Po odbiciu uderza w punkt E (taki, ze A’D = B"E),
po czym, poruszajac sie z ta sama predkoscia, opuszcza tunel

w kierunku réwnolegtym do kierunku wlotu. Poniewaz zderzenia
sg idealnie sprezyste, w punktach D i E efektywne sily oporu
(powstale w wyniku tych zderzeri) uzyskaja takie same wartosci,
ale beda przeciwnie skierowane. W konsekwencji opoér wywolywany
przez uderzajaca czastke jest zerowy. Jezeli teraz obrécimy trojkat
ANAA" A" (lub tréjkat ABB" B') wokét osi CC’, to otrzymamy
walec z wydrazona klepsydra (stozkami $cietymi), ktérego ruch
postepowy w kierunku osi A’A odbywa si¢ z zerowym oporem.
Ruch kilku sklejonych takich segmentéw (rys. 10) wzdluz osi
obrotu klepsydr tez odbywa sie z zerowym oporem. Dodatkowo,
gdy liczba segmentéw jest parzysta, tor ruchu czastki ,na wejsciun”
i ,na wyjsciu” pokrywa sie! Zjawisko to wykorzystamy w kolejnej
czesel.

Inna bryle, ktérej ruch postepowy (w kierunku osi) odbywa sie

z zerowym oporem, przedstawia rysunek 11. Zaznaczony kat ma
miarg .-, gdzie m > 5 jest liczba naturalna. Precyzyjne ustalenie
pozostalych parametréow (dlugosci bokéw trapezu, odlegtosci
miedzy trapezami) wymaga troche matematycznej finezji.
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Rys. 11

Aby zaprezentowaé kolejne bryly, ktore moga poruszaé sie ruchem postepowym
bez oporu w kierunku osi obrotu, przypomnimy niezwykla wlasno$é¢ optyczna
paraboli. Promienie $wiatta, wychodzace z ogniska paraboli i odbijajace sie od
powierzchni paraboli (gdzie kat padania jest réwny katowi odbicia), wedruja



Rys. 12. Optyczne wlasnosci paraboli
przedstawia artykul Joanny Jaszunskiej
w A?S.

Zaniedbalismy mozliwosé zmian kierunku
ruchu, wystepowanie energii cieplnej,
strukture materiatu, itp. BadZzmy jednak
optymistami. Wiele istniejacych dzisiaj
rzeczy (rozwiazan) kiedy$ uwazano za
abstrakcyjne.

O niewidzialnych brytach opowiemy
w nastepnej czesci.

i Zadania

Rozwigzania na str.

dalej jako wigzka réwnolegla do osi symetrii paraboli (rys. 12). Réwniez na
odwrét, wiazka promieni réwnoleglych do osi symetrii paraboli — po odbiciu
od ,wewnetrznej strony” krzywej — skupia sie w jej ognisku. Tak samo jest dla
tréjwymiarowej paraboloidy obrotowej otrzymanej przez obrét paraboli wokdt
jej osi symetrii. Idee konstrukcji bryl opartych na tym pomyéle przedstawia
rysunek 13.

S

Rys. 13. Zaznaczone punkty to wspdélne ogniska ,,przeciwnie skierowanych” parabol o wspélnych
osiach symetrii

Niestety, to tylko rozwazania teoretyczne w rozrzedzonym osrodku, ktére
nie uwzgledniaja wielu aspektéw (patrz margines), a ponadto prawdziwe sa
twierdzenia:

Twierdzenie (Alexander Plakhov, Vera Roshchina, 2011).

(a) Istnieje bryla, ktdrej powierzchnia stawia zerowy opdr w przypadku ruchu
w dwoch prostopadiych kierunkach.

(b) Nie istnieje bryla, ktérej powierzchnia stawia zerowy opdr we wszystkich
kierunkach.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1153. Zaglowa 16d7 o masie M = 1000 kg jest unieruchomiona w obszarze
rownikowej ciszy. Kapitan probuje ja ,,uruchomi¢”, wciagajac na maszt skrzynie
o masie m = 200 kg. Jaka maksymalna predkos¢ u moze osiagnac 16dz, jesli
srodek masy skrzyni zostal podniesiony na wysokos¢ h = 20 m, a 16dz znajduje sie
doktadnie na réwniku? Réwnikowy promien Ziemi wynosi R = 6378 km, a doba
trwa T" = 86 400 s.

F 1154. Wykonano pomiary zaleznosci od temperatury, T, ciSnienia pary
amoniaku nad jego faza stala, ps(T'), oraz nad jego faza ciekla, p;(T). Wyniki
z dobrym przybliZeniem opisuja wzory (pg = 1 Pa, Ty = 1 K):

) AT, T,
mPs — o799 3T0M0 P oy g 306310
Do T Do T

Wyznacz wspolrzedne (py, T;) punktu potréjnego amoniaku.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1867. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Znalez¢ wszystkie pary liczb
catkowitych dodatnich a i b takich, ze

a
=+
P

= 2.

Sl

M 1868. Na tablicy wypisano 2026 parami réznych liczb naturalnych wiekszych
od 1. Okazalo sie, ze dla kazdej wypisanej liczby a istnieje co najmniej k par
wypisanych liczb b < ¢, dla ktérych liczba be — 1 jest podzielna przez a — 1.
Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosc k.

M 1869. Dany jest czworokat przestrzenny ABC D, ktérego boki AB, BC,
CD, DA s styczne do pewnej sfery, odpowiednio, w punktach K, L, M i N.
Udowodnié, ze:

(i) punkty K, L, M i N leza na jednej plaszczyZnie, a na czworokacie K LM N
mozna opisa¢ okrag;

(ii) $rodek okregu opisanego na czworokacie K LM N lezy na plaszczyznie
wyznaczonej przez Srodki odcinkéw AC' i BD oraz $rodek sfery.


https://deltami.edu.pl/2018/06/odbicia-w-paraboli/

W Turnieju Mlodych Fizykow
druzyny ztozone z pigciu uczniéow
szkét ponadpodstawowych maja
caly rok, aby przygotowaé
opracowania otwartych zadan z fizyki. Przeprowadzaja
doswiadczenia, tworzg modele teoretyczne i analizuja wyniki.
Podczas zawoddéw prezentuja i bronig swoich rozwigzan oraz
oceniaja wystgpienia innych druzyn, przyjmujac role oponenta

i recenzenta. W ten sposéb ucza sie prowadzenia samodzielnych
badan, uzasadniania pomystéw i pracy w zespole.

Krajowe eliminacje rozpoczynaja sie w styczniu etapem
korespondencyjnym, w ktérym druzyny przesytaja pisemne
opracowania dziesieciu wybranych zagadnien. Najlepsze zespoty
spotykaja sie nastepnie w poétfinatach i finale krajowym,
rozgrywanych w formie potyczek fizycznych. Zwycieska druzyna
reprezentuje Polske w Miedzynarodowym Turnieju Mtodych
Fizykow, ktéry w 2027 roku odbedzie si¢ w Auckland w Nowej
Zelandii. Wiecej informacji oraz terminarz etapéw mozna
znalez¢ na stronie [tmf . org.pl.

Problemy Turnieju Mlodych Fizykéw 2027

1. Wymys$l sam: okulary przeciwsloneczne z otworkami.
Zbadaj, jak optymalnie rozmieéci¢ otworki w nieprzezroczystej
folii, aby wykonane z niej okulary przeciwsloneczne zmniejszaly
natezenie Swiatta i pomagaly korygowaé krotkowzrocznosc.

2. Spektrometr z plyty optycznej. Sciezki danych na
no$nikach optycznych, takich jak ptyty CD i Blu-ray, dzialtaja
jak wysokiej jakosci odbiciowe siatki dyfrakcyjne. Po o$wietleniu
plyty te moga rozszczepiaé¢ $wiatto na sktadowe widmowe.
Zbuduj spektrometr wykorzystujacy taka plyte. Zoptymalizuj
jego konstrukcje celem zmaksymalizowania zdolnosci rozdzielczej
i zminimalizowania aberracji optycznych.

3. Slimacza kula. Wewnatrz wydrazonej kuli znajduja sie
ciezka kulka i pewna ilo$¢ lepkiej cieczy. Taka kula stacza si¢ po
réwni pochylej ruchem niejednostajnym, w zaskakujaco wolnym
tempie. Wyjasnij i zbadaj to zjawisko.

4. Spiewajacy kondensator. Nicktére rodzaje kondensatoréw
ceramicznych emitujg styszalny dzwiek, gdy do ich zaciskéw
zostanie przylozone zmienne napiecie. Zbadaj charakterystyke
wytwarzanego dzwieku i jego zaleznos¢ od istotnych
parametréw, takich jak wartos$¢ i czestotliwosé przylozonego
napiecia oraz wtlasciwosci kondensatora.

5. Wahadlo w ksztalcie litery ,,Y”. Zbuduj wahadto
Bowditcha, ktérego nici uktadaja sie w ksztalt litery ,,Y”.
Zbadaj, jak figury Lissajous, kreslone przez ciezarek, zaleza
od istotnych parametréw.

6. Zobaczy¢ dzwigk. Cienka gumowa membrana jest
naciggnieta na obrecz i wprawiana w drgania za pomoca
gtoénika. Do membrany przymocowane jest malte lusterko.
Odbita od niego wiazka $wiatlta laserowego pada na odlegly
ekran. W pewnych warunkach plamka laserowa kresli zlozone
wzory geometryczne, ktére moga pozostawaé niezmienne lub
zmieniaé si¢ w czasie. Zbadaj zalezno$¢ powstajacych wzoréw
$wietlnych od parametréw wymuszenia i wlasciwo$ci membrany.

7. Tonacy lejek. Gdy odpowiednio ciezki lejek z dtuga szyjka
zostanie wpuszczony do wody w pozycji pionowej, z szyjka
skierowana w dél, wykonuje serie ttumionych drgan pionowych
i stopniowo tonie. Zbadaj ruch i stabilno$¢ tonacego lejka oraz
warunki, w ktérych sie przewraca.

8. Tarcza napedzana ku gérze. Okragtla tarcza jest
zawieszona w punkcie, w ktérym dociskaja ja z obu stron dwa
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kota, dzieki czemu moze swobodnie oscylowaé jak wahadto.
Jedno z kot jest napedzane silnikiem i dziata na tarcze sity
skierowang ku gorze, wprawiajac ja w ruch. Zbadaj ruch tarczy.

9. Fotograficzny efekt bokeh. Efekt bokeh obserwuje

sie na fotografiach, ktére przedstawiaja obiekty znajdujace
sie w réznych odleglosciach od aparatu oraz zawieraja
zaréwno obszary ostre, jak i nieostre. Jedli przed obiektywem
aparatu umiesci sie przestone szczelinowa, w nieostrych
obszarach obrazu moga pojawi¢ si¢ nietypowe anizotropowe
znieksztalcenia, podczas gdy obszary ostre pozostaja
wyrazne i nieznieksztatcone. Zbadaj, jak wlasciwosci i ostrosé
uzyskiwanych obrazéw zaleza od istotnych parametréw.

10. Wir powietrzny. Umie$¢ niewielki magnes w ksztalcie
preta na dnie naczynia wypelnionego ciecza i wpraw go

w ruch obrotowy za pomoca mieszadla magnetycznego. Po
przekroczeniu pewnej predkosci katowej powstaje cienki tunel
powietrzny, siegajacy od powierzchni cieczy az do obracajacego
sie magnesu. Zbadaj i wyjasénij to zjawisko.

11. Izolacja akustyczna. Izolacja akustyczna pomieszczenia
moze zosta¢ pogorszona, jesli drzwi nie s prawidtowo
domkniete, nawet gdy powstala szczelina jest bardzo mala.
Zbadaj, jak ksztalt i rozmiar waskiej szczeliny wptywaja na
transmisje dzwieku.

12. Sztuczka z kropkowang linig. W pewnych warunkach
kawatek kredy przeciaggany po tablicy pozostawia $lad

w postaci okresowego ciagu kropek zamiast cigglej linii, mimo
nieprzerwanego ruchu kredy. Moze tak sie wydarzy¢ roéwniez

w przypadku innych materialéw do pisania i innych powierzchni.
Zbadaj parametry fizyczne wpltywajace na przebieg tego
zjawiska.

13. Wirowe wahadlo. Wahadlo z cylindrycznym cigzarkiem
ustawionym pionowo jest zawieszone nad kanatem, w ktorym
plynie woda. Gdy ciezarek jest czeSciowo zanurzony, przeplyw
cieczy moze wprawi¢ wahadlo w drgania w kierunku
prostopadlym do kierunku przeptywu. Wyjaénij to zjawisko

i okresl, jak zalezy ono od istotnych parametréw.

14. Nienewtonowskie robaki. Gdy znajdujaca si¢

w zbiorniku nienewtonowska ciecz dylatacyjna (z ang. dilatant;
ciecz, ktérej lepkos¢ rosnie odwracalnie wraz ze wzrostem
szybkosci Scinania), na przyklad zawiesina skrobi kukurydzianej
w wodzie, jest wprawiana w pionowe drgania, w pewnych
warunkach z jej powierzchni moga wyrastaé struktury
przypominajace robaki. Wyjasnij i zbadaj to zjawisko.

15. Zimny napdj. Puszke lub butelke napoju o temperaturze
pokojowej mozna schlodzi¢ w pojemniku zawierajacym 16d.
Dodanie do lodu soli i alkoholu moze zwigkszy¢ szybkosé
chlodzenia oraz wpltynaé¢ na koncowa temperature napoju.
Zbadaj, jak istotne parametry wplywaja na najnizsza osiagalna
temperature i maksymalna szybkosé chlodzenia.

16. Karuzela magnetyczna. Do poziomej tarczy
przymocowano kilka magneséw neodymowych, przy czym
sasiednie magnesy zorientowano w przeciwnych kierunkach.
Nad tarcza umieszczono nieruchoma, ustawiona poziomo ptlyte
wykonana z materialu niemagnetycznego. Gdy tarcza obraca sie
wokél osi pionowej, a na ptycie umiesci sie stalows, kulke, kulka
ta moze poruszaé sie w kierunku zgodnym z obrotem tarczy
albo przeciwnym do niego. Zbadaj zjawisko i okreél, jak ruch
kulki zalezy od istotnych parametréw.

17. Opadajaca okladka ksigzki. Pol6z ksigzke poziomo
i pozwdl, by jej czedciowo otwarta okladka opadta. Zbadaj ruch
opadajacej oktadki.


tmf.org.pl
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Inwazja barbarzyncéow

Na méj plecak, oparty w metrze na kolanach, wpelza biedronka. Musiala jakos
na mnie wyladowa¢ w drodze do podziemi. Stracam ja z niechecig pomieszang ze
ztodcia. Zabrano mi rado$é¢ z widoku czerwonego chrzaszcza w czarne kropki, od
kiedy w Polsce rozpanoszyla sie inwazyjna Harmonia z Azji.

Wielbiciele przyrody wystawieni sa teraz na cigzkie préby. Nie da sie juz tak po
prostu kocha¢ wszystkiego, co zywe. Jedne si¢ wielbi, z innymi zaciekle walczy
najbardziej nieprzyjemnymi metodami. Wchodzac do wody w Zatoce Puckiej, czuje
lekkie obrzydzenie na widok setek malenkich rybek — przedstawicieli inwazyjnej
babki byczej — gromadzacych sie wokét moich stép. Krzywie sie, widzac pod koniec
lata piekne stonecznozélte tany nawloci na takach. Ostatnio do listy dopisuje
kolejna rosline, ktéra wyrasta w wielu miejscach miasta: wynioste i smukle drzewo
o réwnie gérnolotnej nazwie: bozodrzew gruczolowaty (Ailanthus altissima).

A wszystko za sprawa francuskiego jezuity i przyrodnika
Pierre’a d’Incarville’a, ktéry w potowie XVIII wieku
przeslal z Chin do Francji nasiona, mylac je z nasionami
cennego drzewa lakowego. Przypadkowy przybysz szybko
jednak trafit do ogrodéw i parkéw w catej Europie,

gdzie przez wiele lat byl uznawany za egzotyczne

drzewo ozdobne. W Anglii bozodrzew nazwano drzewem
niebianiskim (Tree of Heaven) — zapewne z powodu
nieprawdopodobnych mozliwosci tempa wzrostu.
Poczatkowo pnie sie do nieba z predkoscig nawet dwdch
metréw rocznie, dochodzac w ciggu 25 lat az do 15
metréw. Do konica swojego stosunkowo krétkiego (jak na
drzewo) zycia — rzadko przekraczajacego 50 lat — osiaga
imponujaca, dwukrotnie wicksza wysokos¢. Lidcie zlozone
bozodrzewu moga dorasta¢ do okoto 90 centymetrow.

Pnie dwéch takich drzew widze z okien mieszkania na
trzecim piegtrze starej kamienicy, korona jest jeszcze
wyzej. Skacza po niej ptaki, w zagltebieniu miedzy
rozgalezieniami ucina drzemke wiewidrka. Galezie
ocieniaja rozpalony letnim stonicem asfalt na podwoérku.
Skoro niebianska roslina jest taka piekna i wyniosta —
w czym problem?

Boskie drzewo od 2019 roku znajduje si¢ na liscie
inwazyjnych gatunkéw obcych (IGO) w Europie.

Jego gleboko siegajace korzenie rozsadzaja podziemne
struktury, w tym mury, rury, otuliny, instalacje,
fundamenty i utwardzane powierzchnie. Bozodrzew
znakomicie ro$nie w $rodowisku przeksztalconym przez
cztowieka — na nieuzytkach, gruzowiskach, ruinach,

na dachach, w rynnach, terenach zdegradowanych
przez przemyst. Lubi stonice i ciepto, jest odporny

na zanieczyszczenie powietrza, zasolenie, niskie pH,
wysokie stezenie metali cigzkich w glebie, a takze okresy
suszy. Cigcie, wycinanie calych osobnikow, usuwanie
korzeni u roslin starszych niz pie¢ lat pobudza rosline do
gwaltowniejszego wzrostu. Zraniony korzen produkuje
masowo odrosty, czyli nowe pedy wyrastajace nad
ziemie. Do tego dochodzi dziatanie bozodrzewu na
inne roéliny. W swoich tkankach wytwarza substancje
hamujace kielkowanie i wzrost innych roslin. Najsilniej
dzialajacym zwiazkiem jest ailanton, nalezacy do tak
zwanych kwasinoidéow — zwiazkéw, ktore jako pierwsze
wyizolowano z rofliny o wiele méwiacej nazwie gorzkla
wlasciwa (Quassia amara, stad nazwa grupy zwiazkéw).

Bozodrzew gromadzi ailanton w korze, lisciach oraz
aktywnie wydziela go korzeniami. Zrzucajac jesienia liscie,
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zapewnia obecnos¢ trucizny w glebie takze w okresie
zimowego spoczynku i wybudzania si¢ z niego na wiosne.
Niestety bezposredni kontakt cztowieka z rosling moze
dziataé¢ na skére drazniaco i uczulajaco, powodujac m.in.
zaczerwienienie, pieczenie, swedzenie lub stan zapalny,
szczegdlnie po kontakcie z uszkodzonymi czedciami rosliny.
W polaczeniu z niezwykla ekspansywnoscia bozodrzewu
te niezbyt sympatyczne wlasciwoéci sprawily, ze angielskie
Tree of Heaven bywa zlodliwie przerabiane na Tree of Hell.

Nie wiemy jeszcze dokladnie, jaki jest molekularny
mechanizm hamowania wzrostu i kietkowania przez
ailanton. Badania laboratoryjne wykazuja w komérkach
gwaltowny wzrost tzw. reaktywnych form tlenu (ang.
ROS), wolnych rodnikéw, a zatem stres oksydacyjny.

To sytuacja alarmowa dla komoérki — ROS uszkadzaja
wszystkie czasteczki kluczowe dla zycia, poczawszy od
DNA, RNA, poprzez lipidy budujace blony komérkowe
oraz te tworzace mitochondria i chloroplasty, na biatkach
skonczywszy. Dlatego dzialanie ailantonu w konsekwencji
powoduje aktywacje wielkiej liczby gendéw, ktoére koduja
biatka stuzace naprawie i ,,czyszczeniu” komérki

z czasteczek uszkodzonych. Niejednokrotnie kotniczy

sie to jednak Smiercig komorki, kiedy poziom zniszczen
przekracza mozliwoéci naprawy.

Sam bozodrzew unika tego niebezpieczenstwa na

kilka sposobéw. Po pierwsze, produkuje trucizne

z dezaktywujacym tancuchem reszty cukrowej. Jest on
odcinany w momencie wydzielania substancji na zewnatrz
komoérek korzeni. Po drugie, ailanton jest gromadzony

w wydzielonych czeéciach komorki, przez co nie ma dostepu
do tych proceséw, ktére zaburza u innych roslin. Po trzecie,
biatka, z ktérymi ailanton wchodzi w interakcje w procesie
ewolucji, przeszty mutacje, ktére zmienity ich strukture.
To sprawia, ze jego wplyw na fizjologie bozodrzewu jest
znacznie stabszy. W Polsce zmiany srodowiska sprzyjaja
ekspansji bozodrzewu. Susze, pozary i inne zaburzenia
tworza w lasach otwarte miejsca, w ktorych swiattozadne
drzewo moze szybko si¢ zadomowi¢. Odpornosé na

susze i zanieczyszczenia daje mu przewage tam, gdzie
jest duzo stonca. Mimo ze gatunek wystepuje przede
wszystkim w siedliskach przeksztatconych przez cztowieka,
odnotowano tez jego obecnosé poza nimi. Szczegdlnie
podatne na jego ekspansje sa lasy tegowe, ciagnace si¢
wzdtuz dolin rzecznych.

Skuteczny podbdj nowych terendéw jest zwiazany z tzw.
,ucieczka przed wrogiem”. W swojej ojczyznie — Azji



Wschodniej — bozodrzew gruczolowaty nie zachowuje

sie jak niekontrolowany ,najezdzca”, poniewaz przez
tysiace pokolen wspoélistnial z miejscowa przyroda. Jego
populacje ograniczaja tam roélinozercy i patogeny, ktore
przystosowaly sie¢ do wykorzystywania tego gatunku,

a cze$¢ rodzimych roslin nie jest wrazliwa na wydzielane
przez drzewo zwiazki. W Europie bozodrzew uciekl
spod tej naturalnej kontroli i znalazl sie w §rodowisku,
w ktorym jego szybki wzrost, skuteczne rozmnazanie

i tolerancja trudnych warunkéw daja mu duza przewage.

W Azji bozodrzew wykorzystuje sie jako surowiec

dla przemystu drzewnego, hoduje sie na nim takze
jedwabnika. Wreszcie, od wiekéw kora z korzeni
stosowana byla przeciw biegunce, krwawieniu, infekcjom
i niektérym chorobom skéry.

Dlatego od wielu lat bada sig, jak wykorzysta¢ ailanton
we wspotczesnej medycynie. Najwiecej nadziei budzi
jego potencjalne dzialanie przeciwnowotworowe.

W doswiadczeniach na zwierzetach hamuje namnazanie
komorek wielu rodzajéw nowotworéw i moze uruchamiaé
tzw. apoptoze, zaprogramowana Smier¢ komorki. Wyglada
na to, ze ailanton moze dziata¢ na komoérki nowotworowe,
ktore staly sie oporne na leczenie — badano jego dziatanie
m.in. wobec komoérek opornych na cisplatyne. Wciaz

jednak sporo wyzwan przed badaczami. Najnowsze
prace wskazuja mozliwe kierunki, ktore pozwolg ominaé
istotny problem — toksyczno$¢ zwiazku dla zdrowych
komorek. Poszukuje si¢ takich metod, aby ailanton
zabijal nowotwoér, zarazem nie szkodzac tym zdrowym
komorkom.

To my sami sobie $ciaggamy nieszczescia na glowe.
Inwazyjne gatunki nawtoci pochodza z Ameryki Péinocnej;
do Europy sprowadzone zostaly jako rosliny ozdobne

i miododajne. Z czasem wymknely si¢ z upraw i zaczety
szybko kolonizowaé siedliska poza nimi. Babka bycza

do Baltyku przedostala sie wraz z wodami balastowymi
statkéw, a biedronke Harmonie sprowadzono do Niemiec
jako biologiczng bron przeciwko mszycom. Lista gatunkow
inwazyjnych jest bardzo dtuga. Z pewnoscia w dalszej
perspektywie przyroda dzigki ewolucji poradzi sobie

z kolonizatorami. Zapewne kosztem obecnie réznorodnych
(wciaz) ekosysteméw. Z drugiej strony, kiedy mysle

o degradacji Srodowiska spowodowanej przez najbardziej
inwazyjny gatunek na $wiecie, nas samych, moze to takie
wlasnie organizmy sa nasza nadzieja. Te, ktore przezyja
w skrajnie niekorzystnych dla wigkszosci warunkach, gdy
reszta nie da rady?

Marta FIKUS-KRYNSKA

at otwarty 20°: Zbiezny czy rozbiezny?

Barttomiej PAWLIK*

Istnieja szeregi, ktére wygladaja jak éwiczenie
7 pierwszego kursu analizy, a w rzeczywistosci dotykaja,
jednego z trudnych pytani o liczbe 7. Ale zacznijmy
delikatnie, od najistotniejszych definicji i faktéw. Jezeli
an jest nieskonczonym ciagiem liczbowym, to wyrazenie
oo
Zai:a1+a2+a3+...+an+...
i=1
nazywamy szeregiem o wyrazie ogélnym a,,. Jezeli istnieje
skoniczona granica ciggu sum czesciowych

n
g = lim E Qn,
n—oo
i=1

to méwimy, ze dany szereg jest zbiezny do g. Szeregi,
ktore nie sa zbiezne, nazywamy rozbieznymi.
Sztandarowym przykladem szeregu zbieznego jest suma
odwrotnosci poteg liczby 2, natomiast przykitadem
rozbieznego — suma odwrotnoéci liczb naturalnych

(tzw. szereg harmoniczny)
[ee]

1 1

Z o =1, Z - = 00.
n=1 n=1

Podstawowe metody okreslania zbieznosci szeregdéw sa
jednymi z pierwszych zagadnien, z ktorymi studenci sig
zapoznaja na podstawowym kursie analizy matematycznej
— naleza do nich kryteria: poréwnawcze, Cauchy’ego oraz
d’Alemberta. Czasami zdarza mi si¢ prowadzi¢ ¢wiczenia
z analizy dla studentéw informatyki na Politechnice
Slaskiej — zawsze pod koniec zaje¢ na temat szeregéw
proponuje im zbadanie zbieznosci jednego z nich
[e)

> =
n3sin?n’

*Politechnika Slaska

Préby rozwiazania tego zadania czesto okazuja sie dla
studentéw pouczajace, lecz jeszcze nikomu nie udalto sie
tej zbieznosci rozstrzygnaé. Zawsze po kilku nieudanych
(i nierzadko pomystowych!) podejéciach na pocieszenie
oznajmiam, ze ja réwniez nie potrafie tego rozwiazaé

i, z tego co mi wiadomo, w zasadzie nikt nie potrafi.

Rzeczona suma znana jest jako szereg Flint Hills i zostala
przedstawiona w 2002 roku przez Clifforda A. Pickovera
w ksiazce The Mathematics of Oz. Mental Gymnastics
from Beyond the Edge. Dziewigé lat pdzniej okazalo sig, ze
okreslenie zbieznoéci tego szeregu pozwolitoby nam troche
lepiej zrozumieé nature liczby 7. Max Alekseyev wykazal, ze
gdyby szereg Flint Hills byt zbiezny, to liczby wymierne nie
moglyby przyblizaé 7 ,,zbyt dobrze”: wyjatkowo doktadne
przyblizenia musialyby pojawiaé si¢ dostatecznie rzadko.
Pogladowo mozna to uzasadnié¢ nastepujaco:

Zauwazmy, ze wartoéci utamka 1/(n?®sin®n) sa ,duze”
tylko wtedy, gdy mianownik jest bliski 0 — zdarza sie to,
gdy n znajduje sie blisko miejsc zerowych funkcji sinus,
ktérymi sa (jak wiemy ze szkoly éredniej) wielokrotnosci
liczby 7. Zatem elementy szeregu przyjmuja duze wartosci
dla takich par liczb naturalnych n i k, dla ktérych n = k,
co jest réwnowazne z n/k ~ w. Zbieznos$é szeregu zalezy
wiec od tego, czy takie wyjatkowo dobre przyblizenia
liczby m pojawiaja sie¢ dostatecznie rzadko.

Okreslenie zbieznosci szeregu Flint Hills zostawiam moim
studentom — oraz Czytelnikom — jako zadanie domowe.
Wszak Paul R. Halmos w przedmowie do podrecznika

A Hilbert Space Problem Book sformutowal bardzo
przydatna zasade dydaktyczna: The only way to learn
mathematics is to do mathematics.



Jak pozyton, czagstka antymaterii, zrobil zawrotna kariere

*Instytut Fizyki Jadrowej PAN

Rys. 1. Anihilacja pozytonu i elektronu
»W spoczynku”. W tym przypadku
elektron posiada ped p, ktéry sprawia, ze
kwanty anihilacyjne odchylaja swéj lot od
kolinearno$ci o niewielki kat: 6 = pr/mec,
a ich energia, w wyniku efektu Dopplera,
nieznacznie zmienia wartosé

o AE = prc/2, gdzie pr i pr to rzut
pedu elektronu na kierunek réwnolegty

i kierunek prostopadly do kierunku ruchu
kwantu.

Rys. 2. Gdy spiny anihilujacych czastek
sg ustawione réwnolegle, nastepuje
anihilacja tréjkwantowa, stad kierunki
emisji fotonéw ustawione sa pod

katem 120°, a kazdy foton ma ciaggle
widmo energii.

Mozliwa jest tez anihilacja na wiecej
kwantéw zgodnie ze wzorem:

(=)™ = (=1)E*5, gdzie n to liczba
kwantéw anihilacyjnych, a L i S to kret
orbitalny i calkowity spin anihilujacych
czastek.

Jerzy DRYZEK*

Jednym z niezwyklych odkry¢ ubieglego stulecia bylo to, ze w naszym $wiecie
moga istnie¢ zaréwno czastki, jak i ich antyczastki, czyli materia i antymateria.
W zasadzie Wszech$wiat mégltby by¢ zbudowany z antymaterii i nikt by si¢ nie
zorientowal, ale z jakiego$ powodu tuz po Wielkim Wybuchu co$ zaburzyto te
symetrie. Wiekszosé pierwotnej materii i antymaterii ulegta anihilacji, jednak
niewielka cze$¢ materii, ktora nie miata z czym anihilowaé, postuzyla do
zbudowania obecnego $wiata.

Pierwsza odkryta antyczastka, ku zaskoczeniu jej odkrywcy Carla Davida
Andersona (1932 r.), byl pozyton, czyli antyelektron lub inaczej dodatnio
naladowany elektron. Istnienie pozytonu, ktoére przewidzial wczesniej

Paul Adrien Maurice Dirac (1928 r.), jest efektem relatywistycznym. Pozyton
szybko zrobil oszatamiajaca kariere. Przede wszystkim dlatego, ze ulega

on anihilacji z napotkanym przypadkowo elektronem, produkujac dwa
wysokoenergetyczne tzw. fotony anihilacyjne, o energii m.c? = 511 keV

kazdy, gdzie m,. to masa spoczynkowa elektronu, a ¢ to predko$é¢ $wiatta. To
stosunkowo twarde promieniowanie, ale jego obecno$¢ jednoznacznie swiadczy

o obecnosci pozytonu. W istocie proces anihilacji nie jest taki niezwykly. Masa
spoczynkowa anihilujacych czastek zamienia sie w energie, a doktadnie w bozony
oddziatywania miedzy nimi. W przypadku pozytonu i elektronu sa to fotony,
nosniki oddzialywania elektromagnetycznego, ale juz w przypadku protonu

i antyprotonu pojawiaja si¢ tez i mezony. Wszystkie prawa zachowania sa tu
spelnione. Jedli para w momencie anihilacji ma spiny ustawione w przeciwnych
kierunkach, i czastki sa w spoczynku, to fotony anihilacyjne rozbiegaja sie
dokladnie w przeciwnych kierunkach. Sa tez spolaryzowane liniowo, ale
plaszczyzny ich polaryzacji sa prostopadle (rys. 1). Dodatkowo fotony te sa
splatane kwantowo. Suma spinéw poczatkowo byla rowna zero, wiec i suma
spinéw czastek po anihilacji tez jest zero. To kwantowe splatanie zaobserwowano
takze w urzadzeniu o nazwie J-PET na Uniwersytecie Jagiellonskim. Kanal
anihilacji na dwa kwanty, cho¢ najbardziej prawdopodobny, nie jest jednak
jedynym. Rownolegte ustawienie spinéw daje w wyniku anihilacji trzy kwanty,
rozbiegajace sie pod katem 120°, ale ich energia ma ciagle widmo energetyczne,
ucinajace si¢ na energii 511 keV (rys. 2). Tu réwniez wystepuje polaryzacja
fotonéw, dwa sa spolaryzowane w plaszczyznie wyznaczonej przez trajektorie
fotonéw z wektorem elektrycznym prostopadtym do niej, a jeden z réwnolegltym.
Suma spinéw takich fotonéw jest réwna 1 (w jednostkach stalej Plancka £).

Przetomowym momentem w karierze pozytonu byto odkrycie Sergia
DeBenedettiego i wspdélpracownikéow w 1949 roku. Obserwowali oni nastepujace
zjawisko. Emitowany ze zrédel radioaktywnych podlegajacych rozpadowi 3T
pozyton ma bardzo wysoka energie kinetyczna, na przyklad dla izotopu 2?Na
ich maksymalna warto$é to okoto 0,545 MeV. Taka czastka implantowana
(wprowadzona) do materii podlega zderzeniom elastycznym i nieelastycznym

z jadrami atomowymi i elektronami, stopniowo wytracajac swoja energie, az

w konicowej fazie lotu rozprasza sie tylko na fononach (czyli kwantach drgan sieci
krystalicznej) i osiaga energie drgan termicznych, tj. okolo 25 meV. Zjawisko

to nazywamy termalizacja. Méwi sie wiec, ze implantowany do metalu pozyton
ulega termalizacji, a rozklad katowy fotonéw anihilacyjnych jest okreslony tylko
przez rozklad pedéw elektronéw. Jak pokazal Paul Dirac, prawdopodobienstwo
zajdcia anihilacji jest w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalne do wzglednej
predkoéci pozytonu i elektronu, stad tzw. anihilacja ,,w locie”, tj. podczas utraty
kinetycznej energii, zdarza sie bardzo rzadko (rys. 3). Ponad 98% pozytonéw
anihiluje po stermalizowaniu, gdy predko$é wynosi okoto 5 x 10 m/s, ale jest ona
i tak mniejsza od predkosci elektronéw i nazywamy to anihilacja ,w spoczynku”
(jak na rysunku 1). To wlasnie otworzylo droge do detekcji struktury pasmowej
elektronow, a w szczegélnoéci badan nad tzw. powierzchnia Fermiego.
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Rys. 3. Anihilacja ,w locie”, ped

Juz w 1934 roku Stjepan Mohorovici¢ przewidywal istnienie stanu zwiazanego
pozytonu i elektronu (podobnego do atomu wodoru ztozonego z protonu

i elektronu). Stan taki nazywamy pozytem (ang. positronium). Uklad ten

w stanie podstawowym moze mieé¢ spin o wartosci 0 (tzw. stan singletowy) lub 1
(tzw. stan tripletowy). Moze wystepowaé réowniez w stanach wzbudzonych. Pozyt
zostal zaobserwowany w roku 1951 przez Martina Deutscha w pomiarach czasu
zycia pozytonow implantowanych do gazéw. Pomiar taki wykorzystuje fakt, ze
jadro 22Na, po emisji pozytonu, przeksztalca sie w jadro wzbudzone ?2Ne, ktére

pozytonu jest znacznie wigkszy

w stosunku do pedu elektronu.
Emitowane anihilacyjne fotony maja
ciggle widmo energii — od pewnej
minimalnej do maksymalnej wartosci
zaleznej od energii pozytonu. Kat 6
miedzy kierunkami emisji tych fotonéw
zalezny jest od ich energii.

po czasie okolo 2 x 10712 s = 2 ps emituje kwant gamma o energii 1,27 MeV.
Jest on znacznikiem narodzin pozytonu. Wystarczy wtedy uruchomié zegar

i poczekaé, az pojawi sie foton anihilacyjny o energii 511 keV. Otrzymujemy
zbior wartosci odstepéw czasow, ktore tworza tzw. widmo czasow zycia,
charakteryzujace si¢ wykladniczym zanikiem, z ktérego mozna wyznaczy¢ $redni
czas istnienia pozytonu. Wielkos$¢ ta charakteryzuje materie, w ktérej anihiluje

pozyton. Zanim jednak dojdzie do anihilacji, pozyton moze z napotkanym
elektronem utworzy¢ stan zwiazany, czyli pozyt. Obliczenia teoretyczne pokazaly,
ze stan singletowy pozytu w prézni anihiluje po okoto 125 ps, natomiast
tripletowy po czasie znacznie dltuzszym, bo okoto 145 ns. Obecno$éé¢ wladnie

tej dhugiej sktadowej czasu zycia, stwierdzona przez Martina Deutscha byta
dowodem na istnienie pozytu. O ile pomiary widm czaséw, z uwagi na ich
bardzo male wartosci, byly wowczas dla eksperymentatorow wyzwaniem, o tyle

sie¢ krystaliczna

dzis, cho¢ wymaga to i tak specjalistycznej aparatury, sa powszechnie stosowane.

Stwierdzono, ze pozyt tworzy sie w cieczach, ale i oérodkach molekularnych,
np. polimerach. I tu mile zaskoczenie. Pozyt w stanie tripletowym w tych
osrodkach ma znacznie krétszy czas zycia niz ten w prézni, a to z uwagi na

wakancja

duza liczbe elektronéw wokot. Pozyton, zamiast czekaé az zanihiluje z wlasnym

N elektronem, anihiluje z elektronem otoczenia. Redukcja czasu zycia jest

\

znaczna, bo do wartosci kilku nanosekund, i — jak stwierdzono — zalezy $cisle
od rozmiaru pustki, w ktérej tworzy sie ten stan. W splatanych molekutach

powstaja naturalne obszary wolne od atoméw i elektronéw o promieniu od 0,1

do 0,3 nm. Wlaénie w takich obszarach lokuje si¢ pozyton. Wychwytujac

\ S elektron i korzystajac z dostepnego miejsca, tworzy z nim stan zwigzany.
Zaleznos¢ miedzy tak stwierdzonym czasem a promieniem tej pustki stuzy dzis
do charakteryzowania polimeréw na poziomie molekularnym. Jesli w materiale

Rys. 4. Trajektoria ruchu pozytonu
w sieci krystalicznej i jego lokalizacja
w wakancji, pustym miejscu po atomie.

sa wieksze pory o rozmiarach rzedu 10 nm, to pozyt dozywa w nich nawet
100 ns. Dzi$ jest to uznana metoda wyznaczania rozmiaréw poréw, tzw.

porozymetria pozytonowa.

Charakterystyczny jest fakt, ze pozyton w materii nie
jest probnikiem lokalnym. Stermalizowany, w idealnej
sieci krystalicznej pokonuje duze dystanse, gtéwnie

w obszarach miedzyweztowych na drodze okoto

0,5 pm. Jego czas zycia jest w przyblizeniu odwrotnie
proporcjonalny do panujacej tam gestosci elektronowej.
Moze réwniez wnikaé¢ w obszar rdzenia atomowego, ale
z uwagi na dodatnio naladowane jadro atomowe, ktore
go odpycha, zdarza si¢ to rzadko. Anihilacja zachodzi
najczesciej z elektronami walencyjnymi (rys. 4).

Gestosé elektronowa jest rézna w réznych metalach,
stad i czas zycia implantowanego do nich pozytonu
zmienia sig, np. w zelazie to 106 ps, podczas gdy

juz w magnezie 225 ps. Tak jest w idealnej sieci
krystalicznej. Najczesciej jednak sieci zawieraja rézne
defekty, np. pustke po atomie, czyli tzw. wakancje
(rys. 4). Dodatni pozyton, skanujac duzy obszar, moze

zosta¢ w takim miejscu ztapany jak w studni potencjatu.

Poniewaz jest tam mniejsza gesto$é elektronowa,
czas zycia tak zlokalizowanego pozytonu wyraznie
sie zwigksza, np. w wakancji w zelazie to juz 170 ps,
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a w magnezie 250 ps. Defekty, takie jak wakancje, ich

skupiska, dyslokacje czy granice ziaren sa powszechne

w materiatach, a dokladne kwantowe obliczenia czasu

zycia pozytonéw w nich zlokalizowanych pozwalaja

w oparciu o pomiary widm czasowych na identyfikacje
defektéw. To dzis ogromny obszar badan rozwijany od
lat szesédziesiatych ubiegtego wieku, znany pod nazwa
spektroskopii anihilacji pozytonéw.

Prace Allena P. Millsa juniora i Kelvina G. Lynna
w latach 1978-1979 przyniosty kolejne zaskakujace
odkrycie. Stermalizowany pozyton, btadzac
przypadkowo tuz przy powierzchni probki, moze
zostaé z niej wyrzucony z energia okoto 2 eV.

Jest za to odpowiedzialna ujemna praca wyjscia
pozytonéw (stwierdzona w niektérych metalach,
np. w wolframie). Takim wyrzuconym powolnym
pozytonem latwo juz manipulowaé. Za pomoca
pola elektrycznego i magnetycznego formuje sie
skupiong wiazke pozytondéw, ktére mozna w polu
elektrycznym przyspieszy¢ do zadanej energii. Prawie
monoenergetyczne pozytony implantowane sa do



materii, ale juz blisko powierzchni, bo na gltebokosciach
ponizej 1 pm. Wydajnos$é takiego moderatora (czyli
spowalniacza) jak wolfram jest niewielka, bo na 10*
pozytonéw implantowanych ze zrédia 22Na tylko jeden
jest wyrzucany z rownie niska energia. Pomimo tego
jest to wystarczajace, aby uzyskaé¢ strumien — jak je
nazywamy — powolnych pozytonéw. Powstal tu ogromny
obszar badan dotyczacy defektow zlokalizowanych

przy powierzchni, np. w pélprzewodnikach istotnych

z punktu widzenia wspoélczesnej elektroniki. Mozna juz
dzi$ méwié o tzw. profilometrii pozytonowe;j.

O ile zrédla pozytonéw emitowane w rozpadach S+

nie sa zbyt wydajne, o tyle zastosowanie liniowych
akceleratoréw elektronowych pozwala uzyskaé¢ naprawde
wysokie wydajnosci. Przyspieszony we wspomnianych
akceleratorach do energii okolo 30 MeV elektron
uderza w tarcze, np. wolframowa, produkujac podczas
hamowania ogromny strumieri fotonéw. Jesli taki foton
znajdzie sie w poblizu jadra atomowego, to w procesie
kreacji moze zamienié sie¢ w pare pozyton—elektron.
Tarcza wolframowa wypelnia sie pozytonami, z ktérych
czes¢ jest wyrzucana na powierzchnie, a dalej procedura
przebiega jak wyzej. Uzyskane w ten sposéb strumienie
powolnych pozytonéw sa o trzy, cztery rzedy wielkosci
wicksze niz w przypadku uzycia emiteréw 5. Pozwala
to przymierzy¢ sie do naprawde marzycielskich
pomystéw, takich jak na przyktad laser z uzyciem
pozytu, czy kondensat Bosego—Einsteina pozytondow.
W takiej instalacji, jaka znajduje sie w Instytucie
Fizyki Promieniowania w Dreznie-Rossendorfie, wiazke
dodatkowo szatkuje sie na paczki, ktére w rownych
odstepach czasu uderzaja w prébke, ale na glebokosci
juz ponizej 0,2 pm. Dalej za pomoca specjalnej aparatury
mierzy sie w tym obszarze widma czaséow zycia. Widmo
takie juz po czasie kilku minut zawiera okoto 107
zliczen anihilacyjnych zdarzen. W japonskim Instytucie
Nauki o Strukturze Materialow w Tsukubie uzywa

sie tak uzyskanej wiazki do dyfrakcji pozytonéw na
powierzchni krysztaléw. Dodatnio natadowany pozyton,

poruszajac sie pod niewielkim katem do badanej
powierzchni, skanuje tylko pierwszg warstwe atomowa,
nie wnikajac do wnetrza struktury. Dyfrakecyjny obraz
rozproszonych pozytonéw powstaje na luminescencyjnej
tarczy ustawionej prostopadle do tej powierzchni.

Na konicu nalezy wspomnieé¢ o diagnostycznej

technice medycznej nazwanej PET, czyli tomografii
pozytonowej. Komérki guzéw nowotworowych
rozwijajace sie u chorych oséb, charakteryzuja sie
wysokim zapotrzebowaniem na glukoze, znacznie
wyzszym niz zdrowe komoérki. Wystarczy do glukozy
przytwierdzi¢ A1 izotop, na przyktad '8F, i wstrzyknaé
tak przygotowany preparat do ciala pacjenta. Izotop
ten, z czasem polowicznego zaniku okoto 110 min.,
emituje pozyton — ktéry przeciez musi anihilowaé¢, bo
elektrony sa wszedzie — produkujac dwa kolinearne
kwanty. Wystarczy teraz otoczy¢ pacjenta detektorami
i zrekonstruowa¢ mape miejsc anihilacyjnych zdarzen.
Tam, gdzie izotopu bedzie najwiecej, a wiec w samym
guzie nowotworowym, detektor ujawni wieksza liczbe
anihilacji niz w otoczeniu. Pozwala to zlokalizowaé
samego guza, jesli sie rozwija, i okredli¢ jego rozmiar.
Istnieja juz w naszym kraju osrodki prowadzace taka
diagnostyke, ktéra staje sie standardowa metoda

w diagnozie i terapii nowotworowe;j.

Jesli Czytelnik chcialby zapoznac sie blizej z anihilacja pozytonow,
autor zacheca do odwiedzenia strony: |ifj.edu.pl/private/jdryzek/|

Jako autor zajmujacy sie od wielu, wielu lat technika
anihilacji pozytonéw, jestem pewien, ze jeszcze

nieraz nas zaskocza. Pozyton to lekka czastka,

o stosunkowo malej masie spoczynkowej, tatwa do
wyprodukowania w energetycznych procesach. Moze
by¢ ona pomocna w poszukiwaniu rozpadu protonu
czy rozpadu czastek ciemniej materii. Jakie$ anomalne
zachowania w strumieniu pozytonéw, docierajacych

z kosmosu, moga by¢ sygnatem takich proceséw. Fakt,
ze pozytony sa obecne w centrum naszej galaktyki jako
wynik rozpadéw izotopéw promieniotwoérczych zostat
stwierdzony juz dawno, ale czy tylko tam?

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Przyktadowa pozycja koricowa na planszy
7 X 5, na ktérej ukryto 6 min.

Zagrajmy w Sapera Tomasz CIESLA*

Czytelnicy, ktérzy mieli styczno$é ze starszymi wersjami systemu operacyjnego
Windows, z pewnoscia korzystali z dostepnych tam pasjanséw Solitaire

i FreeCell oraz gier: zrecznosciowej Pinball, karcianej Kierki czy logicznej Saper.
W artykule przyjrzymy sie blizej ostatniej z nich.

Zasady

Gra w Sapera polega na odkrywaniu pél prostokatnej planszy m X n, na ktérej
ukryto k£ min (liczba ta jest znana uczestnikowi przed rozpoczeciem rozgrywki).
Miny rozmieszczone sg losowo — kazdy uktad pojawia sie w grze z takim samym
prawdopodobienstwem. Gdy pole z mina zostanie odkryte, dochodzi do wybuchu,
a gracz przegrywa. W przeciwnym razie na odkrytym polu pojawia sie liczba
sasiednich pdl, na ktérych sa ukryte miny (pola sasiaduja, jesli stykaja sie
bokiem lub wierzchotkiem). Celem gry jest zlokalizowanie wszystkich min.

Dla przejrzystosci, pola z zerem wyswietlane sa jako puste, a zeby przyspieszy¢
rozgrywke, odkrycie takiego pola automatycznie odslania réwniez wszystkie pola
sasiednie. Gracz ma mozliwo$¢ stawiania flag na polach — oznacza w ten sposéb
miejsca, w ktérych znajduje sie mina.
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Podstawowe techniki

Liczby na odstanianych polach daja graczowi informacje,
ktore mozna wykorzystaé¢ do lokalizacji min. Czesto ze
stuprocentowa pewnoscia uda nam si¢ odkry¢ pole lub
oznaczy¢ je flaga. Przydatne sa nastepujace dwie proste
obserwacje.

o Jesli na polu jest liczba j i pole to sasiaduje
z dokladnie j nieodkrytymi polami, to na kazdym
z nich jest mina.

e Jesli na polu jest liczba j oraz postawilidmy juz
j flag na polach sasiednich, to mozna odkry¢
pozostate sasiednie pola.
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Na zaznaczonych polach

A : Zaznaczone pola
znajdujg si¢ miny.

mozna odslonié.

Na prawym diagramie mozna odstonié¢ jeszcze dwa pola, ale wymaga
to innych obserwacji niz powyzsze. Ktére to pola?

Co najmniej, co najwyzej, dokladnie. ..

Nastepujacy tatwy do uzasadnienia fakt daje przydatna
regute wnioskowania.

Fakt. Zalézmy, ze a; < b; dla kazdego i =1,2,...,j
oraz y J_,a; = > 1_, b;. Wowczas a; = b; dla kazdego
i=1.2....].

T EREE BN d_ 11 Al3ql |
am AlBlcl1 1]
. |
I S BN
1 HJ_
|

Zobaczmy, jak zastosowaé ten fakt na powyzszym
przykladzie. Oznaczmy niektore pola literami A, B i C,
tak jak przedstawiono to na diagramie. Wéwczas pola A
tacznie skrywaja co najwyzej jedna mine (gdyz sasiaduja
z polem z jedynka), pole B skrywa co najwyzej jedna
mine (jest to oczywiste — mina albo jest, albo jej nie ma),
a pola C — lacznie co najwyzej jedna mine (analogicznie
jak dla p6l A). Ale laczna liczba min w polach A, B

i C to trzy. Z faktu wynika wiec, ze we wszystkich
powyzszych szacowaniach zachodza rownosci. Stad mina
jest na jednym z pol A, na polu B oraz na jednym z pél
C. Co za tym idzie, mozna postawié¢ flage na polu B,

a pokolorowane pola — odstonié.

Jak tu grac?

Koncéwka gry

Rozwazmy sytuacje przedstawiona na ponizszym
diagramie.
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Wyglada na to, ze jesteSmy skazani na $lepy strzal, gdyz
miny mozna umiesci¢ na trzy rézne sposoby: w dwoch
skrajnych polach lub w jednym ze Srodkowych pdl.
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Jezeli jednak jest to koncéwka gry i sa to jedyne
nieodkryte pola na planszy, to gra jest wygrana.

W trakcie rozgrywki nad plansza wy$wietlana jest liczba min
pomniejszona o liczbe postawionych flag.

Wiemy bowiem, ile min zostato do znalezienia. Jesli
do zlokalizowania zostaly dwie miny, to znajduja sie
one w skrajnych polach — odkrywamy dwa srodkowe
pola i wygrywamy. Jedli do znalezienia zostata jedna
mina, to znajduje si¢ ona w jednym ze srodkowych pél.
Odkrywamy skrajne pola i na podstawie ujawnionych
liczb lokalizujemy mine.

Rzuémy okiem na inny przyktad.
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Miny mozna umiesci¢ na cztery rézne sposoby. Jedli
do zlokalizowania zostala jedna lub trzy miny, to
gra konczy sie zwyciestwem. Jedli zas zostaly dwie
miny, jesteSmy zmuszeni do odkrycia losowego pola

i wygrywamy z prawdopodobiefistwem 2.

2
| | |
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Czesto nie da sie bezpiecznie odkry¢ zadnego pola ze stuprocentowa pewnoscia.
W takiej sytuacji pozostaje tylko strzal w niepewne pole. Przy odrobinie

W grze doste¢pne sg tez: poziom
$redniozaawansowany (16 X 16, 40 min),
poziom ekspert (30 X 16, 99 min) oraz gra
na planszy o wymiarach i liczbie min
wybranych dowolnie przez gracza.
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szczescia nie trafimy w mine i gra toczy sie dalej. Jak pomoc szczedciu? To jasne
— nalezy odkrywaé pola o niskim prawdopodobienstwie posiadania miny.

Wezmy pod uwage nastepujacy przyktad. Gramy na poziomie poczatkujacym
(10 min na planszy 9 x 9). W pierwszym ruchu odsloniliémy lewe gérne pole



Mozna obliczyé¢, ze wynosi doktadnie
1386 ~ 12,09% — przeprowadzenie
stosownego rachunku pozostawiamy
Czytelnikowi Pracowitemu.

i ujrzelidmy jedynke. W tym momencie prawdopodobienstwo, ze na sasiednim
polu jest mina, wynosi %, a na polu niesasiadujacym — % ~ 11,69%. Aby
zminimalizowaé ryzyko przegranej, odstoniliSmy pole niesasiadujace z naroznym
polem, a konkretnie w pierwszym wierszu i trzeciej kolumnie. Znowu odkryta
zostalta jedynka. Ktére pole teraz najlepiej odstoni¢? Przed przeczytaniem
dalszej czesci tekstu proponujemy Czytelnikowi zastanowié¢ sie nad tym

samodzielnie.

1Bl1C 1Bl1C
1] |1 %BCC %ch
1B|1 .| 1Bl1cll
%BCC %ch
1 Bl1Cl. 1B[1C
%BCC %ch

Obliczmy. Oznaczmy pola literami A, B, C tak jak na diagramie. Jesli

pole A nie zawiera miny, to jedno z p6l B zawiera mine i wtedy pola C sa
puste — dwie mozliwe opcje. Jesli zaé pole A zawiera mine, to pola B sg puste
i jedno z pél C zawiera mine — trzy mozliwosci w tym przypadku. Lacznie
mamy pie¢ scenariuszy, z ktérych wynika, ze pole A zawiera mine

z prawdopodoblenstwem pa = 2 = 60%, a pola B i C z prawdopodobienistwem
pB = pc = ¥ = 20%. Jakie jest prawdopodoblenstwo ze pole nieoznaczone
litera ma mln@7 W dwoéch z pigciu oplsanych scenariuszy prawdopodobienstwo
to Wyn051 ﬁg a w trzech pozostalych . Szukane prawdopodobienistwo wynosi
% =5+ g 3‘%25 ~ 11,51%. Najleplej wiec odslonié pole niesasiadujace

Z odkrytyml dot@d polami.

Czy doszedles, Drogi Czytelniku, do takich samych wnioskow? Jezeli tak, to. .
pomylites sie! Okazuje sie, ze powyzsze wyliczenia sg niepoprawne i prowadza
do blednej odpowiedzi. Co poszlo nie tak?

Uktady, w ktérych mina znajduje sie na jednym z pdél B, wystepuja znacznie
czedciej niz pozostale uklady. Dlaczego? Po umieszczeniu miny na jednym

z dwéch pol B pozostaje 9 min do ustawienia na 73 polach. Liczba takich
ukladéw to 2 - ( ) Jedli zas pozostawimy oba pola B bez min, to musimy
postawi¢ mine na polu A oraz druga mine na jednym z trzech pél C. Pozostalo
8 min do umieszczenia na 73 polach — takich uktadéw jest 3 - (783).

Poprawnie obliczone prawdopodobienstwa to:

() o
= — 2 = — 17,2
R ER v R
G e
-9 2% 4140
Ry
73
po— )9 g

3- (%) +2-(y) 157
Przy tym prawdopodobienstwo, ze pole nieoznaczone zadng litera zawiera mine,
jest zblizone do zageszczenia min na planszy, czyli rowne okoto 10 ~ 12,35%.

Mamy werdykt: najbezpieczniej jest odkry¢ jedno z pdl C.
Wybierz madrze

Rozwazmy ponizsza sytuacje.

Moo s =

N =
o=

|
Rimm ==

LI
o =

14



Szybka analiza pokazuje, ze brakuje dwéch min i moga by¢ one rozmieszczone
na trzy sposoby.

[afafafafafa]] [afafxfafafa]] Hafafafafafa]
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Wynikaja stad takie oto prawdopodobienstwa trafienia na mine.
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Wyglada na to, ze najbardziej oplaca sie strzeli¢ w jedno z p6l B, C, D, E i nie
ma znaczenia, ktore z nich wybierzemy.

Czy aby na pewno? Okazuje sie, ze odsloniecie pola D lub pola E jest tak samo
nierozsadne, jak odstoniecie pola A! Najlepszy ruch to odkrycie pél B i C.

Przyczyna jest nastepujaca: po strzale w pole D badz E, jesli nie trafimy
w mine, znowu trzeba strzela¢! Prawdopodobienistwo wygranej wynosi 2 - £ = 1

3 2 3
| | | |
Hafafafafafz] Jxfafafafzfa] dajafafafafa] Jxjafafafzfa]
1|3f2[3a(2] [[z]af2[3]x(2] 13(2[3]a(2] [[1]af2[3]x[2]
12 12 12 12 12 1]2 12 1]2
12 _j4/3/2 |12 143[2 1]2 312 1]2 312
132 w1 132 xf1 1/1(2]2]1]1 1/1(2]2]1]1
Jesli pole D nie ma miny, to ma czwérke. Jesli pole E nie ma miny, to ma dwdjke.

Z kolei przy strzatach w pola B i C, jedli nie trafimy w mine, to jedna mina jest
na polu A, a druga na jednym z pél D, E. Na ktorym? O tym dowiadujemy sie
na podstawie liczby odstonietej na polu B. Nie ma potrzeby strzelania, a szansa
na sukces wynosi % — jest dwa razy wieksza niz dla pozostalych pél.
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Jesli pola B i C nie majg miny, to w C jest tréjka, a w B czwérka lub tréjka.
Na deser
Ten przydlugi tekst zakonczymy zadaniem do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie. Znajdz wszystkie pola, ktore mozna bezpiecznie odkry¢, oraz
wszystkie pola, ktore na pewno zawieraja mine:

2(x(2] [1]x |

2/1(3]1]2]2 2(1/3 1

2[3 1 I N 1
1[2]2|]1 IEi2i2 min 23w
- 444 SEE

Odpowiedzi znajduja sie na stronie

Gdzie pogra¢ w Sapera? W sieci dostepnych jest wiele implementacji gry. Autor
artykulu goraco poleca strong minesweeper.online,
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* Politechnika Gdanska
Kontakt: igorjankowwski@gmail.com

O problemie krojenia tortu i jego
rozwigzaniu za pomoca lematu Spernera
mozna przeczytaé w Ago.

CPU to procesor, GPU to karta graficzna,
nazywana tez dawniej akceleratorem
graficznym.

Rozwigzania zadan ze strony
Zakolorowane pola mozna odslonic.
Krzyzyki wskazuja miejsca, w ktérych
na pewno jest mina.
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Wektory zamiast tortu — sprawiedliwy
podzial w wielu wymiarach
Igor JANKOWSKI*

Mozna podzieli¢ co$ idealnie po réwno i zmarnowaé przy tym jedna trzecia. Ten
pozorny paradoks zna kazdy administrator klastra obliczeniowego: uzytkownicy
dostaja identyczne przydzialy procesorow i kart graficznych, a mimo to czes¢
maszyn stoi bezczynnie ze wzgledu na zréznicowane zapotrzebowanie na te
zasoby. Jest w tym duzo podobienstwa do tzw. problemu krojenia tortu, ktéry
Hugo Steinhaus postawitl w latach czterdziestych XX wieku. Nasz tort jest
jednak specyficzny, nie kazdy kawalek da sie z niego wykroié. Przyjrzyjmy sie tej
trudnosci na konkretnym przykltadzie.

Rozwazmy klaster obliczeniowy o pojemnosci C = (180 CPU, 180 GPU).
Uzytkownik A zajmuje sie analityka danych i potrzebuje do kazdego zadania
wektora Dy = (2 CPU,1 GPU). Uzytkownik B trenuje sieci neuronowe,
wymagajac Dp = (1 CPU,3 GPU). Zakladamy przy tym, ze ich popyt jest
nienasycony — obaj maja w kolejce setki proceséw i chca zréwnolegli¢ obliczenia
na tyle, na ile pozwoli im sprzet.

Naturalnym podejéciem wydaje sie podzial kazdego z zasobéw po rowno
(Maz—Min Fairness). Limitujemy uzytkownikéw do 50% serwerowni,
udostepniajac im maksymalnie 90 CPU oraz 90 GPU. Przy naiwnym podziale
,,po rowno” kazdy otrzymuje przydzial ograniczony przez ten wymiar, ktory
wyczerpie sie u niego jako pierwszy. Biorac pod uwage takie obostrzenia,
uzytkownik A zdota uruchomié jedynie 45 zadan, poniewaz wyczerpie
przydzielong pule procesoréw (45 x 2 = 90 CPU) — mimo ogromnego zapasu
przyznanych mu kart graficznych. Z kolei uzytkownik B zostanie zablokowany
przez limit akceleratoréw, uruchamiajac zaledwie 30 zadan (30 x 3 = 90 GPU).
Lacznie zuzyja 120 CPU i 135 GPU. Reszta cennych zasobéow — 60 CPU

i 45 GPU — bedzie lezala odlogiem.

Kolejnym rozwazanym podejéciem jest naiwny mechanizm rynkowy ze stalymi
cenami. Nadajemy zasobom réwne wartosci. Poniewaz serwerownia sklada

sie z 360 jednostek, przy cenie 10 kredytow za sztuke jej warto$é¢ wynosi 3600
kredytéw. Dajemy kazdemu z uzytkownikéw budzet w wysokosci 1800 kredytow.
Uzytkownik A sfinansowalby z tego 60 swoich zadan, a uzytkownik B kupitby
ich 45. Lacznie generuje to zapotrzebowanie na 165 CPU oraz az 195 GPU.
Drugi zaséb przekracza fizyczne mozliwosci klastra. Gdybysmy chcieli rozwiazaé
ten problem poprawnie i wprowadzili dynamiczny mechanizm rynkowy (np.
réwnowage Walrasa), w ktérym ceny rosna wraz z popytem, zbalansowaliby$my
system. Taki rynek staje si¢ jednak natychmiast podatny na spekulacje —
uczestnikom oplaca sie fatlszowaé swoje zgloszenia: zawyzaé popyt na pozadany
zaséb, by wyczerpaé¢ budzety rywali, lub ukrywaé preferencje, by uniknaé
wzrostu ceny.

W poszukiwaniu sprawiedliwosci: algorytm DRF

Rozwiazania tego problemu dostarcza algorytm Dominant Resource Fairness
(DRF). Porzuca on koncepcje ,wspdlnej waluty” na rzecz patrzenia przez
pryzmat fizycznych ograniczen maszyny. Zalézmy, ze oferuje ona m zasobow,

o ktoére konkuruje N uzytkownikéw (w przykladzie wyzej N = m = 2).
Sprowadzamy zadania do abstrakcyjnej przestrzeni utamkéw pojemnoéci catego
klastra. Dla jednego zadania i-tego uzytkownika utamek zuzycia j-tego zasobu
wynosi d;; /C;. Najwiekszy z tych utamkow nazywamy potrzeba dominujaca

i-tego uzytkownika: J
ij
i — max -] .
P e (Cj>

W naszym wariancie ulamki dla uzytkownika A wynosza 2/180 = 1/90 dla CPU
oraz 1/180 dla GPU. Zasobem dominujacym sg procesory, stad pa = 1/90. Dla

uzytkownika B utamki to 1/180 dla CPU oraz 3/180 = 1/60 dla GPU. Dominuja
karty graficzne, wiec ug = 1/60.
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Zasada algorytmu DRF opiera si¢ na tym, ze wszyscy
uczestnicy maja otrzymac taki przydzial, w ktérym
ich udzial dominujgcy osiagnie identyczna, globalna
wartosé¢ s. Jezeli uzytkownik uruchomi z; zadan,

jego calkowity udzial dominujacy wyniesie s; = x; ;.
Zréwnanie ich (s; = sp = -+ = $) oznacza w ostatecznym
rozrachunku, ze kazdy kontroluje doktadnie taki

sam ulamek swojego zasobu dominujacego. Liczba
przydzielonych zadan x; staje sie wiec funkcja
pozadanego poziomu s, zgodnie ze wzorem x; = s/ ;.
Intuicyjnie rzecz ujmujac, algorytm traktuje udzialty
dominujace jako miare tego, jak duzy kawatek
serwerowni faktycznie zajmujemy. W idealnym
scenariuszu miara ta powinna rosnaé dla kazdego

w identycznym tempie. Nalezy tu jednak wprost
zaznaczy¢ istotne zalozenie: popyt uzytkownikéw

jest nieograniczony (w prawdziwych systemach
produkcyjnych system po prostu odcina dalszy
przydzial w momencie nasycenia).

Skad zatem wziaé ostateczna wartos¢ s? Wyobrazmy
sobie, ze powoli proporcjonalnie zwiekszamy przydziaty
wszystkich uczestnikéw. Robimy to tak dlugo, az

w klastrze fizycznie wyczerpie sie ktorys z zasobow.
Skoro x; = s/u;, to catkowite zuzycie konkretnego
zasobu j w calym systemie wynosi Zﬁl(s/ui)dij.

Ze wzgledéw fizycznych suma ta nie moze przekroczyé
pojemnoéci klastra C;. Nieréwno$é sy (di;/pi) < Cj
po odpowiednim przeksztatceniu dostarcza nam
poszukiwany wzér na s. Poniewaz bariera musi by¢
zachowana dla wszystkich wymiaréw, wybieramy te
najbardziej wymagajaca (najmniejsza dopuszczalna
wartosé):

. C;
s = min =N d. |-
jeq{l,... 2J
JEMm} \ 3050

To wyrazenie matematyczne to po prostu poszukiwanie
tzw. waskiego gardla — sprawdzamy, przy jakiej wartosci

s osiggniemy fizyczna granice ktéregokolwiek z zasobow.

Przesledzmy obliczenia na przykltadzie. Dla procesoréw
mianownik wynosi

da,cru n dpcru _ 2 1,4
1A 1B /90~ 1/60

Ograniczenie narzucone przez CPU to bariera

s < 180/240 = 0,75. Mianownik dla uktadéw

GPU wynosi z kolei 1/(1/90) 4+ 3/(1/60) = 270.

Ograniczenie dla kart graficznych okazuje sie cia$niejsze:

s < 180/270 = 2/3 =~ 0,66. Optymalizacja zatrzymuje sie
na limicie kart graficznych, wiec s = 2/3. Uzytkownik A
moze uruchomié x4 = (2/3)/(1/90) = 60 zadan
(otrzymujac przydzial z4D4 = (120 CPU, 60 GPU)).
Uzytkownik B moze uruchomi¢ zp = (2/3)/(/60) = 40
zadan (jego przydzial to x5 Dp = (40 CPU, 120 GPU)).
Laczne zuzycie klastra wynosi (160 CPU, 180 GPU).
Zas6b limitujacy zostal wykorzystany w 100%,

a marnotrawstwo w waskim gardle znikneto.

Geometria tego problemu sprowadza sie do znalezienia
odpowiedniego punktu w przestrzeni zasobow wykres
powyzej.
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Geometria podzialéw. Suma wektoréw dla DRF opiera si¢ o krawedz
klastra, co oznacza 100% wykorzystania limitujgcego zasobu (GPU).
Metoda Max—Min zostawia znaczny margines obu typéw sprzetu,
natomiast mechanizm stalych cen wychodzi poza prostokat, wskazujac
wartosci fizycznie niemozliwe do zrealizowania.

Wektory uzyskanych przydzialéw (z4Da oraz xpDp)
sumuja sie zgodnie z regulg réwnolegloboku. Ich

suma znajduje sie na gornej krawedzi prostokata, co
obrazuje wyczerpanie GPU, pozostawiajac margines
bezpieczenstwa na osi procesoréow.

Matematyka bez zawisci

Jedna z podstawowych cech, ktérych wymaga si¢ czesto
od algorytméw podziatu, jest brak zawisci. Oznacza

to, ze w wyniku zastosowania algorytmu zadnemu

z uczestnikéw nie optacaloby si¢ wymieni¢ otrzymanym
kawalkiem z kim$ innym. W naszym przypadku
oplacalno$¢ mierzona jest liczba wykonanych zadan.
Poniewaz zasoby przyznane k-temu uzytkownikowi
wynosza (Trdk1, ..., Tedgm), to uzytecznosé dla i-tego
uzytkownika z tych zasobow jest rowna:

Ui(k) = min %
G€{1,om} | dyj

Twierdzenie. Algorytm DRF realizuje podzial bez
zawidci (dla kazdego uzytkownika i oraz k zachodzi
Ui(i) = Ui(k)).

Dowdd. Zastanéwmy sie najpierw nad wartoscig
uzytecznosci z wlasnego przydziatu. Poniewaz algorytm
przyznal nam zasoby idealnie dopasowane do naszych
potrzeb, mozemy z nich uruchomi¢ dokladnie x; zadan.
Formalnie U; (i) = x;, co zgodnie z wyliczonym wczesniej
wzorem algorytmu wynosi s/ ;.

Zalézmy teraz, ze uzytkownik i spoglada na cudzy
przydzial (zasoby sasiada dla xj zadan). Niech

r; oznacza zaséb dominujacy dla uzytkownika 2.
Zapotrzebowanie naszego pojedynczego zadania na ten
zaséb wynosi d; ., = 11;Cy,.

Ile zasobu dominujacego r; posiada w swoim przydziale
sasiad k7 Zgromadzil go w ilosci zd . Poniewaz

i 7z definicji okreéla najwieksze zapotrzebowanie ze
wszystkich zasobéw sasiada, to dla interesujacego nas
zasobu r; musi zachodzié nieréwnosé dy, ., /Cr, < ik,
czyli di r, < prCr,.



Nawet jedli inne zasoby u sasiada wystepuja w obfitosci,
to ewentualne braki w naszym zasobie dominujacym r;
beda stanowi¢ dla nas gléwna bariere, powyzej ktorej
nie uruchomimy wiecej proceséw. Poniewaz minimum
po wszystkich zasobach nie przekracza wartosci dla
pojedynczego, konkretnego zasobu r;, uzytecznos$é
calego cudzego przydziatu jest ograniczona z gory:

Ui (k) < Thdp.r, _ Te(prCr) Tk
dir, pi Cr, Hi
Skoro wiemy dodatkowo, ze DRF wszystkim zrownat
udzialy dominujace (zxur = $), mozemy podstawié ten
fakt do licznika naszej nieréwnosci:

Ui(k) < — = 2; = Ui(i).

(2

<

Zatem mechanizm DRF sprawia, ze nikomu nie optaca
sie zazdrosci¢ sasiadowi jego przydziatu. Mechanizm
DRF zmniejsza tez oplacalno$é oszustwa, bo sztuczne
zawyzanie zapotrzebowania na zaséb dominujacy obroci
sie przeciwko uzytkownikowi (powigkszona wartosé
trafia do mianownika w naszym wzorze).

Cena kompromisu

Dlaczego wiec algorytm pozwala, by w naszej symulacji
pozostato niewykorzystane 20 CPU? Wyobrazmy sobie,
ze zabiegajac o silng optymalno$é Pareto (wymog
bezwzglednego rozdysponowania calosci sprzetu),
postanawiamy oddaé te wolne procesory komus,

kogo zadania nie wymagaja uzycia GPU. Kiedy to
zrobimy, udzial dominujacy tej osoby wzrosnie, niszczac
fundament metody DRF: réwne udzialy dominujace.
Uczestnicy systemu szybko zorientowaliby sie, ze oplaca
sie modyfikowaé zgloszenia, by celowo przejmowac
wolne okruchy. Ratujac pelne wykorzystanie maszyn,
tracimy odpornosé¢ na manipulacje. Ten konflikt to nie
stabo$¢ konkretnej implementacji, lecz matematyczna
wlasciwos$é problemu.

W pracy Dominant Resource Fairness: Fair Allocation
of Multiple Resource Types autorzy algorytmu DRF
argumentuja, ze w klasycznym modelu alokacji

(obejmujacym podzielne zasoby i strategicznych graczy),
zaden algorytm nie jest w stanie jednoczesnie pogodzié¢
ze soba czterech wlasnodci:

(i) braku zawisci;

(ii) odpornosci na manipulacje (prawdomdéwnosé
oplaca sie w kazdej sytuacji);

(iii) gwarancji optacalnosci (sharing incentive) —
pewno$é, ze nikt nie otrzyma mniej, niz gdyby
samodzielnie kupil sprzet wielkosci 1/N klastra;

(iv) silnej optymalnosci Pareto — bezwzgledny wymog
niepozostawiania wolnych okruchéw.

To napiegcie wynika z prostego faktu: jesli zmusimy
system do rozdania wszystkich nieuzywanych okruchéow
(wlasnoéé (iv)) tym, ktérzy akurat ich potrzebuja,
zaburzamy proporcje, na ktérych zbudowano
sprawiedliwo$é (co lamie wlasnosé (i)) i tworzymy

pole do strategicznych naduzy¢ (co catkowicie niweczy
wlasnosé (ii)).

Oznacza to, ze w tym klasycznym modelu idealny
algorytm podzialu wielowymiarowego tortu nie

istnieje. Metoda DRF $wiadomie idzie na kompromis

— doskonale spelnia pierwsze trzy aksjomaty, akceptujac
cene w postaci niewykorzystanych okruchéw.
Wspdlcezesne badania siggaja jednak znacznie dalej.

W prawdziwych systemach procesy dotaczaja do klastra
i opuszczaja go w ulamkach sekund. Jak zagwarantowac
sprawiedliwo$¢ w $rodowisku, gdzie algorytm — taki

jak w systemie Apache Mesos, dla ktérego oryginalnie
stworzono DRF — na biezaco kontroluje przydzial bez
wiedzy o przysztosci? To wciaz otwarty problem — czy
mozna pokroi¢ tort sprawiedliwie, gdy nie wiemy, kto
jeszcze zapuka do drzwi i z jak wielkim apetytem.
Podzial wielowymiarowego tortu okazuje si¢ zatem
zadaniem znacznie bardziej ztozonym niz krojenie

jego klasycznego, ptaskiego odpowiednika Steinhausa.
Cho¢ idealna sprawiedliwos¢ w chmurze pozostaje
matematycznie niemozliwa, madre kompromisy — takie
jak DRF — pozwalaja nam dzieli¢ zasoby bez zawisci,
nawet jesli czasem na stole pozostang wolne okruchy.

Studencka Konferencja Naukowa

organizowana w ramach obchodéw dni prof. Antoniego Hoborskiego

elements )(
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ANALIZA DANYCH

exploruj z nami $wiat data science!
www.elements.agh.edu.pl

18



Informatyczny kacik olimpijski (140)

IKO na start — Budujemy piaskownice

W tym odcinku oméwimy zadania Deski oraz Deski kontratakuja z zawodow

Czgéé artykulow reaktywowanego

w zeszlym miesigcu Informatycznego
Kacika Olimpijskiego kierowana bedzie
do poczatkujacych olimpijczykéw.
Tytuly tych tekstéow oznaczaé bedziemy
»IKO na start”.

Deski

pierwszego stopnia XIV Olimpiady Informatycznej Junioréw.

W oryginalnej wersji zadania budujemy kwadratowa piaskownice. Potrzebujemy

do tego czterech desek o rownej dlugosci. Mamy do dyspozycji N desek
o dlugosciach wyrazonych liczbami catkowitymi. Deski te nie musza by¢ réwnej

Pelng tres¢ zadania z przykladami mozna
znalez¢é na stronie [oij.edu.pl/oij14/
etapl/zadania/des/deszad.pdf|

dtugosci, ale mozna je dowolnie skraca¢. Musimy wybraé cztery, skrocié je,
a potem utozy¢ z nich kwadratowa piaskownice. Nalezy wypisaé pole najwiekszej

mozliwej piaskownicy lub 0, je$li budowa nie jest mozliwa.

Zauwazmy, ze jesli wybieramy cztery konkretne

deski, musimy skréci¢ kazda do rozmiaru najkrétszej
posréd nich. Aby uzyskaé najwieksza mozliwag
piaskownice, wybieramy po prostu cztery najdluzsze
deski. Wystarczy zatem posortowaé¢ dtugosci wszystkich
dostepnych desek, do czego najlepiej uzy¢ wbudowanej
funkcji bibliotecznej sort. Polem bedzie kwadrat
dlugoéci czwartej co do wielkosci deski.

Kiedy budowa piaskownicy nie powiedzie sie? Jedynie
wtedy, gdy dysponujemy mniej niz czterema deskami.
Poniewaz kazdy bok musi powsta¢ z osobnej deski, przy
ich mniejszej liczbie nie uda nam si¢ zamknaé¢ kwadratu.

Deski kontratakuja

W trudniejszej wersji zadania mozemy nie tylko
skraca¢ deski, ale réwniez dzieli¢ je na mniejsze
kawaltki. Nadal jednak chcemy uzyskaé cztery réwne
fragmenty (o calkowitej dlugosci). Na przyklad, majac
deski o dlugosciach 7, 2, 2 oraz 1, mozemy podzieli¢
najdluzsza z nich na trzy czesci o wymiarach 2, 2 i 3,
co pozwoli nam uzyskaé cztery elementy o dlugosci 2.
Pelng tres¢ tego zadania z przykladami mozna znalezé na stronie
0ij.edu.pl/oijl4/etapl/zadania/dek/dekzad.pdf.

Kazdy z czterech bokéw piaskownicy musi zostaé
wyciety z jednej deski. Oznacza to, ze nigdy nie
wykorzystamy fragmentéw pochodzacych z wiecej niz
czterech desek. Rozwazymy zatem cztery scenariusze,
w ktérych piaskownica powstaje z doktadnie jednej,
dwoch, trzech lub czterech desek. Dla kazdej z tych
opcji wyznaczymy maksymalny mozliwy bok

i wybierzemy najkorzystniejsza z nich.

Zauwazmy takze, ze zawsze bedziemy chcieli uzyé
najdtuzszych desek. Dluzsza deska daje bowiem wieksze
mozliwoéci niz krotsza, a zatem sigganie po inne deski
niz cztery najdtuzsze nie ma sensu. Oznaczmy zatem
dlugosci czterech najdiuzszych desek poprzez di, ds, ds
oraz dy, gdzie d1 > do > d3 > dy.

Zacznijmy od przypadku, w ktérym wykorzystujemy
cztery deski. Odpowiada on prostszej wersji zadania,

wiec bokiem piaskownicy jest dtugo$é czwartej co do
dtugosci deski.

W wariancie z trzema deskami jedna z nich musi zostaé
podzielona na dwa réwne fragmenty. Z pozostalych
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dwoch desek wycinamy po jednym kawaltku. Nie
oplaca si¢ dzieli¢ na nieréwne czeéci, bo i tak jedna

z nich musieliby$Smy pézniej skrocié. Wyjatek stanowi
mozliwosé, kiedy dlugoséé deski jest nieparzysta.

Nasza piaskownica musi mie¢ catkowite dtugosci
desek, zatem trzeba podzieli¢ dtugosé na dwa ,,bez
reszty” (tj. pomijajac cze$é utamkowa). Z tego powodu
w dalszej czedci wszystkie dzielenia beda ,,bez reszty”.
Oplaca si¢ dzieli¢ na pél wytacznie najdiuzsza deske,
zatem bok naszej piaskownicy wyniesie min(%l, ds).

Przy wykorzystaniu dwéch desek mamy dwie

mozliwosci. Mozemy wyciaé trzy rowne czesci

z najdluzszej z nich i jedna z drugiej, co daje bok

min(%7 d3). Inng mozliwoscia jest wyciecie po dwa

kawatki z kazdej deski, co daje nam bok o dtugoéci
di do

Inin(?, 7)

Ostatnia opcja to uzycie tylko jednej deski. Wtedy
optymalnym rozwiazaniem jest podzielenie jej na cztery
dy

réwne deski o dtugosei .

Kiedy w tej wersji zadania nie uda si¢ zbudowaé
piaskownicy? Stanie sie tak, gdy nie bedziemy w stanie
uzyskaé¢ boku o dtugosci przynajmniej 1. Wystarczy
zatem sprawdzi¢, czy suma dlugodci desek wynosi
przynajmniej 4 - 1 = 4.

Co dalej, czyli kilka stéw o Olimpiadzie
Informatycznej Junioréw

Powyzsze oméwienie zadania (wierzymy, ze nie za
trudnego na poczatek) ma charakter czysto teoretycznej
analizy. Na prawdziwych zawodach, oprécz wymyslenia
rozwiazania, trzeba je jeszcze zapisa¢ w odpowiednim
jezyku programowania. Jesli wigc Czytelnik juz

potrafi kodowa¢ w Pythonie lub C++, zachecamy do
sprawdzenia swoich umiejetnosci, probujac zrobi¢ to
zadanie na portalu szkopul.edu.pl, gdzie znajduje

sie archiwum oraz automatyczna ,sprawdzaczka” do
starych zadan olimpijskich. Olimpiada Informatyczna
Junioréw goraco zacheca wtasnie do tego, zeby zaczac
uczy¢ sie programowania nawet ,od zera” i sprobowadé
sit z podobnymi zadaniami. Najblizsza edycja startuje
20 wrzesnia 2026 roku. Informacje dla nowych
zawodnikéw znajduja sie na stronie oij.edu.pl/start.

Bartosz KOSTKA
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 5

820. Rozwazmy sytuacje, gdy zrédto znajduje si¢ na osi
symetrii uktadu. Obserwujemy interferencje od dwéch (2)
zrédet pozornych Si i Sz, bedacych obrazami Zrédta

Zadania z fizyki nr 824, 825
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

824. Przez dwa nieruchome bloki, odlegle od siebie o 2I, przerzucona zostala
bardzo dluga niewazka ni¢, na ktérej koncach zawieszono jednakowe ciezarki
o danych masach m (rys. 1). Rozmiary blokéw sa male w poréwnaniu

z odleglodcia miedzy nimi. W $rodku, miedzy blokami, wisi na nici ciezarek
o masie M, ktérego punkt zawieszenia O utrzymywany jest poczatkowo na
wysokosci blokéw, a nastepnie zostaje oswobodzony.

1) Jaki warunek musi spelnia¢ masa M, aby srodkowy ciezarek ciagle sie
opuszczal? Jaka maksymalng predkosé moze on wtedy osiagnaé?

2) Jezeli pierwszy warunek nie jest spelniony, to przy jakiej wartoscei kata a
miedzy nachylonymi odcinkami nici a pionem srodkowy ciezarek zatrzyma sie
i zacznie si¢ podnosi¢?

825. Rozwazmy wiazke jednakowych jader, ktére leca réwnolegle do siebie
z predkosciami vg. Jadra rozpadaja sie samorzutnie na dwa identyczne
fragmenty. Te fragmenty, ktore leca w tym samym kierunku co jadra, maja
wartos¢ predkosci vy .

1) Znalezé predkosé fragmentéw, ktére poruszaja sie w kierunku prostopadltym
do kierunku ruchu jader, gdy vy > 2vq.

2) Znalez¢ maksymalny mozliwy kat miedzy wektorami predkosci jednego
z fragmentdéw i kierunkiem ruchu jader, gdy v < 2vyg.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2026

Przypominamy tres¢ zadan:

820. Punktowe zrédlo $wiatla monochromatycznego, S, o dlugosci fali A = 6000A umieszczono
miedzy dwoma nieruchomymi réwnoleglymi zwierciadtami ptaskimi, odleglymi od siebie o b = 3 cm
(rys. 2). W duzej odlegltosci I = 1 m od zZrédta umieszczono ekran Ei, na ktérym powstaje obraz
interferencyjny, utworzony przez dwie wiazki §wiatta odbite od zwierciadel. Bezposredni strumieni
$wiatla od zrédta zasltoniety jest ekranem Es. W plaszczyznie ekranu E7 na osi symetrii ukladu AA’
umieszczony jest odbiornik O, ktéry rejestruje sygnal proporcjonalny do natezenia padajacego na
niego $wiatta. Rozmiar odbiornika jest maly w poréwnaniu z szerokoscia pasm interferencyjnych na
ekranie E;. Uwzgledniajac tylko jednokrotne odbicia §wiatla od zwierciadel, znalezé czestotliwosé
zmiennego sygnalu rejestrowanego przez odbiornik podczas ruchu zrédla w kierunku prostopadlym
do zwierciadel z predkosciag v = 0,1 mm/s.

821. Okragta plytke o Srednicy d = 40 mm i grubosci a = 0,5 mm polozono ostroznie na powierzchni
wody. Dzieki napieciu powierzchniowemu plytka nie utoneta, a w miejscu zetkniecia jej gérnej
powierzchni z powierzchnia wody kat miedzy nimi okazal si¢ réwny 90° (rys. 3). Wyznaczy¢ gestosé
materiatu plytki. Wspdétczynnik napiecia powierzchniowego wody o = 0,073 N/m.
Masa plytki wyraza sie przez jej szukang gestos¢ p wzorem

2
m = pgard” /4.

Sita napiecia powierzchniowego dziatajaca na plytke ze

w zwierciadtach 1 i 2. Odleglo$¢ miedzy nimi wynosi 2b i jest
duzo mniejsza od odlegtodci miedzy zréodltem a ekranem Fj.
Mozemy wiec stosowaé przyblizenie matych katéw,
a szeroko$¢ pasma interferencyjnego, czyli odlegltos¢ miedzy
sasiednimi maksimami, jest stala i wynosi
Ay = yr1 — yr = IN/(2b).

Gdy #rédlo znajduje sie w odlegloéci Az od osi symetrii AA’
(rys. 4), odlegtosé miedzy obrazami

|S152] =2(b/2 — Az) +2(b/2+ Az) = 2b
pozostaje niezmieniona. O$ symetrii tego uktadu jest
przesunieta o Ax wzgledem osi AA’. Gdy Az = Ay,
odbiornik w punkcie O rejestruje maksimum sygnatu
i w odstepach czasu At = Az /v nastepne (v < c¢). Szukana
czestotliwos¢é wynosi

v=uv/(Ay) =2bv/(\) =10 Hz.

821. Warunek réwnowagi sit dzialajacych na ptytke

w kierunku pionowym ma postaé:

(1) mg — ApS — F =0,

gdzie mg jest sila ciezkosci, Ap réznicg ciSnierr na
plytke z dotu i z géry, F silg napiecia powierzchniowego.

20

strony wody wynosi

(3) F =ond.

Sita zwigzana z réznica cidnienn wywolang obnizeniem
poziomu wody pod plytka ma postaé

(4) ApS = pug(H + a)rd?,

gdzie p,, jest gestoscig wody, H glebokoscig zanurzenia
gérnej powierzchni plytki. Wielko$¢ H wyznaczymy

z warunku réwnowagi sil w kierunku poziomym na
wydzielony na rysunku 5 element objetosci wody

o szerokosci Ay < d i wysokosci H:

(5) oAy = psAS = pug (H/2) HAy,

stad H = /20 /(pwg).

Po skorzystaniu z réwnan (2)—(5) réwnanie réwnowagi
pltytki (1) przybiera postaé:

2
pwg< 2‘7+a>”ffmrd_o,

pagrd? B
4
a stad gesto$é materiatu ptytki:

\/ 20 pw
n op /g+ 4o N104k7g.

w _— —_— )

p=o a adg m3



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 927, 928

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

927. Dla liczby naturalnej n > 2 niech M,, bedzie zbiorem wszystkich par
uporzadkowanych (z,y), ktérych elementy sa liczbami naturalnymi z, y

wzglednie pierwszymi, spelniajacymi warunki 0 <z <y <n, z+y>n.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 XII 2026

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
917 (WT = 1,48) i 918 (WT = 2,78)
z numeru 3/2026

Janusz Olszewski Warszawa 45,79
Krzysztof Kaminski Pabianice 44,14
Jedrzej Biedrzycki ~ Wroctaw 43,54
Roksana Stowik 43,23
Marian Lupiezowiec Gliwice 40,52
Janusz Fiett Warszawa 39,70
Tomasz Wietecha Tarnéw 38,46

(z,y) € M,.

Pawel Najman Krakéw 34,11
Pawel Kubit Krakéw 34,03
Piotr Kumor Olsztyn 33,66

Marek Spychata Warszawa 33,42
Piotr Wisniewski Warszawa 33,12
Lukasz Merta 33,02
Andrzej Kurach Ryjewo 30,65

Pan Janusz Olszewski niestrudzony

(i weigz nieznudzony): 26 rund. Weteran
Krzysztof Kaminski tez pigknie: czwarte
okrazenie to obiecujacy zadatek na
kolejng norme weteranska!

923. Obliczajac wartosci lewej strony dla niewielkich k,
znajdujemy dwie pary (k,m) o wymaganej wlasnosci:
(3,4) oraz (5,7). Wykazemy, ze innych nie ma.
Przypuéémy, ze istnieje taka para, w ktorej k > 6.
Jasne, ze k < m. Zadane réwnanie przepisujemy

w postaci
k!+6:3< H j).

j=k+1
Jedli m > k + 3, to iloczyn ujety w nawias dzieli sie

przez 3, czyli prawa strona napisanej réwnosci dzieli
sie przez 9, a lewa nie (bo gdy k > 6, to k! dzieli si¢
przez 9). Stad wniosek, ze m =k +1lubm =k + 2.
Badane réwnanie sprowadza si¢ do alternatywy

El+6=3Fk+1) lub Kk!l4+6=3(k+1)(k+2);
po prostym przeksztalceniu:

k(k—2)! = lub (k- 1)!=3(k+3).
Pierwszy wariant daje sprzeczno$¢ natychmiast
(rozwazamy k > 6). Drugi — tez, bo dla k > 6
zachodzi nie réwnoéé, lecz nier6wnosé

(k—1!>3(k+3) (dla k=6 prawda, a dalej
banalna indukcja).

Stad odpowiedz: istnieja dwie pary (k,m), o jakie
chodzi (3,4) 1 (5,7).

Przypominamy tres¢ zadan:

fz) =a" —z, g(z) =" —
Ustalié¢ (w zalezno$ci od n), ktéra z liczb a, b jest wieksza.

Obliczy¢ (w zaleznosci od n) sume odwrotnosci iloczynéw xy utworzonych z par

928. Niech j(k) oznacza liczbe jedynek w rozwinieciu dwdjkowym liczby
naturalnej k. Dla danych liczb naturalnych a, b rozwazamy ciag okreslony wzorem

j(na) —j(nb), n=1,2,3,....

Udowodnié, ze ten ciag jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz a/b jest
potega dwdjki o wyktadniku catkowitym.

Zadanie 928 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2026

923. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych k, m takie, ze kl(k! 4+ 6) = 3m/!.

924. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng; n > 2. Funkcje f, g sa okreslone wzorami:
x. Liczby rzeczywiste a, b spelniajg warunki: f(a) =1, g(b) = 3a.

924. Zaczniemy od wykazania, ze a > 1. Przydatne beda
wlasnosci:

(1) 03 f(2),9() > —1 dia @ € [0,1);
(2) funkcje f, g sa SciSle rosnace w przedziale [1, 00);
(3) f(@), g(z) 20 dla z € [1,00);

wlasnosé (1) wynika z tego, ze 0 < 2?" <2" <z <1

dla z € [0,1); wlasno$é (2) jest widoczna z przedstawien
F() = 2@ 1), g(z) = (@™ — 1); 72 (3) to
wniosek z (2). Liczba a, dla ktérej f(a) = 1, nie lezy wiec
w przedziale [0, 1).

Przypusémy wobec tego, ze a < 0. Wowczas

b=1b"" —g(b) = b>* — 3a > 0. Stad (wobec (1) i (3))

g(b) > —1, czyli a=3g(b) € (—3,0). Jedli n jest liczba
parzysta, to a” < %, wiec f(a)=a" —a < é + %, wbrew
temu, ze f(a) = 1. Jesli natomiast n jest liczba nieparzysta,
to funkcja f jest nieparzysta, zatem f(—a)= —f(a)=—1;
ale —a € (0,3) imamy sprzecznoé¢ z wlasnocig (1).

Tak wiec (niezaleznie od n) a > 1; przy tym a # 1
(bo f(1) # 1). Rozwazmy przypadek, gdy réwniez b > 1.
Skoro f(a) =1, czyli a™ = a + 1, zatem

gla)=ad"" —a=(a+1)>—a=3a+ (a—1)° > 3a = g(b).
Wobec wlasnosci (2), a > b. W pozostatym przypadku, czyli
gdy b < 1, tym bardziej a > b. Stad odpowiedz: niezaleznie
od n, liczba a jest wieksza od b.

Uwaga. Rozwiazanie zadania 921 (A3) nie jest poprawne. Wariant poprawiony
zostanie pokazany (z komentarzem) w nastepnym numerze. Za niedopatrzenie

przepraszamny.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.


https://www.deltami.edu.pl/2026/09/klub-44/

@Prosto Z nieba: Kosmiczne owoce morza

Co je$¢ w kosmosie? Problem nie jest blahy.
Wyprodukowanie i utrzymanie odpowiedniej ilosci
jedzenia dla astronautéw kolonizujacych Marsa, a nawet
Ksiezyc, spedza sen z powiek licznym powaznym
naukowcom. Wiekszos¢ z Was pewnie sadzi, ze
najlatwiej zabraé¢ jedzenie w proszku albo w jakiej$
liofilizowanej formie. Byloby to dobre rozwiazanie,
gdyby nie to, ze krétkoterminowe. Zapas takiego
jedzenia silg rzeczy musi by¢ ograniczony, poniewaz

w podrézach kosmicznych kazdy dodatkowy gram
oznacza wigkszg ilos¢ paliwa potrzebna do wystrzelenia
rakiety. Potrzebujemy wiec czegos w miare lekkiego,

co mozemy w kosmosie tatwo hodowaé i dostarczy

nam wiecej kalorii niz salata. Japonscy naukowcy

z Okayama University of Science — zapewne w czasie
obiadu — wpadli na pomyst: A co, gdyby zabra¢ ze soba
w podréz kosmiczna. .. zywe krewetki?”.

Oczywiscie naukowcy musza najpierw rozwigzac kilka
probleméw. Po pierwsze sprawdzié, jak krewetki
radza sobie w sytuacji, gdy pozbawimy je na dlugi
czas oddzialywania grawitacyjnego Ziemi. Taki
dlugoterminowy stan mikrograwitacji mozna uzyskac
na kilka sposob6ow. Najdrozszy z nich to wystanie
krewetek na Migdzynarodowa Stacje Kosmiczna.

Schemat klinostatu 3D, zwanego réwniez
urzadzeniem losowego polozenia (ang.
Random Positioning Machine). Zrédto:
JoePhin, Wikimedia Commons

(CC BY-SA 4.0)

Wideo z eksperymentu mozna zobaczy¢
na YouTube.

Artemia salina ma uroczg polska nazwe
slonaczek. Zrédlo: Wikipedia

Kolejna, zdecydowanie tansza, metoda to wsadzenie
krewetek do swego rodzaju wiréwki. A ujmujac rzecz
bardziej naukowo, do klinostatu 3D.

Klinostat 3D to urzadzenie laboratoryjne, ktére
poprzez obracanie badanego obiektu wokét dwéch
prostopadlych osi (rysunek) znosi wplyw grawitacji na
obiekt znajdujacy sie wewnatrz. Jest ono z sukcesem
stosowane w badaniu wplywu mikrograwitacji na
rosliny i drobne mikroorganizmy. Typowe klinostaty
obracaja sie stosunkowo wolno, bo z predkoscia zaledwie
10-25 obrotéw na minute. Roslinom i mikroorganizinom
nie robi to réznicy, bo nie sg w stanie zbyt szybko

sie poruszac. Niestety zwinne zwierzatko, takie jak
krewetka, umieszczone w obracajacym sie wolno
klinostacie, moze zmienia¢ swoje polozenie na tyle
szybko, ze niwelowanie wplywu sity grawitacji przestaje
dziataé. Dlatego dla krewetek trzeba bylo przyspieszy¢
obroty az do 130 na minute (czyli jakie$ 2 obroty na
sekunde). Spowodowalo to kilka innych probleméw.
Biedna krewetka przy przyspieszaniu klinostatu do
takiej predkoéci obijata sie o Sciany. Ponadto woda

w wiréowce chlupotata. Krewetki przymocowano wiec
siatka, do klinostatu wsadzono kamerke i uruchomiono
eksperyment.

Na poczatek sprawdzono, czy krewetki w ogéle beda chcialy jes¢ w takich
warunkach. Mtode krewetki wsadzono do klinostatu na 15 minut. W tym czasie
wszystkie z testowanych skorupiakow zjadly, a przynajmniej prébowaly jesé
pokarm, ktéry znajdowal si¢ bezposrednio przed nimi (musimy pamietaé, ze byly
one przymocowane siatka, wiec nie mogly si¢ poruszac). Pelen sukces.

Nastepnie naukowcy sprawdzili, czy mikrograwitacja powoduje zmiany genetyczne
u krewetek. I tutaj niestety nie mamy dobrych wiadomosci. Juz po 24 godzinach
spedzonych w mikrograwitacji zaobserwowano zmiany w poréwnaniu do
krewetek z grupy kontrolnej, ktorych nie poddano eksperymentowi. Roznice
dotyczyty ekspresji gendéw zwiazanych z metabolizmem chityny oraz genow
odpowiedzialnych za rozwdéj oskérka zwierzat. Poniewaz oba te procesy sa $cisle
zwiazane z lokomocja i budowsa egzoszkieletu krewetek, wyniki te sugeruja, ze
symulowana mikrograwitacja wplywa na zdolno$¢ ich poruszania sie nie tylko przez
brak grawitacji, ale réwniez na poziomie biologicznym.

Czy musimy wiec pozegnac sie z owocami morza w kosmosie? Niekoniecznie.
Badania wykonane przez te samg grupe badaczy na mniejszych skorupiakach
z rodziny Artemia wykazaly, ze moga one z powodzeniem funkcjonowaé

w mikrograwitacji. Organizmy te poddano czterodniowej, nieprzerwanej
symulacji mikrograwitacji. W tym czasie zaobserwowano, ze skutecznie
odzywialy sie glonami, wydalaly produkty przemiany materii oraz wyraznie
zwigkszaly swoje rozmiary. Innymi stowy, zyty pelnia zycia skorupiaka.

Japonskie badania nie sa jedynymi, ktére prowadzi si¢ z mysla o dostarczeniu
morskiego pokarmu astronautom. Kierowany przez francuskiego badacza

dra Cyrilla Przybyla Lunar Hatch Program testuje, czy mozemy
przetransportowaé zaplodnione jaja ryb do zbiornikéw w bazie na Ksiezycu

i w ten sposéb rozpoczaé ich hodowle. Z kolei badacze z Institut de Ciencies
del Mar, w ramach projektu SpaceGenFish, rozwijaja w pelni zautomatyzowane
akwarium przeznaczone do badan nad wplywem mikrograwitacji na ryby na
Miedzynarodowej Stacji Kosmicznej.

Pozostaje nam tylko czekaé na wyniki tych eksperymentéw.

Anna DURKALEC*

*Zaklad Astrofizyki, Departament Badann Podstawowych, Narodowe Centrum Badarn Jadrowych
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https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
https://youtu.be/CRqHW7jbMO4?si=9RatnKEdKKRyW2Wz

/Niebo w pazdzierniku

Pazdziernik odznacza si¢ szybko obnizajaca sie wysokoscia géorowania Stonca,
ktére zblizy sie¢ do widnokregu o kolejne 11° i skréci czas przebywania nad
nim o nastepne dwie godziny. Czas zimowy pojawi sie w tym roku wyjatkowo
wczesnie, juz w nocy z 24. na 25. dzien miesiaca.

Ekliptyka tworzy bardzo duzy kat z horyzontem na niebie porannym, stad

ponownie Ksiezyc stanie sie jego ozdoba w pierwszej dekadzie miesiaca, dazac do
nowiu 10 X po poludniu naszego czasu. 1 X rano mozna obserwowa¢ oddalanie
si¢ Srebrnego Globu od Plejad i Urana. Wszystkie wspomniane ciata niebieskie

przetna poludnik lokalny okolo godziny 4, na wysokosci ponad 60°. Sama
planeta w listopadzie przejdzie przez opozycje i bedzie poruszaé sie wstecz,
zmniejszajac dystans do gwiazdy 37 Tau do 100’. Jej blask urosénie do +5,6™.
Kolejnej nocy Ksiezyc zmniejszy faze do 66% i zblizy si¢ na 2,5° do El Nath,
gwiazdy tworzacej potnocny rég Byka.

4 X naturalny satelita Ziemi pokaze si¢ juz po ostatniej
kwadrze, w odleglosci 6° od Polluksa w Bliznietach.
Dobe pézniej natomiast przejdzie on do sasiedniego
Raka, gdzie w fazie 32% zblizy si¢ na niewiele

ponad 1° do Marsa i jednoczesnie na 5° do M44,

jasnej gromady otwartej gwiazd. Czerwona Planeta

w pazdzierniku pokona kolejne 16° wzdtuz ekliptyki,
przechodzac pod koniec miesiaca do gwiazdozbioru Lwa,
i zblizajac sie przy tym na 6° do Jowisza. Wczesniej

8 X minie ona zakrywana we wrzesniu gwiazde n Cnc
w odleglosci 0,5°, trzy dni pézniej zas przejdzie przez
sam $rodek gromady M44. Niestety u nas $wit zastanie
Marsa na jej zachodnim skraju. Kolejnego poranka
natomiast planeta wzejdzie juz na poludniowy wschéod
od niej. Do konica miesigca Mars pojasnieje do +0,9™,
zwiekszajac Srednice katowa swojej tarczy do ponad 6”.

6 X sierp Ksiezyca zwezi sie do 22%, wschodzac

po godzinie pierwszej 5° od Jowisza. Najwicksza
planeta Ukladu Stonecznego réwniez poprawia swoja
widocznos$é, zmniejszajac do konca miesigca dystans

do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa do 6° oraz
mijajac jasna w pazdzierniku miryde R Leo w odlegltosci
3°, czym ulatwi jej odnalezienie. W pazdzierniku
Jowisz zwigkszy blask do —2™ i $rednice tarczy do 36”.
R Leo za$ 21 X osiagnie maksimum swojej jasnosci

i moze pojasnie¢ nawet do +4,4™. W lornetkach

i teleskopach wyrodznia sie ona wyrazna ciemnowi$niowa
barwa. W dniu maksymalnej jasnos$ci pod koniec nocy
astronomicznej wzniesie si¢ ona na prawie 35° ponad
widnokrag, zajmujac pozycje nieco ponad 4° pod
Jowiszem.

Nastepnego ranka Srebrny Glob w fazie 13% odwiedzi
wspomnianego juz Regulusa, zblizajac sie dori na 100’.
Ksiezyc pozostanie widoczny jeszcze przed kolejnymi
dwoma wschodami Stonca. 8 X okolo godziny szostej
jego tarcza w fazie 7% wzniesie si¢ na wysoko$¢ 15° na
przedluzeniu linii taczacej Jowisza z Regulusem. Dobe
pozniej zas sierp Ksiezyca w fazie 2% pokaze sie na
wysokosci 4°. Bardzo tadnie w tych dniach zaprezentuje
sie Swiatlo popielate ksiezycowej tarczy.

W drugiej polowie miesiaca Ksiezyc 18 X przejdzie
przez I kwadre, a dobe wczesniej zblizy sie na 1° do
Nunki, jednej z jasniejszych gwiazd Strzelca. 24 X jego
prawie pelna tarcza przejdzie 6° na polnoc od Saturna,
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ktory $wieci z jasnoScig +0,4™, prezentujac tarcze
o érednicy 20”. Faktyczna pelnia Srebrnego Globu
nastapi dwa dni péZniej.

28 X po godzinie drugiej naszego czasu naturalny
satelita Ziemi zakryje polnocno-zachodnia czesé Plejad
i stanie si¢ to wysoko na naszym niebie, jakas godzine
po gérowaniu obu cial niebieskich. W obserwacji
zjawiska przeszkodzi jednak wysoka faza ksiezycowej
tarczy, przekraczajaca 95%.

Warto pamigtaé¢ o drugiej mirydzie x Cyg, ktéra
maksimum swojej jasnosci osiagnie na poczatku
miesiaca i moze pojasnie¢ do +3,3™. x Cyg znajduje
sie w szyi Labedzia, na linii laczacej gwiazdy n

i B Cyg, 2,5° od pierwszej z wymienionych gwiazd.
W pazdzierniku na poczatku nocy astronomicznej

6w obszar nieba jest juz po gorowaniu, ale przez kilka
poczatkowych godzin wciaz wznosi sie wysoko ponad
widnokrag.

13 X przez opozycje przejdzie planetoida (4) Westa,
czyli najjasniejsza planetoida na naszym niebie.
Tegoroczna opozycja nalezy do matych i Westa nie
przekroczy jasnosci +6,5™. W pazdzierniku zakresli ona
tuk o dtugosci 7° jakie$ 12° na potudniowy wschod od
Saturna, przechodzac 20 X 4° na péinoc od Swiecacej

z jasnoscia 43,6 gwiazdy 0 Cet.

9 X maksimum aktywnosci osiagna meteory z roju
Drakonidéw. Sa to wolne meteory, ktore zderzaja

sie z nasza atmosfera z predkoscia 20 km/s, a ich
radiant znajduje si¢ w glowie Smoka. Na poczatku nocy
astronomicznej wznosi si¢ on 60° nad zachodnia czescia
niebosklonu. Mozna spodziewaé sie kilku zjawisk na
godzine.

Drugi z pazdziernikowych rojow, Orionidy, promieniuje
do pierwszej dekady listopada, z maksimum 21 X.

Ich radiant znajduje sie kilka stopni na zachéd od
Alheny, trzeciej co do jasno$ci gwiazdy Blizniat. W nocy
maksimum Ksiezyc zajdzie okolo drugiej trzydziesci,
pozostawiajac jakie$ trzy godziny na ich obserwacje. Sa
to szybkie meteory, a ich predkos$¢ zderzenia z atmosferg
Ziemi wynosi 66 km/s. Tym razem prognozuje sie
okoto 30 zjawisk na godzing.

Ariel MAJCHER



Rozwiagzania zadan ze strony 6

& Rozwigzanie zadania M 1867.
Odpowiedz: Szukane pary (a,b) to (p,p) oraz (2p — 1,p?).
Mnozac réwnos$é przez pb, otrzymujemy

ab + p® = 2pb,
skad p? = (2p — a)b.
Zatem b jest dzielnikiem liczby p2, skad b jest réwne 1, p lub p2.
Jedli b= 1, to 2p — a = p?, zatem a = 2p — p? = p(2 — p) < 0, wiec
ten przypadek jest niemozliwy.
Jesli b = p, to 2p — a = p, skad a = p i dostajemy pare
(a,b) = (p,p)-
Jesli b=p?, to 2p —a =1, skad a = 2p — 1 i dostajemy pare
(a,b) = (2p — 1,p?). Latwo sprawdzamy, ze znalezione pary
spelniaja warunki zadania.

i Rozwigzanie zadania M 1868.
Odpowiedz: k = 1012.

Najpierw pokazemy, ze taka warto$¢ jest mozliwa. Wypiszmy na
tablicy liczby
ol 92 . 92026

Wezmy dowolng z nich, powiedzmy a = 2™. Dla kazdego
m € {1,2,...,2026} wybierzmy liczbe r € {1,2,...,n} taka, ze
m + r jest podzielne przez n.
Przyjrzyjmy sie, kiedy r = m. Wtedy m < n (bo r < n) oraz
2m jest podzielne przez n, wigc mozliwe sa co najwyzej dwa
takie wyktadniki: m = n oraz, gdy n jest parzyste, m = n/2.
Zatem co najmniej 2024 wyktadniki m mozna polaczy¢ z innym
wyktadnikiem r tak, ze m + r jest podzielne przez n. Wtedy

2m . 2" — 1 =2mF" ]
jest podzielne przez 2™ — 1 = a — 1. Kazda para zostala policzona
co najwyzej dwa razy, wiec dla danego a mamy co najmniej
1012 par.

Pozostaje udowodnié, ze wigcej by¢ nie moze. Niech a bedzie

najwieksza sposrdd liczb wypisanych na tablicy. Liczba a nie

moze wystepowaé w zadnej z rozwazanych par dla tej wlasnie

wartosci a, bo gdyby axz — 1 bylo podzielne przez a — 1 dla pewnej

wypisanej liczby 1 < < a, to z a =1 (mod a — 1) wynikaloby

z—1=0 (moda-—1),

co jest niemozliwe, gdyz 0 <z —1<a — 1.

Pokazemy teraz, ze kazda z pozostalych 2025 liczb moze nalezec

do co najwyzej jednej rozwazanej pary. Przypu$émy przeciwnie,

ze pewna wypisana liczba m tworzy dwie pary z réznymi

liczbami k i n. Wtedy
mk—1=mn—1=0 (moda—1).

W szczegblnosci m jest wzglednie pierwsze z a — 1, a po odjeciu

dostajemy m(k—n)=0 (moda—1),

czyli k — n jest podzielne przez a — 1. Jednak liczby k i n sa

mniejsze od a, wiec k—n|<a—1
b

sprzecznosé. Zatem rozwazane pary tworza rozlaczne pary wsréd
najwyzej 2025 liczb, wiec jest ich co najwyzej

2
\‘—025J = 1012.
2

& Rozwigzanie zadania M 1869.
(i) Niech X i Y beda punktami przecigcia prostej AC z prostymi
KL i MN. Korzystajac z twierdzenia Menelaosa (patrz np. A(1)3)
oraz réwnosci odcinkéw stycznych do sfery, poprowadzonych
7 tego samego punktu, dostajemy

AX AK AN AY

XCc  LC MC ycC
Oznacza to, ze X =Y, a zatem punkty K, L, M, N leza na
jednej plaszczyznie. Jej przeciecie ze sferg to okrag opisany na
czworokacie K LM N.
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(ii) Niech 7 bedzie plaszczyzna, na ktoérej lezy czworokat K LM N,
a w — okregiem na nim opisanym. Niech A’, B/, C’ i D’ beda
rzutami prostopadlymi punktéw A, B, C i D, odpowiednio, na
plaszczyzne w. Skoro AK = AN, to A’K = A’ N, analogicznie
uzasadniamy B'K = B'L, C'L = C'M oraz D'M = D'N

i dlatego w jest okregiem wpisanym w czworokat A’B’'C'D’.
Obrazami $rodkéw odcinkéw AC i BD w tym rzucie sg $rodki
przekatnych czworokata A’B’C’D’. Na mocy twierdzenia
Newtona (patrz A(Qw) leza one na jednej prostej k wraz ze
Srodkiem I okregu w. Poniewaz odcinek OI jest prostopadty do m,
plaszczyzna przechodzaca przez k i O zawiera wszystkie punkty
z tezy zadania.

i Rozwigzanie zadania F 1153.

Poszukujac maksymalnej predkosci, zaniedbamy opér powietrza
i opér zwigzany z ruchem po powierzchni wody. Sila podnoszaca
skrzyni¢ dziala wzdluz promienia Ziemi, a wigc moment pedu
ukladu nie zmienia si¢. Przed wciggnieciem skrzyni na szczyt
masztu 16dz i skrzynia spoczywaly wzgledem powierzchni Ziemi
obracajacej sie z predkoscia katowa w = 27/T. Po podniesieniu
skrzyni 16dZ zaczyna poruszaé sie wzgledem wody, to znaczy jej
predkoséé katowa wynosi teraz w’. Ulézmy bilans momentu pedu:

MR?w = (M —m)R%w +m(R+ h)2w'.
Otrzymujemy
;L MR2w L w ~w<1—@>
"~ MR?+2hRm+mh? ~ 14 2mh MR)’

w

W pierwszym przyblizeniu pomineli$my wyraz rzedu h?/R?,
a w drugim rozwineliSmy utamek do wyrazéw liniowych w h/R.
Predkoé¢ todzi wynosi wiec

u=wR—wR=~ —2mhw/M = —4wmh/(MT).

Minus oznacza ruch wzdluz réwnika na zachdéd. Liczbowo
u=5,82-10"% m/s, czyli tylko nieco ponad pé! milimetra na
sekunde.

Uwaga: Czytelnik Dociekliwy zapyta zapewne o réwnanie ruchu

todzi. Rozpatrzmy ten ruch w ukladzie nieinercjalnym zwigzanym

z Ziemig. W ukladzie nieinercjalnym nalezy uwzglednié sity

bezwladnosci. Na skrzyni¢ poruszajaca si¢ w gére (kierunek osi z)

z predkoscia 7 = (0,0, v), poza sila odsrodkows, ktéra utatwia

podnoszenie skrzyni, dziala tez sita Coriolisa ﬁc =2mi X &.

Skrzynia jest sztywno zwigzana z masztem, a wraz z nim takze

z reszta lodzi, wiec sila ﬁc dziata na calg 16dz. Réwnanie ruchu

lodzi ma zatem postaé

w3 Fo = —2ma@ x (o,o, d—z).
dt dt

Po scatkowaniu obu stron wzgledem czasu od 0 do 7

oznaczajacego czas wciagania skrzyni na maszt, otrzymujemy

(w =uz(7), 2(1) = h): u= —2mhw/M, czyli nasz poprzedni wynik.

i Rozwigzanie zadania F 1154.
Dla uktadu jednosktadnikowego istnieje tylko jeden punkt,
w ktérym moga jednocze$nie wspdlistnieé fazy: stata, ciekla
i gazowa (para). Taki punkt nazywany jest punktem potréjnym
badanego skladnika. W tym punkcie, w przestrzeni zmiennych
(p,T), zbiegaja si¢ krzywe ps(T) i p;(T). Punkt ten wyznaczony
jest wiec réwnaniem

ps(Tt) = pi(T2).
Podstawiajac podane w treéci zadania wzory przyblizone
otrzymujemy
3754 — 3063
T 27,92 — 24,38
Podstawienie wartosci Ty do wzoru opisujacego ps(T') lub p;(T)
pozwala wyznaczy¢ pt &~ 5933 po. Po podstawieniu wartosci po i To
otrzymujemy p; = 5933 Pa i T} = 195,2 K.

t TO ~ 195,2 TO.


https://www.deltami.edu.pl/2003/01/twierdzenie-wytrych/
https://www.deltami.edu.pl/2007/02/twierdzenie-newtona/

Argument kradziezy strategii (zob. poprzedni kacik)
pozwala wykazaé, ze gra MM jest wygrana dla gracza I
lub remisowa. Tutaj podamy naturalng strategie
gracza II, ktéra niekiedy gwarantuje mu remis. Idea
jest nastepujaca — gracz niebieski zapomina o tym, ze
ma zajmowac zbiory wygrywajace i skupi sie jedynie na

przeszkadzaniu w tym czerwonemu.

W ustalonej pozycji T', dla kazdego zbioru W € W,
zdefiniujemy jego potencjal pr (W),
wiekszy, im latwiej gracz I moze ten zbior w calosci zajac.
Kluczowe beda nastepujace warunki:

(1) 0 < pr(W) < 1, a potencjal réwny 1 maja wylacznie

cale czerwone zbiory;
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Kotko i krzyzyk, i jeszcze wiecej
Barttomiej BZDEGA*

Gra kélko i krzyzyk jest szczegdlnym przypadkiem gier MM (ang. maker-maker),
ktore okreslamy nastepujaco. Skonczony zbior 2 jest plansza, niektére jego
podzbiory nazywamy wygrywajgcymi; przez VW bedziemy oznaczaé ich rodzine.
Gracz I (czerwony) koloruje elementy zbioru 2 na czerwono, a gracz II (niebieski)
— na niebiesko. Celem kazdego gracza jest pokolorowanie w calosci jednego ze
zbioréw wygrywajacych (uzywa sie réwniez okreslenia zajecie lub zbudowanie).

*Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

(2) po pokolorowaniu jednego z elementéw na niebiesko
potencjal danego zbioru zeruje sie;

(3) po pokolorowaniu jednego z elementéw na czerwono
potencjal danego zbioru wzrasta dwukrotnie.

Tylko jedna funkcja je spelnia:

1/2%  jedli czerwonemu brakuje b elementéw

do zajecia zbioru W,

pr(W) 0

jesli zbiér W ma co najmniej

ktory jest tym jeden element niebieski.

Potencjalem pozycji T' nazwiemy sume potencjatéw
wszystkich zbiorow wygrywajacych i oznaczymy go
przez o(T). Odnotujmy, ze jesli o(T) < 1, to na mocy (1)
gracz czerwony nie ma jeszcze zadnego zbioru wygrywajacego.

Dla niepokolorowanego x €  w pozycji T' niech gr(z) oznacza sume potencjatéw
wszystkich zbioréw wygrywajacych, zawierajacych x. Pokolorowanie elementu x
na niebiesko skutkuje zmniejszeniem o(7") o gr(z) (warunek (2)), a na czerwono —
zwigkszeniem o gp(z) (warunek (3)).

Najbardziej naturalna strategia gracza II to minimalizacja sumy wszystkich
potencjaléw lub réwnowaznie — kolorowanie takiego x, dla ktérego wartosé gr(x)
jest najwyzsza.

Przypusémy, ze T} jest pozycja z ruchem niebieskiego gracza, ktéry koloruje optymalny
element x, przechodzac do pozycji T1. Nastepnie gracz czerwony koloruje element, y,
przechodzac do pozycji Ts. Mamy o(T) = o(Ty) — g1, () + g1, (), a ponadto

g1, (¥) < 91, (y) < g1 (), wiee o(Th) < o(T2) < o(Tp). Strategia gracza II gwarantuje
zatem, ze do samego kofica rozgrywki potencjal pozycji nigdy nie przekroczy o(Tp).
W takim razie wykazalidmy:

Twierdzenie Erd6sa—Selfridge’a. Jesli w grze MM gracz I nie moze w pierwszym
ruchu otrzymacd pozycji z potencjalem co najmniej 1, to gra jest remisowa

W praktyce sprawdza sig, czy potencjal pozycji poczatkowej jest mniejszy niz %,
gdyz gracz I w swoim ruchu moze co najwyzej podwoié potencjal pozycji.

Zadania

1. Oznaczmy przez KK(n, k) uogdlniona gre kdlko i krzyzyk — na planszy n X n
wygrana daje k znaczkéw pod rzad (pionowo, poziomo lub skoénie). Wykazad,
ze jesli k > 2logy n + 3, to gra KK(n, k) jest remisowa.

2. Gracze na zmiane koloruja, kazdy swoim kolorem, krawedzie dwudziestoscianu
Scietego (,pitki noznej”), a zwyciestwo daje pokolorowanie wszystkich krawedzi
nalezacych do jednej ze $cian. Rozstrzygnaé te gre.

. Dane sa liczby naturalne k > 3 oraz n < 2¥/2. Udowodni¢, ze liczby 1,2,...,n
mozna pokolorowaé¢ dwoma kolorami w taki sposéb, zeby zadne k liczb tego
samego koloru nie tworzylo ciagu arytmetycznego.

. Ustalmy stala ¢ € [0, 1]. Rozwazmy gre na planszy n X n podobna do
uogdblnionego kdtka i krzyzyka. Celem jest uzyskanie co najmniej cn znaczkéw
w jednej linii poziomej lub pionowej, ale niekoniecznie pod rzad. Wykazad, ze
istnieja stale cp,c1 € (0,1) o nastepujacej wlasnosci:

(a) jesli ¢ > ¢, to gra jest remisowa dla dostatecznie duzych n;
(b) jesli ¢ < ¢1, to gra jest wygrana dla dostatecznie duzych n.

*Sformutowanie, na potrzeby kacika, jest nieco inne niz oryginalne.
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