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Astrofotografia gtebokiego nieba. Czes¢ 1 — teoretyczna

* Autor fascynuje sie astronomia od 15 lat.
W astrofotografii stawia na proste,
dostepne dla amatoréw rozwiazania,
eksperymentujac przy tym i starajac si¢
pokazaé wybrane obszary nieba w nowy
spos6b, co zostalo dostrzezone m.in.
przez jury miedzynarodowego konkursu
AstroCamera, w ktérym w 2023 roku
uzyskatl gléwna nagrode¢ w kategorii
,»Obiekty glebokiego nieba”.

NASA - Narodowa Agencja Aeronautyki
i Przestrzeni Kosmicznej

ESA — Europejskie Obserwatorium
Potudniowe

No dobrze, ale skoro galaktyki sa
ogromnymi obiektami wypelnionymi
miliardami gwiazd, to dlaczego ich nie
widzimy na nocnym niebie? Gléwna
przyczyna, dla ktérej niebo nad nami
wydaje si¢ wypelnione jedynie gwiazdami
i poza tym sama czernia, jest bardzo
matla ilos¢ swiatla, jaka do nas dociera od
innych obiektéw astronomicznych. Cata
astrofotografia obiektéw tzw. glebokiego
kosmosu to fotografia o dlugim czasie
naswietlania — niezbednym do tego, aby
uchwycié¢ staby sygnal. Méwimy tutaj

o czasach liczonych w minutach na jedna
klatke, przy dosé jasnych obiektywach

i czulych kamerach.

Aberracja chromatyczna jest czestym
problemem soczewek. Méwigc najprosciej:
niebieskie $wiatto, ze wzgledu na wigksza
energie, zatamuje sie w szkle mocniej niz
Swiatto czerwone, przez co kolory nie
lacza si¢ tak, jak powinny. Obiektyw
uzyty w astrofotografii powinien by¢ tak
skonstruowany, aby ten efekt byl jak
najmniejszy.

Na okladce zdjecie wykonane przez
autora artykutu. Niezwykle bogaty obszar
nieba na pograniczu gwiazdozbioréw
Skorpiona i Wezownika, potozony

w bezposrednim sgsiedztwie centrum
Drogi Mlecznej. W kadrze znajduja sie
wodorowe mglawice emisyjne, z potezna
mglawicg Zeta Ophiuchi w gérnej czesci
zdjecia, oraz mnéstwo mglawic ciemnych
i refleksyjnych, z najbardziej kolorowym
i urozmaiconym obszarem w dole zdjecia,
zwanym Rho Ophiuchi.

Ireneusz NOWAK*

Zapewne wielu z Was nie raz spotkalo si¢ w Internecie z pelnymi zywych
koloréw zdjeciami nocnego nieba. Pierwsze skojarzenia, jakie przychodza do
glowy, gdy sie na nie patrzy, to wyobrazenie aparatury potrzebnej do ich
realizacji — duzych, ciezkich obserwatoriéw, z potwornie drogimi i wielkimi
jak autobusy teleskopami oraz przedziwnym sprzetem spelniajacym kryteria
wkosmicznych technologii”, do ktérych zwykty Smiertelnik nie ma dostepu.

A jak jest naprawde? Otéz to zalezy! Zdjecia pokazywane czesto w mediach,
szczegblnie te pochodzace z NASA czy ESA, sa rzeczywiscie wykonane przez
astronomicznie drogie i wyspecjalizowane urzadzenia. Z drugiej strony trzeba
mie¢ swiadomosé, ze przyrzady optyczne, za pomoca ktoérych Charless Messier
w XVIII wieku stworzyl pierwszy katalog obiektéw mgtawicowych, sktadaty

sie¢ z recznie szlifowanych soczewek i luster zrobionych z wypolerowanych
recznie plyt srebra, ktore dzisiejsze lornetki dostepne za kilkaset ztotych bija
na glowe. Oczywiscie przez taka lornetke nie ujrzymy detali odlegltych galaktyk,
ale na niebie jest bardzo duzo innych obiektéw, ktére z powodzeniem mozna
fotografowaé sprzetem przeznaczonym dla amatorow. Dobrze, to o jakim sprzecie
i o jakich obiektach astronomicznych bedziemy tutaj moéwié?

Najwicksza galaktyka na péinocnym niebie (pomijajac nasza Droge Mleczna,
ktéra przez wiekszosé roku przecina niebo w poprzek), to M31, czyli Wielka
Mgtawica Andromedy. Ma ona wymiary okolo 3 stopni katowych na 1 stopien
katowy, a to w przyblizeniu tyle co, odpowiednio, 6 i 2 érednice ksiezyca.

Jej galaktyka satelitarna, zwana M33, ma rozmiar okoto 70 minut katowych
na 40 minut katowych — czyli troche ponad, odpowiednio, 2 i 1,3 érednice
ksiezyca. Duzo, prawda? To teraz prawdziwy gigant, czyli oblok gazéw

i pylow w gwiazdozbiorze Labedzia, zwany Cygnus OB7. Jego rozmiar to

7 stopni katowych na 4 stopnie katowe — w sam raz na kadr z obiektywem
ponad 100 mm.

Ponizej opisze, jak zrobi¢ kolorowe zdjecie glebokiego nieba za pomocy
obiektywu 50-200 mm i aparatu fotograficznego. W niniejszej, pierwszej

czedci, ktora $miato mozna nazwaé teoretyczna — skupie sie na wymaganiach
sprzetowych i ekspozycyjnych. W czesci drugiej, praktyczno-technicznej, ktéra
zostanie opublikowana w kolejnym numerze Delty, krok po kroku oméwie, jakie
dodatkowe ekspozycje nieba nalezy wykonaé i jakiej obrébce nalezy poddaé
zdjecie nieba, aby otrzymaé zdjecie zamieszczone na oktadce Delty.

Sprzet

Obiektyw to najwazniejszy element zestawu, gdyz to on ,narysuje” nam obraz
na sensorze. Wymagan, ktére musi spetniac¢ obiektyw do astrofotografii, jest
wiele i nie kazdy obiektyw da oczekiwany efekt. Podstawa sa znikoma aberracja
chromatyczna oraz dobrze skorygowane brzegi obrazu — tak aby gwiazdy na
brzegach pola widzenia nadal byly punktowe i zachowaly swdj kolor — jest to
bardzo wymagajace kryterium, ale sa na rynku statoogniskowe konstrukcje,
ktére poprawnie realizuja te cele i mozna je naby¢ w kwocie okoto 2 000 PLN.

Aparat fotograficzny to drugi najwazniejszy element zestawu astrofotografii
glebokiego nieba. Aparat powinien pozwalaé¢ na uzyskanie niskich szumoéw przy
dtugich czasach naswietlania, umozliwia¢ wylaczenie funkcji automatycznego
odszumiania obrazu (niektére aparaty posiadaja algorytmy odszumiajace,
ktére ,,pochlaniaja gwiazdy”), powinien charakteryzowaé sie wysoka czuloscia

i mozliwoscig rejestrowania dtugich czaséw naswietlania (przy pomocy
zewnetrznego programowalnego wezyka lub przez zewnetrzne urzadzenie, takie
jak laptop czy telefon). Wiekszo$¢ topowych marek aparatéw, szczegdlnie z tzw.
pelng klatka, nadaje si¢ do tego celu bardzo dobrze. Czesto w astrofotografii
stosuje sie tzw. aparaty modyfikowane. Ot6z niemal wszystkie cyfrowe

aparaty lustrzane posiadaja przedni filtr przed matryca, ktory wycina czesé
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spektrum $wiatla czerwonego. Pozwala to na tansze projektowanie obiektywéw
niewykazujacych aberracji chromatycznej i nie wpltywa na fotografie dzienna.
Niestety filtr ten przewaznie wycina takze okolo 80% sygnatu generowanego
przez zjonizowany wodor (tzw. H-alfa) — co stanowi wigkszos$¢ $wiatta
wysylanego przez mglawice emisyjne. Usuniecie tego filtra, przy pozostawieniu
filtra UV /IR, znaczaco zwigksza skutecznosé takiego aparatu w astrofotografii.

Astrofotografia to przede wszystkim wykonywanie zdje¢ z dlugimi czasami
naswietlania. Do kompensacji pozornego ruchu nieba stuzy montaz
paralaktyczny. Jest to urzadzenie z wlasnym napedem, obracajace sie
precyzyjnie wzdluz swojej osi z predkoscia jednego obrotu na dobe. O$

tego urzadzenia jest ustawiana dokladnie na jeden z biegunéow — dla zdjeé
wykonywanych z obszaru Polski na biegun péinocny. Ustawienia dokonuje sie za
pomoca specjalnie przeznaczonej do tego lunetki wskazujacej, w ktérym miejscu

W astrofotografii bardzo przydaje sig w danym dniu i o danej godzinie powinna znalez¢ sie gwiazda polarna.
zupelnie niepraktyczny w innych

okolicznociach ciezki i stabilny statyw. Malo oczywista czedcia zestawu sg grzaltki na obiektyw! Redukuja one
Jednym z probleméw, z ktérymi bedziemy . Kiet i ilogé wil i skond . biekt ie. Niestet

sie mierzyé w nocy, moga byé podmuchy  Parowanie szkiel i ilo§¢ wilgoci skondensowanej na obiektywie. Niestety
silniejszego wiatru. Warto takze, by byl w naszym klimacie przez wigkszos¢ nocy kroluje wilgoé, a czolowa soczewka
na tyle stabilny, aby nie zmienil swojego biekt dai . lubi . s do iei d . .

polozenia w nocy podezas przestawiania  OPieKtywu wydaje si¢ ulubionym miejscem do jej osadzania sie.

kadru, przypadkowego otarcia czy nie . . . . .
wpadal zbyt latwo w drgania. Mamy wigc aparat z odpowiednim obiektywem, przymocowany do montazu

paralaktycznego, ustawionego na biegun péinocny, a caloéé na stabilnym
statywie i zabezpieczona przed wilgocia. Ustawilismy interesujacy nas kawatek
nieba w kadrze, mamy ustawiona ostro$¢, podtaczony wezyk i upewniliSmy sie,
ze karta pamieci nie zostala w domu (co tez sie zdarza).

Co dalej?

Miejsce i Czas

Wydawaé by sie moglo, ze jest to temat trywialny — bo
przeciez kazdy wie, ze zdjecia nieba wykonujemy w nocy
przy bezchmurnym niebie. Céz, nie do konca. Bez
watpienia najwieksza przeszkoda w rejestracji obiektow
ciemnego nieba sa chmury. Te niskie i $rednie nalezg
do przeszkdd oczywistych, bo po prostu przystaniaja
nam gwiazdy (albo przynosza deszcz). Jednak duzo
wiekszym problemem sa ledwo dostrzegalne, szczegdlnie
noca, chmury wysokie. Odpowiadaja one za efekt
halo powstajacy na zdjeciach gwiazd, ktéry skutecznie
zniweczy Jaklekolvvlek préby zebrania dobrego materialu. Mapa zas$wietlenia nieba Europy za portalem www.lightpollutionmap.info

Warto tutaj dokladnie przeéledzié prognozy pogody w nocy wplywa negatywnie na ludzki organizm, przyczyniajac sie

oraz ZWGI‘yﬁkOW&é pierwsze zebrane klatk17 czy nie takze do powaz}nych choréb. W przy}?adku Aastrofc.)togr.afu - erst tym
. Y , i czynnikiem, ktéry zmusza nas do wyjazdu jak najdalej od miasta, bo

zawieraja jasnych obwodek dookota gwiazd. $wiatlo, nawet daleko od osrodkéw miejskich, bedzie odpowiadaé za

najwieksza czesé zebranego sygnalu w naszym materiale.
Jednak najwieksza zmora astrofotografii jest
sztuczne zaswietlenie. Czlowiek, odkad wynalazt
elektrycznos¢é, nieustannie o$wietla swoje otoczenie.
W Europie Zachodniej i Srodkowej coraz mniej
jest miejsc, gdzie panuje prawdziwa noc. Wedlug
portalu www.lightpollutionmap.info, ktéry pokazuje
poziom zanieczyszczenia nieba sztucznym $wiattem,
obecnie nie ma w Polsce zadnego miejsca z naturalna,
pierwotna ciemnoscia nocnego nieba. Aktualnie
najlepszym miejscem do uprawiania astrofotografii
sa u nas Bieszczady. Kluczowa zasada to znalezé
jak najciemniejsze miejsce blisko naszego miejsca
zamieszkania. Stabilno$é atmosfery (tzw. seeing) mozemy pomingé
do ogniskowej okoto 300 mm, ale przy wiekszych
Wicgkszo$é dzieci (dorostych tez) w Polsce nigdy na wlasne oczy

nie widziala Drogi Mlecznej. Jeszcze 200 lat temu na obrzezach przybhzemach zaczyna grac kIU‘CZOWQ I‘OIQ. Cleple
Paryza, a co dopiero Warszawy, nocne niebo niczym nie réznilo sie i zimne oraz wilgotne i suche powietrze oddzialuja ze

w swojej jasnosci (a raczej ciemnosci) od tego na Saharze. Sztuczne 2. 4 s . . . .
zaswietlenie to problem nie tylko astronoméw i astrofotograféw, gdyz SObQ na I'OZIlyCh WySOkOSCIaCh’ mieszajg sig, co da'Je

coraz wiecej badan wskazuje, ze brak prawdziwej ciemnodci WidOCZIly efekt ,,falowania” i rozmazuje obraz gwiazd

Nasza atmosfera jest dodatkowym, waznym elementem
optycznym, ktéry musimy uwzglednié¢ w fotografii
nieba. Duza zawarto$é wilgoci i pytéw wplywa na
przejrzystosé i jako$é zdje¢. To nie przypadek, ze
najwieksze obserwatoria sa budowane wysoko w gorach,
gdyz im wyzej ulokujemy aparat, tym ,,element
optyczny” atmosfery jest cienszy i jego wplyw na
zdjecie jest mniejszy. Stad kazde podniesienie terenu
(najlepiej w gérach) pomoze nam w osiagnieciu lepszego
zdjecia. Podobnie kadr blisko zenitu da nam lepszej
jakosci obraz niz ten nisko nad horyzontem.
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i drobnych detali galaktyk. Objawem niesprzyjajacego
seeingu sg mocno mrugajace gwiazdy — i jest to czynnik,
ktory moze zdecydowaé o rezygnacji z sesji zdjeciowe;j.

Kolejnym czynnikiem wplywajacym na nasze zdjecie
moze by¢ delikatna poswiata generowana w wyniku
spontanicznych reakcji czasteczek gazéw w gornych
partiach atmosfery Ziemi, nazwana zjawiskiem

W wigkszosci stosowanych obecnie
aparatéw przetworniki konwertuja
odczytywane wartosci na liczby 12- lub
14-bitowe, co daje wartosci odczytu

od 0 do, odpowiednio, 4095 lub 16185.
Poniewaz ze wzgledu na duze upakowanie
informacji w malym zakresie oferowanym
przez pojemno$é piksela interesuje nas jak
najwigksza rozdzielczo$¢ pomiaru jego
warto$ci, wiec przetwornik 14-bitowy jest
tutaj oczywistym wyborem.

ISO — zwana takze dawniej ASA — jest
skalg opracowana przez American
Standards Association, ktéra swoja
popularnodcia wyparla inng, wczesniej
stosowang skale DIN, opracowana przez
Niemiecki Instytut Normalizacji.

Najpro$ciej rzecz ujmujac, im nizsza
warto$é ISO, tym aparat jest mniej
wrazliwy na Swiatto i odwrotnie. Zdjecia
robione w tych samych warunkach

i o tych samych czasach naswietlania,
przy np. ISO 100 beda ciemniejsze niz
przy ISO 200. Niskie wartosci, takie jak
ISO 100, $wietnie sprawdzaja si¢

w stoneczne dni. W przypadku
fotografowania w mroku lub
pomieszczeniach stabo o$wietlonych
konieczne moze by¢ stosowanie wyzszych
czulosci ISO (jak ISO 1600 lub
wyzszych).

air glow. Sa to pasma delikatnej poswiaty w kolorze
zielonym lub, rzadziej, czerwonym. Swoja droga, jezeli
naszym problemem przy zdjeciach staje sie air glow,
oznacza to, ze znalezliSmy naprawde ciemne miejsce.

Pozostaja tez czasteczki o wysokiej energii (ang.
cosmic-ray) — tak! Zdarzaja sie! Zostawiaja krétka,
przeswietlong kreske na zdjeciu.

Jak przeliczyé czas ekspozycji?

Mamy zatem juz nasz aparat, wybraliémy odpowiednie miejsce, pogoda jest
piekna, wybralidémy interesujacy nas obiekt astronomiczny. Teraz musimy
zdecydowaé o dtugosci czasu ekspozycji.

Matryca sklada sie z elementéw $wiattoczulych, pikseli, ktore, mocno
upraszczajac, w wyniku detekcji fotonu (efekt fotoelektryczny) zwickszaja swoj
tadunek o warto$é¢ 1 eV. Kazdy sensor posiada rézng maksymalna pojemno$é
pojedynczego piksela, ktéra nazywamy studnia potencjatu (ang. full well
capacity). Przepelnienie piksela, czyli zbyt dlugie jego nawietlanie, moze
spowodowa¢ ,,przelanie si¢” nadmiaru tadunku na sasiednie piksele, co jest
wysoce niepozadane. Po zakoniczonej ekspozycji zgromadzony w kazdym z pikseli
tadunek jest wzmacniany i zamieniany w przetworniku analogowo-cyfrowym
(A/D) na liczbe.

W zwiazku z tym interesuje nas jak najdluzsza ekspozycja, przy ktérej nie
przepalimy gwiazd” — owszem, jesli trafia nam sie w kadrze dwie, trzy super
jasne gwiazdy ,,Behemoty” — nic na to nie poradzimy, ale to powinny by¢
wyjatki, gdyz oznaczaja utrate czesci informacji i wplywaja na estetyke zdjecia.
Poza samymi gwiazdami istotny wplyw na wybér czasu naswietlania wywiera
takze sztuczne zaswietlenie nieba, ktére przyspiesza saturacje gwiazd i kadru.
Najbezpieczniejsza forma ustalenia odpowiedniego czasu naswietlania jest
wykonanie kilku testowych zdje¢ i ustalenie czasu metoda prob i bltedow.

W wiekszosci przypadkéow jednak czas naswietlania to kilka minut. Warto
zaznaczy¢, ze w ciemnych warunkach bieszczadzkich udaje sie uzyskac

nawet dwa razy dtuzsze ekspozycje niz kilkanascie kilometréw od miasta. No

i najwazniejsze — formatem zapisu powinien by¢ bezstratny RAW — czyli odczyt
z matrycy aparatu, bez ingerencji dodatkowych moduléw oprogramowania
aparatu, majacych na celu upiekszenie czy odszumienie zdjecia.

Wzmocnienie sygnalu, czyli czym jest to magiczne ISO?

Uogdlniajac, ISO jest ustandaryzowana miara czutosci aparatu na swiatto,
ktora gwarantuje, ze niezaleznie od typu aparatu uzytego do wykonania zdjecia
przy obiektywie o tej samej jasnodci, tym samym czasie naswietlania, w tych
samych warunkach i tych samych ustawieniach ISO uzyskamy obraz wynikowy
o tej samej jasnosci. Jako ze aparaty wykorzystuja rézne sensory, kazdy z nich
w inny sposéb przetwarza pochodzacy z nich sygnal, aby uzyskaé¢ okreslone ISO.
Oznacza to, ze warto$¢ ISO, ktéra w konkretnym modelu bedzie optymalna dla
astrofotografii, w innym urzadzeniu bedzie ustawieniem mato skutecznym.

Teoretycznie wiec, jezeli obiekty, ktére fotografujemy, sa ekstremalnie ciemne,
wybdr wartosci ISO, dla ktérej konieczne jest uzbieranie kilku fotonéw,

aby uzyskaé wzrost wartosci piksela o 1 przy odczycie, jest gorszy niz ISO

o wielkoéci, dla ktérej juz jeden wykryty foton daje w efekcie wzrost wartosci
piksela o 1 (ang. unity gain ISO). Ale zeby nie bylo zbyt rézowo, wybdr
takiego ISO nie musi byé¢ tym najlepszym, z przyczyn ukrytych w konstrukcji
matrycy, aparatu i jego oprogramowania — przyczyna moze by¢ np. ilos¢
dodawanego szumu do zdjecia. Poprawne ustawienie ISO jest wiec wiedza czesto
uzyskiwana, znéw, metoda préb i bteddéw, wsparta réznymi amatorskimi lub
specjalistycznymi analizami sprzetu fotograficznego publikowanymi w Internecie
(np. przez DxO, www.dxo.com/)), na forach lub po prostu ustalane ,metoda
ekspercka” (np. ISO800/ISO1600).

To tyle teorii, w nastepnym odcinku bedzie juz tylko praktyka!
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Po ,,stu” (np. trylion szeséset trzy) Piotr PIKUL*

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagielloriski

Akurat w poréwnaniu z liczbami,
o ktérych dalej bedzie mowa, 100 to
wrecz $miesznie malo. ..

Sto

MiliardDwa
MiliardSto
StoMiliardow
BilionStoTrzy
BilionStoPiegé
BilionTrzysta
BilionPiecset
DwaBilionyDwa
DwaBilionySto
CzteryBiliony
Sze§cBiliondw
OsiemBilionéw
StoBilionéwTrzy
StoBilionéwPigé
StoPieéBiliondw
TrzystaBiliondéw
PiecsetBilionoéw
BiliardDwanascie
BiliardStoCztery
BiliardStoSiedem
BiliardCzterysta
BiliardSiedemset
BiliardTysigcDwa
BiliardTysigcSto
BiliardMilionDwa
BiliardMilionSto
BiliardBilionDwa
BiliardBilionSto
DwaBiliardyJeden
DwaBiliardySzesc
DwaBiliardyOsiem
TrzyBiliardyTrzy
TrzyBiliardyPiec
PigéBiliardoéwDwa
PiecBiliardowSto
DziesigéBiliardéw
StoBiliardéwCztery
StoBiliardéwSiedem
StoBiliardéwStoDwa
StoDwaBiliardyTrzy
StoDwaBiliardyPiec
StoTrzyBiliardyDwa
StoTrzyBiliardySto
StoSiedemBiliardow
TrzystaDwaBiliardy
CzterystaBiliardéw
PigésetDwaBiliardy
SiedemsetBiliardow
TrylionSiedemnascie
TrylionCzterdziesci
TrylionPigédziesiat
TrylionStoDwanascie
TrylionDwiescieTrzy
TrylionDwieSciePigc
TrylionTrzystaJeden
TrylionTrzystaSzes¢
TrylionTrzystaOsiem
TrylionCzterystaDwa
TrylionPig¢césetJeden
TrylionPigcsetSzesc
TrylionPieésetOsiem
TrylionSzesésetTrzy

100

1000000002
1000000100
100000000000
1000000000103
1000000000105
1000000000300
1000000000500
2000000000002
2000000000100
4000000000000
6000000000000
8000000000000
100000000000003
100000000000005
105000000000000
300000000000000
500000000000000
1000000000000012
1000000000000104
1000000000000107
1000000000000400
1000000000000700
1000000000001002
1000000000001100
1000000001000002
1000000001000100
1001000000000002
1001000000000100
2000000000000001
2000000000000006
2000000000000008
3000000000000003
3000000000000005
5000000000000002
5000000000000100
10000000000000000
100000000000000004
100000000000000007
100000000000000102
102000000000000003
102000000000000005
103000000000000002
103000000000000100
107000000000000000
302000000000000000
400000000000000000
502000000000000000
700000000000000000
1000000000000000017
1000000000000000040
1000000000000000050
1000000000000000112
1000000000000000203
1000000000000000205
1000000000000000301
1000000000000000306
1000000000000000308
1000000000000000402
1000000000000000501
1000000000000000506
1000000000000000508
1000000000000000603

Istnieje nawet koncepcja rozszerzenia
nazw w nieskoniczonoéé¢. Mozna si¢ z nig

zapoznaé np. na stronie www.math.us.edu.pl

/" pgladki/faq/node45.html lub u zrédta:
J.H. Conway, R.K. Guy, The Book of
Numbers, Springer Verlag, 1996

To nie jest wielki bol. Prosze si¢ nie

martwié.

Jak to jest, ze sto, choé¢ to catkiem wiele,

Nazwe ma tak krotka. (Juz dluzsze jest ,jeden”!).
Liter tyle co cyfr. Zbieznos¢ niemozliwa.

Ciekawe, czy z innymi liczbami tak bywa?

O stu to kazdy styszal, ale komu znana

Jest inna liczba, ktéra slownie zapisana

Tyle samo ma liter, co i cyfr by bylo,

Gdyby za ich pomoca si¢ ja przedstawito?

Sto jeden? Sto tysiecy? Oj, nie tedy droga!

Same dlugie wyrazy. Stad az do... miliona.
Siedem cyfr, cho¢ szes¢ liter mamy w tym milionie. |
Ale jedna dotozy¢ to jest spory problem. ..

Mozna by wzia¢ ,miliony” — liter bedzie siedem.
Ale ile milionéw? Wszak wiecej niz jeden,

Wiec znowu dhugi jaki$ wyraz sie dotozy,

I z tym nadmiarem liter nie bedzie co zrobid!
Moze dziesieé¢ milion6w? Albo sto — najlepiej,
Skoro tak malo liter wystepuje w setce?

Nie, no — wciaz nie dziala. Z tymi milionami

To sie raczej nie uda. Trzeba szukaé dalej.

Miliard. Ten az trzy cyfry ma ponad litery.
Tak krotkimi liczbami juz dysponujemy!
Miliard dwa — cyfr i liter po dziesie¢ wychodzi.
Setki krewny daleki zostal znaleziony!

Potem miliard sto widaé¢ niedaleko,

I juz do stu miliardéw trzeba znowu czekac.

Oczywiscie reczne takich liczb szukanie,

Ktére niezaleznie, jak sa zapisane,

Te sama dlugo$é maja, moze by¢ meczace.
Warto wiec wprowadzi¢ automatyzacije.
Ciekawym ¢wiczeniem jest programistycznym,
By kod stworzy¢ zdolny ponazywaé liczby!
Mamy tam nadmierna mnogo$¢ form odmiany,
Bo jest pie¢ milionéw, ale trzy miliony.

Nam jednak inny algorytm sie przyda,

Bo miast od liczb zaczynaé, a potem nazywac,
Warto ze stéw ukladaé nazwy liczb i badad,
Czy mnogosé cyfr z liter licznoscia si¢ zgadza.
(Wiecej programistycznych wskazéwek nie bedzie,
Gdyz nazbyt trudno wyrazié¢ je wierszem).

Prosze zwrécié uwage, ze nie uwzgledniamy

W nazwach liczb odstepéw miedzy wyrazami.
Kto chce liczyé co$ wiecej niz same litery,

Musi sam konstrukcje powtorzy¢ ,,od zera”.

A gdyby tak kogos fantazja nosila,

Aby o niedziesietny zapis liczb zapytad,

To zauwazy¢ wypada, ze w jezyku polskim
Nazewnictwo liczb jest rdzennie dziesigtnym.
Jego mieszanie, na przyklad z zapisem binarnym,
Byloby czym$ dalece dziwnym i nienaturalnym.

Tutaj ciekawostka: jesli sie przyjrzymy
Standardom opisujacym, jak nazywaé liczby,

To (zaleznie od standardu) moze byé wskazana
Najwicksza liczba tym kluczem nazwana!

Gdy juz ja wskazemy, to jest oczywiste,

Ze ciag liczb z jednakiej dtugosci zapisem
Dziesietnym oraz stownym ma wyraz najwiekszy.
Niestety zalezy on od przyjetej konwencji.

I z tego powodu, co przyznaje z bélem,

Nie przytoczymy go w tym artykule.
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To jeszcze na koniec ciekawostka jedna:

Czy moze istnieje jakas liczba pierwsza

O jednako dlugim zapisie stownym i dziesietnym?
Istnieje. Na miejscu szes¢dziesiatym trzecim

Jest trylion szeséset trzy (co ma cyfr szesnascie),
Ktory posiada dumne miano liczby pierwsze;j.
Pewnie wigcej takich liczb by si¢ dalto znalezé.
Sam, Drogi Czytelniku, mozesz szuka¢ dalej!

Jesli czego$ na mojej lidcie brakuje, to
bedzie wstyd z tym 63...

Powyzsze rozwazania na inne jezyki

Mozna przenie$¢ — i inne dosta¢ wyniki.

Dla Zainteresowanych Poliglotéw to zabawy.
Ja tylko zwréce uwage na ten fakt ciekawy,
Ze choé¢ do matematyki przymiotéw zaliczy¢
Nalezy uniwersalno$é¢ wielka: ludy i jezyki
Wszelkie uzywaé arytmetyki tej samej

Moga i w kazdym kraju réwnanie
Kwadratowe jednakim daje sie sposobem
Rozwiazaé (choé¢ innym nazwa je stowem),
Podobnie wszelkie geometrii twierdzenia
Prawdziwe sa niezaleznie od pochodzenia
Badaczy, ktérzy je udowodnili,

To my$my dzi$ co$ odmiennego zobaczyli!
Udalo sie rozwazy¢ problem naprawde niezwykly: -
I calkowicie polski, i matematyczny.

Przygotowal Dominik BUREK

i Zadania

Udowodni¢, ze

Rozwiazanie na str. [I§]

Rozwiazanie na str. [14]

Udowodni¢, ze

Rozwiazanie na str. [I9]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1091. Na sasiednich, rownoleglych torach ustawiono
tramwaj zasilany z zewnetrznej sieci elektrycznej

oraz elektrowéz zasilany ze znajdujacych sie¢ w nim
akumulatoréw i rozpoczeto ,wyscig”. W chwili

startu masy obu pojazdéw bytly réwne i wynosity

mo = 4,2 - 10* kg. Po pewnym czasie oba pojazdy
osiagnely predko$é v réwna 4/5 predkosci $wiatla c.
Jakie masy mialy w tym momencie oba pojazdy

w ukladzie odniesienia zwiazanym z torami?
Rozwigzanie na str. [f]

M 1774. Kazda liczba ciagu ay,ao,as, ..
Ponadto a; = ag,41 oraz dowolne dwa sasiednie wyrazy tego ciagu sa roézne.

b2 +c? —a?
be

.y Q2p, G2p+1 jest rowna 2, 5 lub 9.

ai1az — G203 + a3a4 — ...+ (2,102, — 2502741 = 0.

M 1775. W wypuklym czworokacie ABCD katy ABC i ADC sg proste.
Punkty K, L, M, N lezg odpowiednio na bokach AB, BC, CD, DA, przy czym
czworokat K LM N jest prostokatem. Udowodnié, ze Srodek przekatnej AC jest
réwnoodlegty od prostych KL i MN.

M 1776. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, c takie, ze

a2 4+v2 -2

2.
ab <

2 +a®—-b?

ca

< 2 oraz < 2.

F 1092. Obraz tarczy stonecznej otrzymany przy
pomocy kulistego zwierciadta wklestego o promieniu

r =10 cm i ogniskowej f = 1 m pada na cienki krazek
o rozmiarach identycznych z rozmiarami obrazu
Stonica, wykonany z matowego materiatu absorbujacego
swiatlo. Oszacuj, do jakiej maksymalnej temperatury T
mozna w ten sposob ogrzaé krazek, jesli temperatura
powierzchni Stonca wynosi Ty ~ 6000 K? Wplyw
efektéw zwiazanych z aberracja sferyczna nalezy
pominaé.

Rozwiazanie na str. [I0]



* Zaklad Fizyki Teoretycznej, Narodowe
Centrum Badan Jadrowych

TVVyznacza si¢ wprawdzie przyblizone
trajektorie czastek natadowanych

w komorze dryfowej. Jest to jednak nadal
trajektoria w rozumieniu mechaniki
klasycznej.

Potencjal harmoniczny opisuje sytuacje,
w ktérej energia potencjalna czastki jest
proporcjonalna do funkcji V(z) = %:vZ.
Funkcja ta ma minimum w punkcie z = 0.
Punkt ten nazywamy polozeniem
réwnowagi — aby wyprowadzi¢ czastke

z tego punktu, nalezy dostarczy¢ energie
proporcjonalng do kwadratu

wychylenia z?. Taka zaleznosé energii
potencjalnej od wychylenia oznacza, ze
sita, ktora dziala na czastke, jest
proporcjonalna do wychylenia z, ale

z ujemnym wspoélczynnikiem (sita ma
zwrot przeciwny do wychylenia).
Czytelnik znajacy podstawy mechaniki
klasycznej zapewne wie, ze ,sila réwna
jest minus gradientowi potencjatu”,

a gradient to w jednym wymiarze

po prostu pochodna.

W fizyce klasycznej potencjal
harmoniczny opisuje uktad wykonujacy
drgania wokél potozenia réwnowagi, czyli
tzw. oscylator harmoniczny.

-]

Rozwigzanie zadania F 1091.
Po osiggnieciu predkosci v = 0,8¢c masa
tramwaju wynosita

mo B 10

71 = /”2 = ?”107

mi =

tzn. my = 7 - 10* kg, a masa elektrowozu
me = mo = 4,2 - 10% kg. Tramwaj
zwiekszal swoja energie kinetyczna,

a wigc i catkowitg mase, dzigki pobieraniu
energii z zewnatrz (z sieci elektrycznej).
Elektrow6z natomiast rozpedzal sie,
zamieniajac w energie kinetyczng energie
potencjalng zgromadzona w bedacych
jego czescig akumulatorach, a zatem jego
calkowita energia (i réwnowazna jej masa)
nie ulegla zmianie podczas rozpedzania.

Krysztaly Pauliego, czyli o tym,
ze czastki kwantowe lubig samotnoscé
Maciej PYLAK*

Gdy chcemy opisywaé uklady wielu czastek kwantowych, jednym

z fundamentalnych probleméw, jaki napotykamy, jest ich nierozréznialnosc.
W przypadku obiektéw makroskopowych (tzn. takich, ktére sa dobrze opisywane
w jezyku mechaniki klasycznej), nawet gdy sa one identyczne (masa, rozmiary,
tadunek), mozemy je odrézniaé¢ na podstawie ich trajektorii. Dla kazdego

z takich cial mozemy bowiem napisa¢ dynamiczne réwnanie ruchu. W ten
sposéb kazdy obiekt makroskopowy ma swoje polozenie, predko$é. .. i staje
sie unikatowy. Metoda ta zawodzi w przypadku obiektow kwantowych, gdyz
tu mozemy operowac jedynie pojeciem prawdopodobienstwa tego, ze ciato
znajduje si¢ w jakimg$ obszarze przestrzeni. Traci zatem sens réwniez pojecie
trajektorii takiej czastkif. Zamiast tego postugujemy sie pewnym tworem
matematycznym nazywanym funkcjg falowa, oznaczana najczesciej grecka
litera 1. Konkretng posta¢ ¢ znajdujemy jako rozwiazanie fundamentalnego
dla mechaniki kwantowej réwnania falowego — ré6wnania Schrodingera.
Sama funkcja falowa nie ma prostej interpretacji fizycznej, lecz juz kwadrat
jej modutu |[¢(x)|* wyraza gestosé prawdopodobieristwa znalezienia czastki

w punkcie z. Oznacza to, ze zamiast méwié¢ o potozeniu czastki czy tez

o0 jej pedzie, jestedmy w stanie wyrokowaé jedynie o tym, jaki przedzial
polozen/pedéw jest bardziej prawdopodobny od innych.

Opisujac stan ukladu wielu czastek kwantowych, z uwagi na ich
nierozroznialno$é, zobligowani jesteSmy do traktowania go jako calosci. Tak
samo funkcja falowa opisujaca stan takiego uktadu musi zaleze¢ np. od polozen
wszystkich skladnikéw (mozemy réwniez uzywaé opisu w przestrzeni pedéw).

Wykonajmy pewien eksperyment (pdki co myslowy). Wyobrazmy sobie dwie
czastki, ktére moga poruszaé sie wzdluz prostej (czyli tylko w jednym wymiarze).
Na obie czastki bedzie dziatala sita zalezna od polozenia, ktéra przyciaga czastki
do ustalonego polozenia réwnowagi (opisywana tzw. potencjalem harmonicznym,
patrz margines). Interesuje nas, jaki bedzie przestrzenny rozklad tych dwéch
czastek. Gdyby chodzilo o dwa ciala podlegajace mechanice Newtona (np. dwie
identyczne kulki), bez trudu pokazaliby$émy, ze ulokuja si¢ one mozliwie blisko
minimum potencjalu, jedynym za$ ograniczeniem sa ich niezerowe promienie,
stad tez x1 — 07, xo — 0, a $rodek masy ukladu znajduje sie dokladnie w zerze.

Jesli jednak nasze czastki przejawiaja nature kwantowa, wtedy musimy
szukaé stanu takiego uktadu dwuczastkowego, ktéry zalezal bedzie od dwéch
wspélrzednych (polozen): ¥(x1,x2). Jedli uda nam sie wyznaczy¢ taka
funkcje, to kwadrat jej modutu wskaze, dla jakich polozen x1,xo gestosé
prawdopodobienstwa osiagga maksimum. Jak to ma miejsce dla niezaleznych
zdarzen losowych, mozemy przedstawi¢ nasza funkcje w postaci iloczynowej:
Y(x1, x2) = Pa(x1)dp(22), gdzie ¢qp(x) jest tak zwang funkcja jednoczastkows —
czyms$, co w naszym przykladzie odpowiada pojedynczej czastce w pulapce. Taki
opis byltby w pelni stuszny, gdyby nasze czastki byly rozréznialne. Znaczy on
bowiem, ze czastka pierwsza jest w stanie a, czastka druga za$ w stanie b. Ow
stan moze oznaczaé np. energie czastki. Tak dlugo, jak czastki sa nierozroznialne,
trzeba wzia¢ pod uwage, ze mozliwa jest takze sytuacja odwrotna: czastka
pierwsza jest w stanie b, a druga w stanie a. Sama operacja zamiany czastek
(oznaczmy ja jako operacje 15) jest réwnowazna przemnozeniu funkcji falowej
przez pewna stala c: )

Pip(a1,22) = ¢ P(z2, 21).
Gdy wykonamy te operacje dwukrotnie, wracamy do stanu poczatkowego:

PPY) (w1, 25) = ¢ - (w1, w2) = (w1, 2),
co naklada ograniczenie: ¢ = £1. Mozna sie bylo spodziewaé, ze |c| = 1,
gdyz przestawienie nierozréznialnych czastek nie moze zmienia¢ wartosci
prawdopodobienstwa. Mamy wiec dwie mozliwe sytuacje odpowiadajace dwom
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Méwimy, ze funkcja ¢ g (z1, z2) opisuje
stan symetryczny, poniewaz zamiana
czastek, ktérej odpowiada zamiana
argumentéw x1 <> x2, pozostawia funkcje
Ys(z1, xz2) niezmieniong. Natomiast
zamiana czastek (czyli argumentéw

x1 > x2) funkcji Y a (21, z2) zmienia jej
znak na przeciwny, dlatego stan
opisywany ta funkcjg nazywamy
antysymetrycznym.

Energia czastek w potencjale
harmonicznym jest skwantowana,
podobnie jak energia elektronu w atomie
wodoru — czgstka moze znajdowac si¢
w stanach o pewnych wyréznionych
energiach. Stan o najnizszej energii
nazywamy podstawowym, a stany
o wyzszych energiach nazywamy
wzbudzonymi. Podane tu funkcje ¢, (z)
oraz ¢p(z) znajduje si¢ jako rozwigzania
wspomnianego juz wczesniej réwnania
Schrodingera z potencjatem
harmonicznym, odpowiadajace energii
stanu podstawowego i pierwszej
dozwolonej wartosci energii wickszej od
warto$ci najnizszej.

|U.223

0.200

=0.175

lws(x1,%) | >

0.150
0.125
0.100

7 0.075

0.050
| 0.025

3
| 0.225
0.200

=0.175
0.150
0.125
0.100

§ 0.075

0.050
0.025

3
Rys. 1. Rozklad gestosci
prawdopodobienstwa p(z1, z2) dla dwéch
czastek w polu jednowymiarowego
oscylatora harmonicznego.
Goérny rysunek: przypadek symetryczny —
prawdopodobienstwo jest maksymalne dla
jednakowych potozen czastek
(Zl = T2 = :tl/\/i)
Dolny rysunek: przypadek
antysymetryczny — prawdopodobienstwo
jest maksymalne dla przeciwnych polozen
czastek 1 = —x2 = il/\@

Zakaz Pauliego jest przyczyna tego, ze
elektrony (ktére sg fermionami)

w atomach obsadzajg kolejne coraz
wyzsze poziomy energetyczne. Gdyby
elektrony byly bozonami, to wszystkie
znajdowalyby si¢ w jednym i tym samym
stanie o najnizszej energii i nie byloby
chemii, jakg znamy, a zatem nas tez by
nie byto.

mozliwym warto$ciom stalej ¢ = £1:

Vs (. 22) = \%(qba(xl)qﬁb(m) T do(@r)bal2)),

Yale1, ) = %(%(mlm(mz) ~ Gp(21)al2)).

Wystepujace powyzej suma i réznica maja fundamentalne znaczenie.

W celu lepszego zrozumienia tego zagadnienia spéjrzmy na rozktady
prawdopodobienistwa dla stanu symetrycznego S i antysymetrycznego A,

gdy ¢ (x) oraz ¢p(x) sa, odpowiednio, stanem podstawowym (stanem

o najnizszej energii) i pierwszym stanem wzbudzonym kwantowego oscylatora

harmonicznego:
1 _ x2 /2 \/i

(ba(.’lﬁ) = %6 ) ¢b(x) = \4/7?
Rozklady gestosci prawdopodobienstwa zostaly przedstawione na rysunku 1.
Gdy je porownamy, mozemy zaobserwowaé pewne fundamentalne réznice.
Podczas gdy funkcja |1s (1, 22)|? osiaga maksimum dla 2y = 2o = j:%

—x2/2

xre

oraz przyjmuje zerowg wartos¢ na prostej r; = —xa, to w wypadku funkcji

|94 (1, 22)|? sytuacja jest odwrotna. Oznacza to, ze jesli nasze czastki beda sie
znajdowaly w stanie opisywanym funkcja symetryczna — beda chciaty przebywaé
w tym samym miejscu, natomiast czastki opisywane funkcja antysymetryczna
swybiora” przeciwne zbocza putapki, zas prawdopodobienistwo zaobserwowania
ich razem jest zerowe — jest to zdarzenie niemozliwe.

Rodzi sie zatem pytanie: Ktéry z wariantéw (symetryczny czy antysymetryczny)
bedzie sie realizowal? Kluczowa role w znalezieniu odpowiedzi odgrywa wlasnosé
kwantowa zwana spinem, ktéra czasem (niezbyt stusznie) okresla sie jako wlasny
moment pedu. De facto spin, bedacy immanentna cecha danej czastki, pozwala
wyr6zni¢ dwa rodzaje czastek: o spinie catkowitym (np. fotony) oraz te o spinie
poléwkowym (np. elektrony, protony czy neutrony). Pierwsze z nich, nazywane
bozonami (Satyendra Nath Bose wyznaczy! rozklad prawdopodobieristwa

dla fotonéw), opisywane sg symetryczna funkcja falowa. Moga wiec wszystkie
znajdowaé sie w tym samym stanie kwantowym (taki stan materii nazywamy
kondensatem Bosego-Einsteina). Drugie okreslamy jako fermiony (od nazwiska
Enrico Fermiego). W pewnych szczegdlnych warunkach bozony moga tworzyé
kondensat, natomiast fermiony sg zawsze unikatowe: nie jest mozliwa sytuacja,
w ktoérej jaki$ stan kwantowy jest obsadzony przez wiecej niz jeden fermion.
Zapisana powyzej wlasnos¢ stanowi tre$¢ zakazu Pauliego oraz wskazuje na
niezwykle istotng korelacje miedzy czastkami, ktére mu podlegaja.

Powyzszy przyklad dwéch czastek jest relatywnie prosty w analizie i pozwala
na zrozumienie, jak wielka role odgrywa symetria funkcji falowej i zwiazany

z nig zakaz Pauliego. Gdy zwiekszymy liczbe atoméw oraz gdy nasza putapka
jest przynajmniej dwuwymiarowa, zagadnienie staje sie nietrywialne. Z jednej
strony mamy do czynienia z ,,odpychaniem” si¢ atoméw (jest to wynik
wieloczastkowych korelacji, a nie zadne z podstawowych oddzialywan, gdyz
atomy nie posiadaja ladunku), z drugiej za$ zewnetrzny potencjal nie pozwala
im zbytnio sie od siebie oddali¢. Pojawia sie zatem pytanie: Gdzie sa te atomy
i jak si¢ unikaja wzajemnie w przestrzeni? To pytanie zadali sobie uczeni

z Instytutu Fizyki Polskiej Akademii Nauk, przystepujac do badania tego,

czy sa jakie$ geometrycznie preferowane ustawienia czastek oraz jak bardzo te
ustawienia sa preferowane w stosunku do innych [3] [7, [T, 4].

Postaram sie pokrétce wyjasni¢ gtéwne zalozenia oraz rezultaty cytowanych
prac. Niestety wraz ze wzrostem liczby atoméw ros$nie takze stopien ztozonosci
rozwazanego zagadnienia. Dla N czastek w 2-wymiarowej putapce mamy juz
2N zmiennych, od ktorych zalezy pelna funkcja falowa, a w konsekwencji
prawdopodobieristwo. Funkcja falowa moze zostaé przedstawiona w postaci
iloczynowej, jednak nalezy wziaé¢ pod uwage wszystkie mozliwe permutacje
zbioru N-elementowego z uwzglednieniem zmiany znaku iloczynu przy
kazdorazowej zamianie czastek. O ile bylo to trywialne dla N = 2, gdyz istnieja
tylko 2! = 2 permutacje (ktérym odpowiadaja dwa sktadniki w funkcji falowej 14),
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Opisang w tekscie procedure
konstruowania catkowicie
antysymetrycznej funkcji falowej

N czastek mozna zapisa¢ w postaci tzw.
wyznacznika Slatera (wyznacznika
macierzy zbudowanej z funkcji

jednoczastkowych):
P(F1, 7o, ... TN) =
¢1(71) ¢2(7_jl§ s oN(T1)

1 ¢1(T2) ¢2(T2

- on(T2)
VNI :

$1(7n) $2(7n) -+ dn(Fw)

Co oznacza ,pelne obsadzenie” stanu
energetycznego? W przypadku pulapki
jednowymiarowej kazdej energii
odpowiada jeden stan wzbudzony.

W przypadku putapki dwu- (i wiecej)
wymiarowej energie wzbudzen w réznych
kierunkach si¢ dodaja, a w konsekwencji
te samg energie moga mieé rézne stany.
Na przyktad pierwszej wzbudzonej energii
w putapce dwuwymiarowej odpowiadaja
dwa stany wzbudzone — czastka moze
drga¢ w kierunku « lub y. Oba stany
maja te sama energie, ale sg to rézne
stany. Drugiej energii wzbudzonej
odpowiadajg juz trzy stany, poniewaz
czgstka moze by¢ w drugim stanie
wzbudzonym w kierunku z i w stanie
podstawowym w kierunku y, lub na
odwrét, a dodatkowo moze by¢

w pierwszym stanie wzbudzonym w obu
kierunkach — wtedy energie tych
wzbudzen si¢ sumuja, a jak wiadomo

1+ 1= 2,1 dostajemy trzeci stan
odpowiadajacy drugiemu poziomowi
wzbudzonemu. Wyzsze stany wzbudzone
otrzymuje si¢ w analogiczny sposéb.
Trzeciemu wzbudzonemu poziomowi
energetycznemu odpowiadajg 4 stany,
gdyz3=34+0=2+1=1+2=0+3,
a skladniki sumy odpowiadajg energiom
drgan w kierunkach z i y, czwartemu
odpowiada 5 stanéw itp.

Pelne obsadzenie oznacza, ze mamy
obsadzone na przyklad dwa pierwsze
stany — podstawowy i dwa odpowiadajace
pierwszemu stanowi wzbudzonemu, co
tacznie daje trzy czastki. Kolejne w pelni
obsadzone konfiguracje powstaja przez
dodanie czastek obsadzajacych calkowicie
nast¢pne stany energetyczne, czyli
mozemy dodaé trzy czastki, zeby obsadzié¢
drugi poziom wzbudzony (razem

6 czastek), nastepnie dodaé 4, zeby
obsadzi¢ trzeci (razem 10 czastek),
nastepnie 5 (razem 15 czastek) itd.

to juz dla N = 3 mamy 3! = 6 skladnikéw. Tak jak w przypadku opisanej
wczedniej funkeji ¢4 dla przypadku N = 2, w ogdlnym przypadku funkcja
falowa bedzie suma N! skladnikéw, z ktorych kazdy jest iloczynem N funkcji
jednoczastkowych. Kolejnos¢ argumentéw 7; w kazdym skladniku jest inna —
kolejnosci te odpowiadaja wszystkim mozliwym permutacjom, a dodatkowo
kazdy sktadnik mnozony jest przez znak permutacji. Na koniec funkcje trzeba
unormowadé, czyli podzieli¢ przez v/N!, zeby kwadrat jej modulu opisywal
gesto$¢ prawdopodobienstwa.

Poszukiwanie maksimum prawdopodobienstwa z matematycznego punktu
widzenia jest zdecydowanie trudniejsze, lecz ciagle wykonalne. Postuzy¢ sie
mozna np. metoda Monte Carlo [6]. Polega ona na tym, ze rozpoczyna sie od
losowej konfiguracji atoméw, a nastepnie dodaje niewielkie przesuniecia (tylko
jednego w kazdej iteracji), sprawdzajac, czy taka modyfikacja prowadzi do
wzrostu wartosci prawdopodobienstwa (zachowujemy wtedy taka konfiguracje),
czy tez do jego obnizenia (odrzucamy taka konfiguracje). Proces ten jest
wielokrotnie powtarzany z coraz mniejsza amplituda przesunie¢, az do uzyskania
satysfakcjonujacej zbieznosci. Otrzymywane w ten sposéb potozenia atoméw

w przestrzeni dwuwymiarowej (byly réwniez prowadzone badania w trzech
wymiarach [2]) tworza struktury geometryczne, ktére nazywamy krysztalami
Pauliego.

Kolejny problem polega na tym, ze dokonujac pomiaru potozen wielu czastek
(np. przy pomocy tablicy detektoréw) oraz powtarzajac te pomiary wielokrotnie
z uwagi na statystyczny charakter procesu (atomy wcale nie musza przebywaé
w polozeniach odpowiadajacych wcze$niej wyznaczonemu maksimum),

w granicy nieskonczonej liczby powtérzen otrzymamy Srednia, ktéra bedzie
jednoczastkowym rozkladem prawdopodobienstwa:

N
p(a:,y) = Z |¢n(x7y)|2
n=1

Informacja o korelacjach migdzy atomami zostaje w tym wypadku utracona
poprzez usrednienie po wielu realizacjach, tj. wynikach poszczegdlnych
pomiaréw.

7 tego wzgledu taki pomiar nie pozwoli na poznanie geometrycznego rozktadu
atomow w pulapce. Konieczne jest siegniecie po narzedzie bardziej wyrafinowane
niz wielokrotny pomiar potozen atoméw. Narzedziem tym jest wprowadzenie
rozkladu konfiguracji. W celu jego otrzymania kazdy wynik uzyskany z rozkladu
N-czastkowego jest przeksztalcany izometrycznie — poprzez obrét o pewien

kat (z zachowaniem polozenia srodka masy), tak aby otrzymaé rozklad

polozen atoméw mozliwie najblizszy temu, ktory wynika z maksymalizacji
prawdopodobienstwa opisanego tym rozkladem (przewidzianej struktury
krysztatu Pauliego). Dopiero takie wyniki podlegaja usrednieniu, tworzac nowy
rozklad C(z,y).

Przyklady rozkladéw gestosci konfiguracji C(x,y) otrzymane dla N = 3,6, 10, 15
zostaly przedstawione na rysunku 2. Wybrane liczby atoméw odpowiadaja
sytuacjom, gdy w pelni sa obsadzone kolejne stany energetyczne (patrz
margines), dlatego tez obserwowane struktury odzwierciedlaja symetrie

osiowa pulapki. Nie dzieje sie tak jednak dla dowolnego N, kiedy to atomy

o najwiekszej energii moga obsadzac¢ rézne stany wilasne pulapki. W takiej
sytuacji struktura krysztatlu Pauliego nie jest jednoznacznie okreslona.

Na rysunku 2 widoczna jest wyrazna struktura powlokowa, jednakze powtoki
w krysztale nie sa tozsame z powlokami energetycznymi, charakterystycznymi
dla elektronéow w atomie. Nie sa to takze powloki o okreslonym promieniu, gdyz
w miare wzrostu liczby atoméw tworzacych krysztal Pauliego pojawiaja sie
pewne fluktuacje, zalezne m.in od rozkladu atomoéw na powloce blizszej srodka
masy. Wszystkie te cechy dowodnie wskazuja, ze istnienie korelacji N-tego rzedu
(bo kazdy atom jest skorelowany z N — 1 pozostatymi), wynikajacych z zakazu
Pauliego, prowadzi do powstawania bardzo egzotycznych ukladéw atomdw, ktore
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Rys. 2. Rozklady konfiguracji C(z,y) dla réznej liczby atoméw w putapce (N = 3,6, 10, 15). Kolor
czerwony na rysunkach oznacza najwigksza warto$é¢ prawdopodobienstwa zaobserwowania atomu.
Czarnymi punktami zaznaczono przewidywane potozenia atoméw (wyniki metody Monte Carlo,
ktoéra zostala opisana w tekscie)

wykazuja jednak pewne uporzadkowania — dokladnie tak, jak w strukturach
krystalicznych.

W ostatnim czasie grupie badaczy z Heidelbergu udalo si¢ eksperymentalnie
potwierdzié istnienie przedstawionych powyzej struktur [5]. Wykorzystano do
tego celu ultrazimny i rozrzedzony gaz atoméw °Li. Dokonujac wielokrotnych
rekonstrukeji rozktadu gestosdci pedow atomdéw poprzez pomiar tzw. czasu
przelotu TOF, time of flight, oraz przeprowadzajac analize analogiczng do
opisanej w tekscie, udato sie wyznaczy¢ rozklad konfiguracji, ktéry okazal sie
calkowicie zgodny z teoretycznymi przewidywaniami.

Oszczedny listonosz
Lukasz KAMINSKI*

Wyobrazmy sobie miasteczko, w ktorym zyje n oséb. Nie dotarl tam ani
Internet, ani nawet idea urzedu pocztowego. Jest jednak zatrudniony listonosz,
u ktérego mozna bezposrednio nadaé¢ lub odebraé przesylke. Listonosz
codziennie odwiedza kazdego mieszkanca dokladnie jeden raz. Niektorzy
mieszkancy koresponduja z innymi, lecz niekoniecznie kazdy z kazdym. Jesli
kogo$ odwiedzi listonosz, to osoba ta z pewnoscia zapyta go, do kogo sie jeszcze
wybiera, a nastepnie wysle list do wszystkich, z ktérymi koresponduje, a ktérych
listonosz jeszcze tego dnia nie odwiedzil. Listonosz moze sam wybraé kolejnosé,
w jakiej odwiedza mieszkancéw miasteczka. Zdazyl sie juz tez zorientowaé, kto
z kim koresponduje, i chce odwiedzi¢ mieszkanicéow w takiej kolejnosci, zeby

w zadnym momencie nie dzwigac¢ za duzo listow. Ile listow na pewno bedzie
musial w pewnym momencie zmieéci¢ w torbie listonosz?

Sami swoi
Zacznijmy od przypadku najprostszego do analizy — gdy kazdy koresponduje

z kazdym. Wéwczas niezaleznie od kolejnodci, jaka wybral listonosz, sytuacja
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Rys. 2. Pracownicy korporacji o trzech
mozliwych stopniach awansu

e

Rozwigzanie zadania F 1092.

Na potrzeby naszego oszacowania
potraktujemy Stonce i krazek jak
ciala doskonale czarne
wypromieniowujace energie zgodnie ze
wzorem (prawo Stefana—Boltzmanna):

P =oT"S,

w ktérym P oznacza calkowita moc
promieniowania, S powierzchnie¢ ciala,
a T temperature powierzchni w skali
Kelwina. Wprowadzmy oznaczenia:
Rs — promien Stonca, R — odlegtosé
zwierciadla od Stonica i § — promien
krazka (i obrazu Storica). Moc
promieniowania slonecznego docier:
do powierzchni zwierciadla wynosi:

jacego

2
4 T
’ 4wR2’
Przyjmijmy dalej, ze zwierciadlo odbija
doskonale, i cala moc Pz ,trafia”
w krazek. Temperatura T krazka ustali
sie, gdy moc promieniowania z jego
powierzchni (promieniuja obie strony
cienkiego krazka) bedzie réwna Py:

Py = 2rs2oT?.

Otrzymujemy zwiazek:

Pz = 47R%0T,

R% T 262 -
R2 0 7 2 :
Ze wzgledu na ogromng odleglosé Stoinca
od zwierciadla jego obraz powstaje
praktycznie w ognisku zwierciadla.
Przyréwnujac stosunki

rozmiaréw przedmiotu Rg i obrazu § do
stosunkow ich odlegloséci od powierzchni
zwierciadta, mamy Rg/R =46/f

i ostatecznie:

T\* r?
<?> T2

Po podstawieniu danych liczbowych:
T ~ 1600 K.

wyglada nastepujaco: jesli listonosz odwiedzil juz dokladnie ¢ mieszkancow, to

ma w torbie i(n — i) listéw. Istotnie, w torbie listonosza znajduja sie listy od

kazdego z odwiedzonych mieszkancéw do kazdego z n — ¢ jeszcze nieodwiedzonych.

Wykonujac proste szacowanie, mozemy przekonaé sie, ze i(n — i) wynosi

n?—1
1

2
maksymalnie - dla n parzystego oraz dla n nieparzystego, co daje nam
gbérne ograniczenie na rozmiar torby potrzebnej listonoszowi.

Rys. 1. Graf reprezentujacy miasto z pigcioma mieszkancami, gdzie kazdy koresponduje z kazdym.
Mozna dostrzec, ze w pewnym momencie listonosz bedzie musial mie¢ przy sobie 6 listéw

Korporacja

A co, jedli nasze miasteczko to tak naprawde nie miasteczko, ale wielka
korporacja? Naturalnie w korporacji pracownicy maja przypisany jakis$ stopieni
awansu zawodowego. Najwyzszy stopien ma oczywiscie prezes, ktérego bedziemy
oznacza¢ v1. Ponadto zalozymy, ze kazdy pracownik v;, ktérego stopien awansu
nie jest najnizszy (czyli nie jest na samym dole hierarchii), ma dokladnie
dwéch bezposrednich podwladnych: ve; oraz ve;11. Maja oni dokladnie o jeden
mniejszy od v; stopien awansu zawodowego. Kazdy pracownik oprocz vy ma
doktadnie jednego przetozonego. W przypadku tej korporacji wiadomosci beda
przesylane jedynie pomiedzy pracownikiem a jego bezpos$rednim podwladnym
lub odwrotnie. Jak duza torbe musi mie¢ listonosz w takim przypadku?

Ta sytuacja jest juz nieco trudniejsza. Sformulujmy nasz problem w jezyku
teorii graféw. Niech vy, ..., v, oznaczaja mieszkancéw (albo pracownikéw, jak
w przykladzie z korporacja) i niech V' = {v1,...,v,}. Rozpatrzmy graf G = (V, E),
przy czym (v;,v;) € E oznacza, ze v; 1 v; koresponduja ze soba. Naszym zadaniem
jest znalez¢é minimalna potrzebna pojemno$¢ torby, czyli dokladnie wartosc:

c(G) = min max [{(vo(:)vo(j) € B i<k <J},
gdzie ¥, oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n}. Funkcje ¢(G)
nazywanym szeroko$cig przekroju (ang. cutwidth) grafu G.

Pomysélmy o tym w nastepujacy sposob: Ustawiamy wierzcholki grafu G

na prostej £. Wowczas ¢(G) to najmniejsza liczba k, dla ktérej istnieje
ustawienie wierzcholkéw takie ze, kazda prosta prostopadla do ¢ przecina
co najwyzej k krawedzi (patrz rys. 1). Proste prostopadle do ¢ bedziemy
nazywaé przekrojami, zas liczbe krawedzi G, ktére przecinaja dany przekrdj,
bedziemy nazywaé jego szerokoscig.

Wréémy do problemu listonosza zatrudnionego w korporacji. Niech T}, oznacza
pelne drzewo binarne o wysokosci h (czyli dokladnie graf reprezentujacy
korespondujacych ze sobg pracownikéw, jesli mamy korporacje z h + 1 mozliwymi
stopniami awansu zawodowego). Oznaczmy wierzcholki tak jak poprzednio.
Zauwazmy, ze Ty ma n = 2"+ — 1 wierzcholkéw. Nasze zadanie polega na
obliczeniu ¢(T},). Warto zacza¢ od malych wartosci h. Latwo stwierdzi¢, ze
¢(Tp) = 0 oraz ¢(T1) = 1. Przy odrobinie wysitku obliczamy tez, ze ¢(Tz) = 2.
Jesli poswiecimy problemowi nieco wiecej czasu i pomystowosci, to udowodnimy,
ze ¢(T3) = 3 (zachgcamy Czytelnika Dociekliwego do samodzielnego sprawdzenia).

Rys. 3. Przyktad ustawienia wierzchotkéw grafu T> na prostej, realizujacy szerokosé przekroju
réwng 2

Mozna wiec wysnué hipoteze, iz ¢(T}) = h dla wszystkich h € N. Niemalym
zaskoczeniem moze by¢ zatem fakt, ze ¢(Ty) = 3. Ogdlne rozwigzanie daje
nastepujace twierdzenie:
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Pomyst, zeby pokazywaé teze dla h + 2,
zakladajac jej prawdziwosé dla h, nie jest
taki oczywisty, ale wydaje si¢ w tym
przypadku jedynym stusznym. Autor
widzial wiele préb pokazania tezy dla

h + 1, przy zalozeniu jej prawdziwosci
dla h, ale wszystkie one byly bledne.

N
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Rys. 4. Drzewo Ty 42 i poddrzewa
o korzeniach vy, vs, ve, v7

=4
X

ol

Rys. 6. Konstrukcja odpowiedniego
porzadku dla h parzystych

Inne przyklady szerokosci grafowych na
pewno pojawig sie jeszcze nie raz
w Delcie — przyp. red.

Twierdzenie. Dla h > 2 zachodzi o(T)) = [4] + 1.

Aby wykazaé powyzsza réwnosé, zaczniemy od udowodnienia ¢(Tp) > [%] +1
dla h > 2. Dowdd bedzie indukcyjny. Zostawiamy jako ¢wiczenie sprawdzenie
przypadkow h = 2 i h = 3. Chcemy udowodni¢ teze dla T}, yo przy zalozeniu tezy
dla Tj. Rozwazmy dowolna permutacje o wierzchotkéow T}, o. Rozwazmy tez
poddrzewa T} 42 o korzeniach odpowiednio vy, vs, vg, v7. WSréd nich na pewno
znajdziemy takie poddrzewo P, ktére nie zawiera vy(1y ani vy (y)-

Poniewaz P wyglada tak samo jak T}, (tzn. réznia sie one jedynie nazwami
wierzcholtkéw, a matematyk powiedzialby, ze sa izomorficzne), wiec z zalozenia
indukcyjnego ¢(P) > [g] + 1. Oznacza to, ze jesli ustawimy wierzchotki Tj o
na prostej ¢ w takiej kolejnoéci jak w permutacji o, to pewna prosta £+
prostopadla do ¢ bedzie przecieta przez co najmniej (%1 + 1 krawedzi P.
Zauwazmy, ze istnieje Sciezka z v, (1) do v,(n), ktéra nie zawiera wierzchotkéw
z P. Oznacza to, ze prosta ¢ przecina tez pewna krawedz z tej Sciezki, czyli
tacznie co najmniej [%] +2= f%-‘ + 1 krawedzi, co nalezalo udowodnié.

Teraz trzeba jeszcze znalezé dla kazdego h > 2 takg permutacje o, wierzchotkdéw Ty,
ktoéra zaswiadcza, ze szeroko$¢ przekroju T}, faktycznie wynosi co najwyzej [%1 + 1.
Zaczniemy od konstrukcji dla nieparzystych h. Teza indukcji bedzie nawet nieco
mocniejsza: istnieje takie ustawienie o, wierzchotkéw T}, na prostej, przy ktérym
kazdy przekrdj na lewo od korzenia ma szeroko$é¢ co najwyzej [%1 + 1, za$ kazdy
przekréj na prawo od korzenia ma szerokosé¢ co najwyzej [%] Fatwo znalezé
takie ustawienie dla h = 1. Udowodnimy teraz teze dla h + 2 przy zalozeniu
tezy dla h. Niech 0'2_ oznacza ustawienie wierzchotkéw 1), powstale z o, przez
zapisanie wierzchotkéw w odwrotnej kolejnosci (wtedy kazdy przekrdj na prawo
od korzenia ma szerokos¢ co najwyzej {%1 + 1, za$ kazdy przekrdj na lewo od
korzenia co najwyzej (%W ). Zauwazmy, ze poddrzewa Py, Ps, Ps, P; drzewa Tj 1o
o korzeniach odpowiednio vy, vs, vg, v7 sa izomorficzne z T}, wiec ma sens powiedzenie,
ze ustawiamy wierzchotki ktéregos z nich w kolejnosci J}J{ lub o, . Ustawmy wiec
wierzchotki 77,12 w nastepujacej kolejnoéci: najpierw wierzchotki Py w kolejnosci o,
potem wvo, nastepnie wierzchotki Ps w kolejnosci a,‘f, wierzchotki Py w kolejnoéci o, ,
v3, v1, a na koniec wierzchotki P; w kolejnosci o) (rys. 5). Nietrudno sprawdzié, ze
tak otrzymana kolejnos¢ o, , spelnia tez¢ indukeyjna, to znaczy przekroje na lewo

od v; maja szerokoSé co najwyzej {%1 + 1, za$ te na prawo — co najwyzej [%W

Rys. 5. Kolejnos$¢ wierzcholkéw T34 w konstrukcji indukcyjnej

Majac tak wzmocniong teze udowodniong dla wszystkich h nieparzystych,
nietrudno juz udowodnié, ze dla h parzystych réwniez mamy permutacje
zaswiadczajaca, ze szerokosé przekroju Ty, wynosi co najwyzej [%-‘ + 1.
Odpowiednig konstrukcje przedstawia rysunek na marginesie, a szczegdly
pozostawiamy jako zadanie dla Czytelnika.

W ten sposéb problem listonosza w korporacji zostal rozwiazany. Zachecamy
do pomyslenia, jak duzej torby bedzie potrzebowal listonosz w jeszcze
innych sytuacjach, np. gdy graf pokazujacy komunikowanie sie mieszkancow
w miasteczku jest cyklem albo pelnym grafem dwudzielnym.

Na koniec dodajmy, ze w teorii graféw rozwaza si¢ wiele réoznych parametrow
nazywanych ogdélnie szerokosciami grafowymi. Typowo z kazdym takim
parametrem wigze si¢ pewna dekompozycja i jesli graf ma malg wartosé
parametru, to mozemy znalezé odpowiednio prostg dekompozycje. Cutwidth
jest uznawany za jeden z najbardziej podstawowych parametréw tego typu —
dekompozycja to liniowe ulozenie wierzchotkow grafu i jest ona prosta, jesli przez
kazdy jej przekrdj przechodzi mato krawedzi.
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* Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Geometryczna charakteryzacja funkcji
wypuklych jest prosta: zbiér nad ich
wykresem jest wypuktly. Zbiér natomiast
nazywamy wypuklym, jesli wraz z kazda
para swoich punktéw p, ¢ zawiera caly
odcinek laczacy [p, q].

Rys. 1. Punkt g jest najblizej p sposréd
wszystkich punktéw zbioru K

Symbolem |[[(z1,z2)|| oznaczamy wielko$¢

\/®2 + 22, dzieki czemu ||p — q|| jest

dtugoscia odcinka taczacego p i gq.

Aby uniknaé rozwazan filozoficznych nad
zbiorami pustymi, zaktadamy takze, ze
zbioér K i jego dopelnienie sg niepuste.

Definicja. Zbiér K punktéw na
plaszczyznie nazywamy zbiorem
domknietym, jezeli posiada on
nastepujaca wlasnoéé: dla dowolnego
punktu p z dopelnienia K istnieje
promien r > 0 oraz koto B, (p) (bez
okregu na brzegu) w calodci zawarte
w tym dopelnieniu.

Zbieznoé¢ q; — G oznacza, ze obie
wspélrzedne, traktowane jako ciagi
liczbowe, sg zbiezne.

[_‘171]2

Rys. 2. Poziomice funkcji dg

w przypadku, gdy K jest kolem
jednostkowym B1((0,0)) i kwadratem
1,1)°

Twierdzenie Motzkina Stawomir DINEW*

Jedna z najwigkszych réznic pomiedzy matematykami wspélczesnymi a tymi
sprzed stuleci jest waska specjalizacja tych pierwszych. Z biografii gigantow,
takich jak Euler, Gauss czy Riemann, jasno wylania si¢ obraz matematykdw
wszechstronnych, zajmujacych sie wszystkimi dziedzinami éwczesnej krélowej
nauk. Ich nastepcy, oczywiscie z pewnymi chwalebnymi (lecz jakze rzadkimi)
wyjatkami, sa tak wasko wyspecjalizowani, ze czesto nie potrafig zrozumieé
wynikéw swoich kolegéw z innych dziedzin.

Czeséciowo z tego powodu w matematyce wspdlczesnej bardzo poczesne

miejsce zajmuja teorie, w ktérych wykorzystuje sie narzedzia z réznych
dziedzin. Przyktadem znanym ze szkoly sa funkcje wypukle, ktore mozna
scharakteryzowaé¢ geometrycznie, ale takze, zakladajac odpowiednia regularnosé,
w sposéb czysto analityczny — druga pochodna takiej funkcji musi by¢ wszedzie
nieujemna.

W tekécie tym przedstawione zostanie twierdzenie dotyczace tak zwanej

funkcji odleglo$ci, ktére takze wiaze wypuklo$é z pewnymi faktami z analizy
matematycznej. Tym razem jednak gléwnym aktorem bedzie pierwsza pochodna
zamiast drugiej. Oto i glowne danie w menu:

Twierdzenie (Motzkina). Niech K bedzie domknictym podzbiorem plaszczyzny,
a dg funkcjg mierzqeq odlegtos$é od zbioru K :

dig(p) =min{|lp—q|| | ¢ € K} (z0b. rys. 1).
Wowczas zbior K jest wypukly wtedy ¢ tylko wtedy, gdy funkcja odleglo$ci dg jest
rézniczkowalna na dopetnieniu K, czyli na zbiorze R? \ K.

Jest to dos¢ niezwykly fakt wiazacy geometrie K z regularnoscia dgx. Oto6z

na oko wydawaé sie moze, ze za regularno$¢ funkcji dx powinna odpowiadaé
gladkos¢ brzegu K, a nie geometryczny ksztatt. Zanim jednak zaglebimy sie
w meandry tegoz twierdzenia, starannie wyjaénijmy wszystkie pojecia, aby nie
bylo nieporozumien. Polecam réwniez lekture artykulu Michala Miskiewicza

z A3, pt. Babo, babo, udaj sie.

Na poczatek przypomnijmy, czym jest domknigto$é: intuicyjnie zbiory
domkniete to te, ktére zawieraja swdj brzeg (pelna definicja widnieje obok).
Do czego przyda nam si¢ to pojecie? Zobaczymy za chwile.

Wytrawny Czytelnik spostrzeze w definicji funkcji dx pewna subtelnosé: czemu
niby wartos¢ minimum musialaby istnie¢, skoro bierzemy ja po zbiorze, ktéry
wcale skoficzony by¢ nie musi? Ot6z wladnie tu interweniuje (po raz pierwszy)
domknietoé¢ — jezeli wezmiemy cigg punktow g; z K, ktére prawie realizuja
minimum i sg coraz blizej tego celu, to okaze si¢, ze pewien podciagg punktéw g;
bedzie zbiezny do jakiegos punktu § € K. Okazuje sie, ze ¢ bedzie realizowaé
minimum! Szczegdly tego rozumowania pozostawiamy Ambitnym Czytelnikom
jako ciekawe éwiczenie.

Funkcj¢ odlegtodci definiuje si¢ w miare prosto, niestety gorzej jest z jej jawnym
wyliczeniem. Na przyklad dla kola domknietego B,.((0,0)) da si¢ to zrobié
stosunkowo tatwo i wzér wyglada nastepujaco:

) = {o dla p € B,((0,0));

d—
llp|l = w przeciwnym przypadku.

B((0,0))
Ambitnemu Czytelnikowi pozostawiamy wyliczenie dg dla ciekawszych
geometrycznych obiektéw, choéby kwadratu [—1,1]?, ktéry wymaga juz
rozpatrzenia wigkszej liczby przypadkéw (rys. 2).

Musimy takze przypomnie¢ pojecie rézniczkowalnodci dla funkeji wielu
zmiennych. Niestety, znany Czytelnikowi wzor
, _flp+h) - f(p)
fi(p) = lim N
nie da sie zastosowaé, gdyz w przypadku wielu zmiennych parametr h bylby
wektorem, zas przez wektory dzieli¢ nie wolno! Zmodyfikujmy wiec nieco
definicje:
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Na plaszczyznie problem dzielenia przez
wektory mozna rozwiazaé, traktujac
punkty jako liczby zespolone. W ten
spos6b uzyskalibysmy definicje czego$, co
w matematyce nazywamy
C-rézniczkowalnosciag. Ale to, jak mawiala
Szeherezada, jest juz temat na inne
opowiadanie.

Rozréznienie punktéw rézniczkowalnosci
i nierézniczkowalnoéci d§r((0,0)) i d[—1,1]2
staje si¢ jasne po spojrzeniu na

rysunek 2.

q1 q2
K

Rys. 3. Jedli punkty g1, g2 sa w tej samej
odlegtosci od p, to kazdy inny punkt
odcinka [q1, g2] jest blizej. Gdy K jest
wypukly, to zgodnie z definicja zawiera
caly ten odcinek

Kolejne ciekawe zadanie dla Czytelnika —
dlaczego w rodzinie F istnieje kolo

o najwigkszym promieniu? Czy gdyby
warunek B,((0,0)) C By ((x,y)) zastapié
prostszym warunkiem (0,0) € B, ((z,v)),
to co$ by si¢ zmienilto?

Znéw pojawia si¢ odwieczne pytanie:

dlaczego przesunigcie By (w) jest
rozlgczne z K? Istotna tu jest
samotno$é y oraz (ktéry to juz raz!)
domknigtosé K.

P

Rys. 4. Sposréd két zawierajacych
B,((0,0)) i roztgcznych z K to najwieksze
musi dotyka¢ K w co najmniej dwéch
punktach, inaczej datoby si¢ znalezé
wieksze

Definicja. Funkcje f: R? — R nazywamy rézniczkowalna w punkcie p = (p1, p2),
jezeli istnieja state aq, as takie, ze
lim |f((p1 + ha,p2 + h2)) — f((p1,p2)) — a1h1 — ashs|

=0.
B3 +h3—0 2]

Funkcje nazywamy rézniczkowalng na zbiorze U, jezeli jest ona rézniczkowalna
w kazdym punkcie zbioru U. Stale a1, as (oczywiscie zalezne od punktu p!)

nazywamy pochodnymi czastkowymi f w p i piszemy a; = %(P% ag = (%J;(p).

Czy jest jakas intuicja stojaca za ta, troche zagmatwanag, definicja? Czytelnik
zechce zauwazyé, ze plaszezyzna xsz = f((p1,p2)) + a1(x1 — p1) + az(z2 — p2)

w R3 bedzie wtedy spelniaé¢ role stycznej do wykresu f w punkcie (py,p2). Tak
wiec rézniczkowalno$é w danym punkcie jest rownowazna istnieniu plaszczyzny
stycznej do wykresu.

Staranne wyliczenie dla dﬁr ((0,0)) pozwala stwierdzié, ze na okregu

{2? + y? = r?} funkcja d§7~((0,0)) nie jest rézniczkowalna, natomiast jest
rézniczkowalna w dopelnieniu. Jezeli Czytelnik uporal sie z wyznaczeniem
di_1,1)2, to zechce zauwazy¢, ze brak gladkosci na brzegu [—1, 1]2 nie wpltywa,
wbrew intuicji, na rézniczkowalno$¢ dj_ ;> w dopelnieniu!

Jestedmy juz gotowi do wyjasnienia sobie, dlaczego geometria i analiza wiaza
sie w twierdzeniu Motzkina. Jak to w matematyce czesto bywa, powiazanie
dwéch pozornie nieskorelowanych faktéw najczesciej odbywa sie poprzez
przeformulowanie ich w nieco innym jezyku. Zacznijmy od strony geometrycznej:

Lemat. Zbior K na plaszczyznie jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego punktu p z dopelnienia istnieje dokladnie jeden punkt g € K najblizszy
punktowi p.

Jedna czesé lematu jest trywialna: jezeli ¢1 # g2 sg dwoma punktami z K
(jednoczesnie) najblizszymi do pewnego punktu p, to odcinek [q1, g2] mialby
klopoty z wcisnieciem sie do (wypuklego!) zbioru K (rys. 3).

W druga strone jest ciekawiej. Przypu$émy, ze K nie jest wypukly, i wezmy dwa
punkty ¢1,¢2 € K, dla ktérych odcinek [g1, ¢2] nie jest zawarty w K. Przeciecie
odcinka [q1, g2] z K moze by¢ skomplikowane, niemniej dzieki domknietosci K
znajdziemy mniejszy odcinek [l1,ls] zawarty w [q1, ¢a], ktorego korice leza w K,
ale wnetrze jest juz roztaczne z K.

— To wtedy Srodek odcinka (I1,12) da nam punkt p o dwdch najblizszych punktach
do K!— moze wykrzyknaé Czytelnik. Niestety nie jest to do konica poprawne, bo
punkt p moze mieé najblizszego towarzysza z K gdzies jeszcze blizej. . .

Bez straty ogdlnosci uméwmy sie, ze tak wybrany punkt p jest poczatkiem
uktadu wspdlrzednych. Jako ze nalezy on do dopelnienia (domknigtego)
zbioru K, to pewna kula B,((0,0)) o $rodku w p = (0,0) jest rozlaczna z K.
Rozpatrzmy teraz rodzine kot

F=1{B:((z,9)) | B,((0,0)) € B((x,9)), Br((z,y)) N K =0},

czyli rodzing kot zawierajacych B,((0,0)), ale nadal rozlacznych z K. Wiemy
juz, ze jest ona niepusta. Wybierzmy teraz z rodziny F kolo o najwiekszym
promieniu — nazwijmy je By, (w) (rys. 4). Oczywiscie na okregu brzegowym
kota B,,(w) musi by¢ pewien punkt y € K. Wykazemy, ze nie jest on jedyny.
Przypusémy wiec przeciwnie i przesutimy koto B, (w) o € > 0 w kierunku ¥
Jezeli € dobierzemy wystarczajaco mate, to przesunigte koto bedzie roztaczne

z K. Jedli ponadto nadal zawiera B,((0,0)), to wystarczy je teraz nadmuchaé
(delikatnie — bez obawy, ze peknie, moze jednak dotknaé¢ K...), i dostaniemy
sprzecznos¢ z maksymalnoscig rg. W ogélnym przypadku to dodatkowe
zalozenie moze nie by¢ spelnione, bo kolo B,((0,0)) moze dotykaé brzegu B, (w)
w jakims$ punkcie z — wowczas wystarczy nieznacznie poprawié¢ procedure

i kierunek przesuwania zmienié z w na y? O

Powyzszy dowdd jest nieco zagmatwany — mozna go znalezé na przykltad

w ksiazce Hormandera [H, Th. 2.1.30]. By¢ moze Czytelnik znajdzie prostszy?
W kazdym razie mamy juz opis geometryczny za pomoca odleglosci — pozostaje
analiza. Ponizszy lemat zakonczy dowdd twierdzenia Motzkina:
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Rozwigzanie zadania M 1775.
Przesunmy réwnolegle trojkat LM C

o wektor ﬁ = M N, otrzymujac
tréjkat KNE. Poniewaz CL 1 AK,

to EK 1 AK. Podobnie EN 1 AN.
Zauwazmy, ze srodek R odcinka AFE jest
$rodkiem okregu opisanego na
czworokacie AKEN, zatem R lezy na
symetralnej odcinka K N.

Niech S bedzie $rodkiem przekatnej AC.
Wtedy RS || EC || KL, co oznacza, ze
RS L KN, a zatem S réowniez lezy na
symetralnej odcinka KN — co oczywiscie
implikuje teze.

‘W dowodzie korzystamy z tozsamosci

lla +0l> = llal|® + [Ib]I* + 2(a, b), ktéra
sprowadza si¢ do znanego ze szkoly wzoru
(a + b)2 = a® + b2 + 2ab. Obok stosujemy
jadlaa=p—qib=h,aw dalszej czegsci
dlaa=p—qnib=h.

Literatura

[H] Hérmander, Lars, Notions of
convexity. Progress in Mathematics,
127. Birkh&user Boston, Inc., Boston,
MA, 1994. viii+414 pp. ISBN:
0-8176-3799-0.

Lemat. Niech K bedzie domknietym podzbiorem ptaszczyzny. Funkcja dg jest
rézniczkowalna w punkcie p € R? \ K wtedy i tylko wtedy, gdy najblizszy do p
punkt zbioru K jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowéd przeprowadzimy dla d3 (czyli kwadratu odleglosci od K) zamiast
dla dg, gdyz bez kwadratu musieliby$my sie¢ uporaé z rézniczkowaniem
pierwiastkow, co nie jest zbyt przyjemne. Na szczescie, dla funkcji dodatnich
(a taka jest dx na R?\ K) rézniczkowalnoéé funkcji jest réwnowazna
rozniczkowalnosci jej kwadratu.

Takze i tym razem mamy do wykazania dwie implikacje, przy czym jedna z nich
jest bardzo latwa. Przypusémy, ze dyi jest funkcja rézniczkowalng w punkcie p
i niech ¢ bedzie najblizszym do p punktem z K. Chcemy wykazaé, ze ¢ jest
wyznaczony jednoznacznie. Do tego celu skonstruujmy funkcje

flw) = |lw = q|” = df (w) = (w1 — q1)* + (w2 — g2)* — d (w).
Jest to funkcja nieujemna (dlaczego?), a dodatkowo zeruje sie ona w p, czyli ma
w p minimum lokalne. Dla rézniczkowalnych funkcji jednej zmiennej oznacza to
zerowanie sie pochodnej. A jak jest w przypadku dwdch (lub wielu) zmiennych?
Przypomnijmy interpretacje za pomoca plaszczyzny stycznej — w punkcie
minimum ptaszczyzna ta musi byé pozioma, co w jezyku analizy oznacza, ze

pochodne czastkowe sg zerowe: g—i(p) =0, g—gfz(p) = 0. Bezposérednim rachunkiem
sprawdzamy, ze te rownosci mozna zapisa¢ nastepujaco:
od> od3,

2 — 1) = = 2(p);  2(p2— ) = = (p).
(P1—aq1) D () (P2 — g2) D (p)
Te wzory jednoznacznie wyznaczaja punkt ¢ = (q1,¢2).

I tym razem w druga strone jest ciekawiej. Przyda nam sie takze troche notacji:
przez (p, q) oznaczmy iloczyn skalarny p = (p1,p2) oraz ¢ = (q1, ¢2) (traktowanych
jako wektory na plaszczyznie), czyli p1q1 + paqe; zauwazmy, ze ||p||?> = (p,p).
Bedziemy pisaé, ze jakie$ wyrazenie [(h) jest o(h) (czytamy: o male od h) jezeli
. I(h
hmh%_i_hg_m ﬁ =0.
Niech wiec dla ustalonego p € R? \ K punkt ¢ bedzie jedynym najblizszym z K.
Dowéd pierwszej implikacji méwi nam, ze jedli funkcja d2% jest rézniczkowalna
w p, to jej pochodnymi czastkowymi sa 2(p; — ¢1) 1 2(p2 — ¢2). Pozostaje nam
wiec podstawié¢ te wartosci do definicji i sprawdzi¢ zbieznoéé odpowiedniego
ilorazu. Przy uzyciu naszej notacji zbieznos¢ ta wyraza sie nastepujaco:
wyrazenic dj (p + h) — d3 (p) — 2(p - ¢, ) jest o(h).
Do dzieta! Funkcja dg jest ciagla, a wiec jezeli wektor h jest wystarczajaco
krétki, to punkt p + h po pierwsze bedzie w R? \ K, a po drugie bedzie istnial
(niekoniecznie jedyny!) punkt ¢, € K najblizszy do p + h, przy czym ¢, musi
zbiegaé do ¢, gdy h? + h3 — 0 (wyjasnienie tych szczegdétéw pozostawiamy
Czytelnikowi jako ¢wiczenie). Dopelniajac do kwadratu, otrzymujemy:
Belp+ 1) = Belp) 20— 4. h) = [p+ b= aull> ~ o — alP — 200 — g b) =
=8 +llp+ h = aul* = Ip+ h — q]]> < o(h),
~—~

o(h) <0

co jest polowa naszej tezy. Powyzej ||h||? jest ,ksiazkowym” przykladem wyrazu o(h),
natomiast nieréwnosé |[p 4+ h — q||* > [[p + h — qx||* wynika z okreslenia punktu gj.
Z podobnych wzgledéw prawdziwa jest nieréwnoéé ||p — qx||> = ||p — q||?, ktéra
przyda sie, jesli skorzystamy z tej samej tozsamosci, ale inaczej:
() = 1212+ I = anll” = Ip — all> + 2(h, ¢ — an) = o(h).

—~—

o(h) >0 o(h)
Tym razem pojawil sie¢ dodatkowy wyraz, ograniczony w module przez
2|2 - lg — qrll, & wigc réwniez postaci o(h). Okazuje si¢ w ten sposéb, ze
d? (p+ h) — d3%(p) — 2(p — q, h) jest szacowane z obu stron przez o(h), czyli samo
jest wrecz postaci o(h). To koticzy dow6d rézniczkowalnodei d3, w p.

Zamiast zakonczenia. W dowodzie Twierdzenia Motzkina bylo wiele zwrotow
akcji, rozumowan nie wprost czy tez trickowych obserwacji. Wspotczesna
matematyka pelna jest podobnych rozumowan i dlatego tez jest niezwykle
ciekawa.
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‘W moim zyciu naukowym kolagen pojawit
si¢ bardzo wczeénie: opracowanie
oryginalnej metody oznaczania
aktywnoéci enzyméw degradujacych
kolagen stanowi moja prace magisterska.

Zmarszczek unikngé sie nie da

Dzi$ kilka stéw o najczedciej wystepujacym u zwierzat biatku strukturalnym —
kolagenie. Piekna polska aktorka w reklamie telewizyjnej zjada tyzkami jakas
pomaraficzowa mase (nazywa ja kolagenem) i zapewnia, ze jest to $rodek
uniwersalny chroniacy przed zmarszczkami. Jezeli to takie proste, to czemu
jeszcze te zmarszezki mamy? Wszyscy!

Kolagen stanowi 30% bialek w ciele kregowcéw. Wytwarzany jest w wielu
tkankach, w wyspecjalizowanych komérkach (m.in. fibroblastach i osteoblastach).
Znajduje sie w skorze, koSciach, $ciegnach, chrzastkach, naczyniach
krwionosnych. Juz to proste wyliczenie $wiadczy o niezwykle waznej jego roli

w utrzymywaniu ksztaltu i wytrzymaltosci tkanek i narzadéw. W procesie
biosyntezy kolagenu uczestniczy kilkanascie gendéw, do syntezy uzywane sg
aminokwasy (elementarne sktadniki biatek), konieczne sa witaminy A i C,

na przebieg syntezy wplywaja hormony tarczycy, estrogeny, insulina, hormon
wzrostu. U czlowieka do 25. roku zycia syntetyzowane sa 3 kg (!!!) kolagenu
rocznie. Nowe czasteczki zastepuja stare, czesciowo zdegradowane. Na procesy
syntezy wplywa aktywno$é fizyczna, dieta, warunki srodowiskowe (temperatura,
czas kontaktu z promieniowaniem slonecznym itd.). Z wiekiem intensywnosé
syntezy spada, a od 60. roku zycia ustaje. Procent degradacji kolagenu moze
stuzy¢ jako miernik wieku.

Kolagen jest dziwnym bialkiem. Wiemy, ze biatka to duze czasteczki polimeréw,
sg to tancuchy zbudowane ze wspomnianych juz aminokwaséw, ktérych w biatkach
jest okoto 23 — tych znanych nauce. Tymczasem kolagen sktada sie z trzech
aminokwaséw: 30% to najmniejszy aminokwas, glicyna, a reszta — w wigkszosci
kolagenéw — prolina i hydroksyprolina (Gly-X-Y),. Dotychczas tylko w organizmie
cztowieka opisano okoto 30 typow kolagenow, rézniacych sie m.in. procentowym
udzialem wspomnianych trzech aminokwaséw. Powtarzajace sie odcinki tréjek
aminokwaséw lacza sie w laricuchy (ok. 1000 aminokwaséw w czasteczce) kazdy
laicuch skreca si¢ w helise (lewoskretna). Podstawowa czasteczke kolagenu stanowia
3 rozne tancuchy splecione ze soba w prawoskretna helise kolejnego stopnia. Te
strukture stabilizuja dodatkowo wiazania wodorowe miedzy tancuchami. Z tego
opisu latwo wywnioskowaé, jakie sg mechaniczne wlasciwoéci kolagenu: helisy moga
sie odwracalnie rozciaggac jak sprezynki, a wiele ulozonych obok siebie czasteczek
powoduje wyjatkowa elastycznos¢ i wytrzymatosé tkanki na obciazenie. To teraz
juz wiemy, dlaczego ta mtoda kobieta z reklamy kosmetycznej ma gtadziutka cere
— 1 to jest dobra wiadomo$c¢. Jest jednak wiadomosé zta: po szescdziesigtce pojawia
sie zmarszczki, nieodwracalnie!

Osobliwoéci biosyntezy kolagenu moga stanowié¢ punkt wyjscia dla réznorodnych
chorob, jest ich kilkadziesiat, najlepiej rozpoznane to szkorbut, tamliwo$é kosci,
epidermoliza pecherzykowa. Czesé znanych choréb wynika z mutacji licznych
genéw ,,COL”.

Kolagen okazal si¢ wazng substancja w wielu technologiach: w produkcji
wyrobdéw skdérzanych, w medycynie (chirurgii) regeneracyjnej, w produkcji
kosmetykéw. Probowano transplantéw obcego kolagenu (procedury czesto
prowadzace do obronnej reakcji organizmu, obecnie zaniechane). Niedawno
pojawily sie watpliwosci, czy w produktach pochodzenia zwierzecego

nie przekaze si¢ nieuleczalnej choroby prionowej bydta. W tej sprawie
uczestniczytam nawet w seminarium w podwarszawskiej wytwérni zelkéw,
poniewaz do produkcji spozywczej uzywa si¢ powszechnie zelatyny, produktu
podgrzewania kolagenu. Na szczescie obaw tych nie potwierdzono.

Ztozonos¢ budowy i syntezy kolagenu, a takze jego specyfika gatunkowa
i indywidualna sugeruja wprost, ze nie jest mozliwe wlaczanie do wlasnych
tkanek spozywanego obcego kolagenu. Moze najwyzej w wyniku trawienia
w przewodzie pokarmowym wzrasta¢ pula glicyny uzytecznej do indywidualnej
syntezy bialek (i kolagenu tez). Pocieszaé sie mozemy wyznaniem innej
znanej aktorki, ze kocha swoje zmarszczki, bo $wiadcza o jej przezyciach
i doswiadczeniu.
Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Nadprzewodniki — gdzie ich szukac? Krzysztof BYCZUK*

*Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydzial
Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Jak na razie nie udalo si¢ zaobserwowac
nadprzewodnictwa w ogérkach, ale prad
przepuszczony przez ogérek moze
pobudzié¢ go do swiecenia, o czym pisal
Marcin Braun w AgZ.

W laboratorium Onnesa w Leidzie w 1908
roku udalo si¢ po raz pierwszy skroplié¢

hel (He) w temperaturze 4,2 K (~—269°C).
Wezesniej Swiatowe centrum niskich
temperatur znajdowalo si¢ w Krakowie,
gdzie w 1883 roku Karol Stanistaw
Olszewski i Zygmunt Florenty Wréblewski
skroplili tlen (O2) i azot (Ng),
odpowiednio, w 90 K (~ —183°C) i 77 K
(~ —196°C).

Jednym z goracych wspomnient naukowych ubieglego lata jest informacja
o odkryciu nadprzewodnictwa w zwiazku LK-99 zachodzacego w temperaturach
pokojowych i w normalnym ci$nieniu atmosferycznym.

Doktadnie 22 lipca 2023 roku potudniowokoreanscy naukowcy, pod kierunkiem
Sukbae Lee i Ji-Hoon Kima, umiescili w bazie prac arXiv dwie publikacje

o numerach arXiv:2307.12008 i arXiv:2307.12037. Jak wynika z ich lektury,
zwiazek o wzorze chemicznym PbgCu(POy4)60O, nazwany LK-99 od pierwszych
liter w nazwiskach tych badaczy oraz roku, w ktérym go zsyntetyzowali,
wykazuje spadek opornosci elektrycznej praktycznie do zera w temperaturach
mniejszych od okoto 400 K (~ 127°C). Gdyby to byla prawda, bylby to pierwszy
na $wiecie material przewodzacy prad elektryczny w temperaturach pokojowych,
lub wyzszych, bez zadnych strat.

Gdyby to byla prawda. .. Naukowczynie i naukowcy z calego $wiata natychmiast
ruszyli do swoich laboratoriow i komputeréw, aby sprawdzi¢, czy rzeczywiscie
LK-99 ma tak unikatows wlasnosé. Do dzi§, 1 listopada 2023 r., w bazie

arXiv jest juz 50 prac zawierajacych nazwe LK-99 w streszczeniu. Ale

po kolei. 1 sierpnia 2023 roku pojawilto si¢ w mediach spolecznosciowych
nagranie z Uniwersytetu Naukowo-Technologicznego Huazhong w Chinach
pokazujace lewitujaca w polu magnetycznym pastylke w temperaturze
pokojowej, pono¢ wykonana z materialu LK-99. Nadprzewodniki maja
wladciwosci diamagnetyczne, oznacza to, ze wewnatrz nadprzewodnika indukcja
magnetyczna jest zerowa, dlatego unosi sie on nad magnesem (jest to tak zwany
efekt Meissnera—Oschenfelda). Jezeli material nie ma tej cechy, jest jedynie
doskonalym przewodnikiem. Dalej grupy teoretyczne z USA, Chin, Austrii

oraz Szwajcarii przedstawily wyniki swoich obliczen teoretycznych wskazujace,
ze zwiazek LK-99 moze faktycznie by¢ nadprzewodnikiem w temperaturach
pokojowych. Odkryto tzw. plaskie pasma w strukturze elektronowej tego
materialu, co implikuje, ze oddzialywania elektron-elektron moga odgrywac
istotna role.

W fizyce ostatnie stowo nalezy jednak do do$wiadczalnikéw. Jeszcze w sierpniu
kilka grup badawczych z USA, Niemiec i Chin zsyntetyzowalo LK-99 w swoich
laboratoriach. Po przeprowadzeniu szeregu eksperymentéw sprawdzili, ze
materiat ten nie jest nadprzewodnikiem. Wrecz przeciwnie, jest bardzo dobrym
izolatorem.

Nie potwierdzono w tych laboratoriach obserwacji Koreanczykdéw. Temat

w zasadzie zostal zamkniety, przypominajac jedynie inne gorace doniesienia
prasowe w tak zwanym sezonie ogérkowym. A skoro o ogérkach mowa, to
istnieje takie utarte powiedzenie wsrod fizykow, ze jesliby odpowiednio dtugo
popracowaé, to i ogérek mogliby staé sie nadprzewodnikiem. Zarty zartami, ale
pytanie, jakie przychodzi nam natychmiast do glowy, jest powazne: Gdzie szukac
nowych nadprzewodnikéw?

Jako fizyk teoretyk, ktéry zainteresowat si¢ nadprzewodnictwem ponad

30 lat temu przy okazji swojej pracy magisterskiej, musze z przykroscig,
przyznaé, ze obliczenia teoretyczne sg mato skuteczne w tej materii. Trudno
jest wskaza¢ przewidywania teoretyczne oparte na ztozonych obliczeniach
numerycznych w ramach teorii funkcjonalu gestosci, ktore odkrylyby nowa klase
materialéw nadprzewodzacych. Post factum obliczenia teoretyczne sa oczywiscie
nieocenione w doglebnym zrozumieniu juz odkrytego nadprzewodnika przez
do$wiadczalnikow.

Pozostaje metoda préb i bledéow. A wszystko zaczelo sie w kwietniu 1911 roku
w Lejdzie w Holandii, w laboratorium Heike Kamerlingha Onnesa. Wtedy byto
to $wiatowe centrum niskich temperatur. Podobno asystent profesora Onnesa
umiedcil rte¢ (Hg) w cieklym helu, ktéra w niskich temperaturach jest metalem
w fazie stalej, i badal zachowanie oporu elektrycznego. Zaobserwowal, ze opér
elektryczny rteci znika catkowicie w temperaturach ponizej 4,2 K. Jak glosi
legenda, profesor byl oburzony, gdy poznal ten wynik pomiaru opornosci
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i pono¢ nawet zwolnil swojego wspolpracownika. Kilka
dni p6zniej sam przeprowadzit eksperyment, obserwujac
rteé z zerowym oporem elektrycznym.

O ile nie mamy pewnosci co do takiego przebiegu
owych wydarzen, to pamietajmy, ze w tamtym czasie
zachowanie oporu elektrycznego metali w funkcji
temperatury bylo zupelnie nieznane. Spekulowano, ze
w temperaturze zera bezwzglednego elektrony powinny
przestac sie poruszac¢ i wraz ze spadkiem temperatury
op6r powinien rosnaé¢ do nieskonczonoéci. Spekulowano
tez, ze by¢ moze w zerowej temperaturze opor bedzie
skonczony, ale czy bedzie malejaca, czy rosnaca funkcja
temperatury, byto trudne do przewidzenia. Catkowity
zanik oporu ponizej pewnej skoriczonej temperatury byt
jednak nie do wyobrazenia.

Odkrycie Onnesa bylo fundamentalnym przelomem

w fizyce. Wkroétce dowiedziono eksperymentalnie, ze
wiele innych pierwiastkéw staje sie nadprzewodnikami
w niskich temperaturach. Wéréd nich najwyzsza
temperature przejécia wykazuje niob (Nb) 9,25 K

(~ —266°C). Najnizsza ma rod (Rh) 0,000325 K

(~ —273°C). Sa pierwiastki, ktére nadprzewodza, gdy
poddamy je dziataniu duzego ci$nienia. Rekordzista
jest lit (Li) z temperatura przejscia 20 K (~ —253°C),
gdy podniesiemy ci$nienie do 50 GPa (50 - 10° Pa). Dla
poréwnania, ciSnienie normalne, w przyblizeniu réwne
ci$nieniu atmosferycznemu, to 101325 Pa ~ 10° Pa (czyli
10% razy mniej). Sposréd stu kilkunastu pierwiastkéw az
55 jest nadprzewodnikami w odpowiednich warunkach
fizycznych. Zaskakujace jest to, ze miedz (Cu), tak
powszechnie uzywana w przewodach elektrycznych,

nie jest nadprzewodnikiem w zadnych warunkach
fizycznych, w jakich byta dotychczas badana.

Wegiel tez nie jest nadprzewodzacy w wystepujacych
kilku trojwymiarowych odmianach alotropowych: grafit,
diament i sadza. Ale w 2001 roku zaobserwowano po
raz pierwszy $lad nadprzewodnictwa w nanorurkach

weglowych o $rednicach okoto 4 A (Angstrem to 10~0 m).

Atomy wegla ukladaja sie na plaszczyznie, tworzac

sie¢ sze$ciokatna, wygladajaca tak jak przekrdj przez
plaster miodu. Gdy taka plaszczyzna, zwana grafenem,
zroluje sie i polaczy na brzegu, to powstaja dlugie

i cienkie nanorurki weglowe. Te najciensze niestety nie
sg mechanicznie stabilne w prézni. Jednak gdy powstaja
w dlugich porach zeolitu, mineratu o dlugich i bardzo
cienkich kanalikach, nanorurki weglowe moga mieé
bardzo matle srednice. Wlaénie w takich warunkach
zauwazono oznaki nadprzewodnictwa, czyli spadku oporu
elektrycznego nanorurek w temperaturach okoto 15 K
(~ —258°C). Te uktady sa praktycznie jednowymiarowymi
drucikami wykonanymi z wegla w mineralnej ostonie
dielektryczne;j.

Pojedyncza warstwa grafenu na dielektrycznym
podlozu jest stabilna, ale nie jest nadprzewodzaca.
Gdy potozono dwie takie warstwy, jedna na drugiej,
i skrecono wzgledem siebie o pewien ,,magiczny”
kat, 1,1°, pojawilo sie nadprzewodnictwo. Efekt ten
zaobserwowano w 2018 roku w temperaturze 1,7 K
(~ —=271°C).
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Wedtug teorii Waltera Kohna i Joaquina Mazdaka
Luttingera oddzialujace pomiedzy soba elektrony
zawsze powinny tworzy¢ stan nadprzewodzacy,

co wynika z zasady Pauliego (dwa fermiony nie

moga by¢ w tym samym stanie kwantowym) oraz
kwantowej teorii ekranowania pola Coulombowskiego.
Temperatura przejscia do takiego stanu jest jednak
ekstremalnie niska. Dlatego mechanizm prowadzacy do
nadprzewodnictwa w znanych nam materiatach musi
by¢ inny.

Przypomnijmy, nadprzewodnik to jednoczesnie
doskonaty przewodnik i doskonaly diamagnetyk.

Te dwie logicznie rozlaczne cechy sa zawsze (lub
powinny by¢) sprawdzane, nim jaki$ material uznamy
za nadprzewodnik.

Przewidywania teoretyczne pokazuja takze, ze metaliczny
wodor powinien nadprzewodzi¢ w temperaturach
pokojowych. Jedyny klopot polega na tym, ze uklad musi
by¢ pod ogromnym ci$nieniem 400 GPa, poréwnywalnym
z panujacym w jadrze planety Jowisz.

7 praktycznego punktu widzenia chcieliby$Smy mieé
nadprzewodzace druty, najlepiej w temperaturach
pokojowych i normalnym cisnieniu, aby pozby¢ sie
strat energii i problemu z ogrzewaniem si¢ urzadzen
elektrycznych. Rozne szacunki podaja, ze az od 1/4

do 1/3 energii elektrycznej jest tracona w postaci
ciepta pomiedzy elektrownia a odbiorca. Jak juz wiemy,
taki nadprzewodzacy drut nie moze by¢ zbudowany

z zadnego czystego pierwiastka.

Spojrzmy na uklady dwuskladnikowe. Mamy tutaj
cala plejade stopdw i zwiazkéw miedzymetalicznych

o strukturach krystalograficznych oznaczonych
symbolami B1 lub A15. Okazuje sie, ze niob (Nb) gra
tutaj pierwsze skrzypce. I tak rekord temperatury
przejscia nalezy do NbzGe i wynosi 23 K (~ —250°C).
Stop NbTi ma temperature tylko 9,2 K (~ —264°C), ale
to wlasnie z tego materialu wykonano elektromagnesy
w Wielkim Zderzaczu Hadronowym (LHC) w CERN.
Do schlodzenia tej ogromnej maszyny uzywa sie 96 ton
cieklego helu w temperaturze 1,9 K (~ —271°C).

Gdy przez okoto 80 lat fizycy przyzwyczaili

sie do eksperymentalnego faktu, ze najwyzsza
temperatura uktadow dwuskladnikowych wynosi 23 K,
a nawet sformutowano co$ w rodzaju teoretycznego
twierdzenia na ten temat, w 2001 roku pojawito sie
odkrycie nadprzewodnictwa w dwuborku magnezu
(MgBs2) z temperatura przejscia 39 K (~ —234°C).
MgBs mozna kupié¢ w aptece lub znalezé w kazdej
porzadnie wyposazonej pracowni chemicznej w szkole.
Swiat fizykéw byl wtedy naprawde poruszony figlem,
jaki sprawita nam natura i nauka.

Okazuje sie tez, ze wodorki pod wysokim ciSnieniem staja
si¢ wysokotemperaturowymi nadprzewodnikami. Cho¢
byly badane od lat 70. zeszlego stulecia, w ostatnim
okresie odkryto, ze H3S pod ci$nieniem 155 GPa
nadprzewodzi w temperaturze 253 K (~ —20°C), a LaH;,
pod ci$nieniem 190 GPa ma temperature przejscia 260 K
(~ —13°C).
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Rozwigzanie zadania M 1774.
Poniewaz kazda liczba w ciggu
ai,az,as,...,a2n, 2,41 Przyjmuje jedng
z trzech wartosci, a dowolne dwie
sasiednie liczby sg rézne, wobec tego
dowolny skladnik rozwazanego w zadaniu
wyrazenia

a1z —a203 + ...+ @2p—102n — A2n02n41
przyjmuje réwniez (co do modutu) jedng
z trzech wartosci.

Wystarczy zatem pokazac, ze kazda
warto$¢ w danym wyrazeniu pojawia sig
tyle samo razy ze znakiem +, co ze
znakiem —. Zauwazmy jednak, ze kazda

z wartodci 2, 5, 9, odpowiednio, wystepuje
w zbiorach par

samo razy, oznaczmy te liczby wystgpien
odpowiednio przez k, [ i m. Wtedy
oczywiscie k + I + m = 2n. Wobec tego
w kazdym zbiorze par liczba par 5,9 jest
réwna dokladnie w liczba par 2,9
jest réwna #
kti=m
5

, a liczba par 2,5 jest

réwna

Fuleren Cgg. Zrédlo: Wikipedia

Oméwione zwiazki dwuskladnikowe nalezg do tak zwanych nadprzewodnikéw
drugiego rodzaju. Oznacza to, ze w odpowiednio silnym polu

magnetycznym, powyzej tak zwanego pierwszego pola krytycznego, powstaja

w nadprzewodzacym ukladzie elektronowym obszary normalne, przez ktére pole
magnetyczne moze przechodzi¢. Sa to tak zwane wiry, a warto$é strumienia
pola magnetycznego jest tam dyskretna (wielokrotnoscia h/2e, gdzie h jest staly
Plancka, a e jest wartoscia ladunku elektronu). Najprostsze nadprzewodniki
jednoskladnikowe sa pierwszego rodzaju, gdzie pole magnetyczne nie wnika

do prébki, o ile nie przekracza ono pewnej wartosci krytycznej, powyzej

ktoérej nadprzewodnictwo catkowicie znika. W nadprzewodnikach drugiego
rodzaju stan, w ktérym pole magnetyczne wnika w postaci wirow, nazywamy
stanem mieszanym. Dopiero powyzej tak zwanego drugiego pola krytycznego
nadprzewodnictwo znika.

Skoro zwiekszenie liczby pierwiastkéw w ukladzie wiaze sie na ogdl ze
wzrostem temperatury przejscia, wydaje sie naturalnym zbadanie ukladéw
tréjsktadnikowych. Do nadprzewodnikéw trdjsktadnikowych nalezg tak

zwane fazy Chevrela. Tym razem pierwsze skrzypce odgrywa molibden (Mo).
Przykladem jest zwiazek PbMogSg z dos¢ wysoka temperatura przejécia

15 K (~ —258°C) i bardzo duzym drugim polem krytycznym 60 T. Inna
interesujaca sama w sobie rodzing sa uklady ciezko-fermionowe (elektrony sa
fermionami). Sa to zwiazki zawierajace pierwiastek z grupy lantanowcéw lub
aktynowcow z walencyjnymi orbitalami typu f. Swoja nazwe zawdzieczaja temu,
ze elektrony, odpowiedzialne za niskotemperaturowe wtasnosci termodynamiczne
i transportowe, maja ogromng mase efektywna, rzedu 100-1000 mas

elektronu w prézni. Jednym z nich jest zwiazek URusSis z temperaturg
przejscia 1,3 K (~ —272°C) czy ,rekordzista” CeColns z temperatura
krytyczna 2,3 K (~ —271°C). Dodajmy dla $cistosci, ze wérdéd nadprzewodnikéw
cigzko-fermionowych sa tez zwiazki dwusktadnikowe, np. UBej3 czy UPts

z temperaturami przejscia sporo ponizej 1 K.

Wsréd nadprzewodnikéw dwu- i tréjsktadnikowych sa tez zupelnie egzotyczne
uktady, fulereny Cgp z wbudowanymi czasteczkami, np. Ks, KoRb czy RB2Cs.
Fulereny sa to czasteczki zbudowane z 60 atomdéw wegla, przyjmujace ksztalt
pitki futbolowej uszytej z lat pieciokatnych i sze$ciokatnych. Tam, gdzie
schodza sie ,szwy”, znajduja sie atomy wegla. Takie czasteczki Cgp ukladaja
sie w regularng periodyczna strukture, a pomiedzy nimi lokuja sie atomy
metali alkalicznych. W zaleznosci od podstawienia temperatura krytyczna
zmienia sie od 6,8 K (~ —266°C) dla SrgCgo do maksymalnie 33 K (~ —240°C)
dla CSQRbCGO.

Geometria i niska wymiarowo$¢ takze lubia nadprzewodnictwo, ale na

razie w niskich temperaturach. Na granicy polaczonych dwéch materialéw,
LaAlOg3 oraz SrTiOgs, powstaje uporzadkowana magnetycznie dwuwymiarowa
warstwa elektronéw, ktérych opor elektryczny spada do zera w temperaturach
ponizej 0,1 K (~ —273°C).

W roku 1985 duzej czesci Czytelnikéw miesiecznika Delta pewnie jeszcze

nie bylo na $wiecie. To wtedy dokonata sie rewolucja nadprzewodnictwa
wysokotemperaturowego. Georg Bednorz i K. Alex Miller, pracujacy

w laboratorium IBM w Zurychu w Szwajcarii, odkryli nadprzewodnictwo

w materiale z klasy tzw. perowskitéw. W niestechiometrycznym ukladzie

La; g5Bag,15Cu04 zaobserwowano przejscie do zerowego oporu w temperaturze
36 K (~ —237°C). Niecaly rok pézniej Paul Chu odkryl nadprzewodnictwo

w YBasCuzO7 w temperaturze 93 K (~ —180°C). Pierwszy raz w historii

do obserwacji nadprzewodnictwa mozna bylo uzywaé skroplonego tlenu

i azotu, a nie jak wcze$niej — helu. Dziennikarze poréwnywali wtedy cene

litra skroplonego azotu do ceny litra mleka, a cene litra skroplonego helu do
ceny litra dobrego koniaku, pokazujac doniostos¢ odkrycia. Czteroelementowe,
niestechiometryczne zwiazki wydawaly sie odpowiedzia na pytanie, gdzie
szukaé¢ nadprzewodnictwa w wysokich temperaturach. Dotychczasowy rekord
padl w 1993 roku w perowskicie piecioelementowym HgBasCasCusOyg,

ktéry nadprzewodzi w temperaturach ponizej 138 K (~ —135°C).
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Rozwigzanie zadania M 1776.
Zauwazmy, ze mnozenie dowolnej liczby
a, b, ¢ przez —1 nie zmienia prawdziwosci
zadnej z rozwazanych nieréwnosci.
Ponadto ab # 0. Oznacza to, ze bez straty

ogdélnosci mozemy zalozyé, ze a > 0,b > 0
oraz ¢ > 0.
Zapisujac pierwszg z nieréwnosci jako
p 2 2
a? + b —c
— | <1,
2ab

widzimy, ze istnieje liczba v € (0, 7),
spelniajaca réwnosé

c? =a®+b* — 2abcos .
Skonstruujmy tréjkat T, ktérego dwa
boki sg réwne a i b, a kat miedzy tymi

bokami jest réwny . Niech trzeci bok
tego tréjkata bedzie réwny c¢q1. Na
podstawie twierdzenia cosinuséw
zastosowanego dla tréjkata T dostajemy
réwnosé

(:'f =a? + b2 — 2ab cos v = (12,
wiec ¢ = ¢;. Niech «, 3 beda katami
miedzy bokami b, ¢ oraz ¢, a trojkata T.
Ponownie, korzystajac z twierdzenia
cosinuséw, dostajemy

b2 + c? —a?
be

. . 5

c? —+ a® — b2

ca

= 2|cosa| oraz

= 2|cos 8],

wiec nieréwnosci z tezy sa oczywiscie
spelnione.

Fax to papierowa informacja, skanowana
i wysytana polaczeniem telefonicznym, na
koncu ktoérego byla drukarka.

Ten artykul mial jedynie pokazad, jak
bogaty i réznorodny jest $wiat materialéw
nadprzewodzacych. Bardziej
systematyczna prezentacja
nadprzewodnikéw jest dostepna np.

w artykule

https: //arziv. org/pdf/1306. 0429. pdf
albo w podreczniku Magnetyzm

i nadprzewodnictwo, A. Szewczyk,

A. Wisniewski, R. Puzniak i H. Szymczak
(PWN, 2012).

Pod ci$nieniem 30 GPa temperatura przej$cia wynosi nawet 165 K (~ —108°C).
Ale dalszego postepu do tej pory nie ma. Wiecej szczegdléw o nadprzewodnikach
wysokotemperaturowych Czytelniczka i Czytelnik znajda w doskonatym artykule
autorstwa A. Wisniewskiego w A{Z.

Wszystkie odkryte nadprzewodniki wysokotemperaturowe maja plaszczyzny
miedziowo-tlenowe, uktadajace sie w réwnolegle warstwy, pomiedzy ktérymi
lokuja sie pozostate pierwiastki uktadu. W granicy stechiometrycznej, bez
domieszkowania, sa to uktady bardzo dobrze izolujace. Nalezg one do grupy
tak zwanych skorelowanych izolatoréw Motta. Domieszkowanie, zmiana
stechiometrii, sprawia, ze izolator przeksztalca sie w nadprzewodnik. Do

dzi$ nie ma pelnego konsensusu wsréd specjalistow, jaki jest powdd tego
nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego. Sir Mott mawial, ze istnieje tyle
teorii nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego, ilu jest teoretykow tym
sie zajmujacych, albo i jeszcze wiecej. Problemem jednak sg silne korelacje
pomiedzy elektronami wynikajace z oddzialywan Coulombowskich, ktérych do
dzi$ nie potrafimy opisywac teoretycznie w pelnej ogdlnosci.

Wyscig w poszukiwaniu nadprzewodnikow wysokotemperaturowych byl
niezwykle emocjonujacy i trwal tadnych kilkanascie lat. Pojawialy sie co
jaki$ czas (fake)newsy o kolejnych nadprzewodnikach w coraz wyzszych
temperaturach, pézniej dementowane przez samych autoréw albo innych
badaczy. Byly tez pewne ruchy z kategorii ,,nie fair”. Do dzi§ mozna znalezé
artykut w New York Times Magazine opisujacy histori¢ profesora Chu,

ktory w manuskrypcie wystanym do Physical Review Letters podawal, ze
zaobserwowal nadprzewodnictwo w temperaturze powyzej skraplania sig
azotu w YtBagCusO7. Dopiero dzien przed wydrukiem publikacji (wtedy

nie bylo wydan Internetowych) wyslal fax do redakeji z progba o zamiane

w calym manuskrypcie Yt na Y (iterb na itr). Chcial w ten sposéb op6znié
prace konkurencji, obawiajac sie (w sumie stusznie) wycieku informacji przed
publikacja. Plotka méwi, ze z tego powodu komitet Nagrody Nobla w 1987 roku
uhonorowal jedynie K.A. Miillera i G. Bednorza, pomijajac P. Chu. O tym
jednak by¢ moze dowiemy sie dopiero po 2037 roku, gdy zostana otwarte
archiwa z 1987 roku.

W historii nadprzewodnictwa wazny byl rok 2008. Wtedy odkryto
nadprzewodnictwo w dos¢ wysokich temperaturach, tzn. powyzej 20 K, w tzw.
pniktydkach i chalogenkach. Ciekawe uktady na bazie zelaza z maksymalna
temperatura przejécia 55 K (~ —218°C) w SmFeAsO. s5. Czesé z tych ukladéw
zawiera arsen, silnie trujacy pierwiastek. Dlatego badania nad tymi ukladami nie
byly wczeéniej podejmowane zbyt czesto.

Czytelniczka i Czytelnik, ktérzy dotrwali w lekturze do tego miejsca, domyslaja
sie, ze odpowiedzi na pytanie postawione w tytule nie ma. Nie wiadomo, gdzie
szuka¢ nadprzewodnikéw, a szczegdlnie tych z pokojowymi temperaturami
przejscia. Wraz ze wzrostem liczby pierwiastkéw w badanych uktadach ich
liczba ros$nie potegowo. Ze 100 pierwiastkéw mozemy stworzy¢ szacunkowo

1002 uktadéw dwusktadnikowych, 100® uktadéw tréjsktadnikowych itd.
Pomijamy mozliwo$é, ze nie wszystko, co sobie wymyslimy, jest stabilne
chemicznie, czyli jest ich troche mniej. Ale z drugiej strony zmienna
stechiometria czy nie-stechiometria zwiazkéw daje nam jeszcze wiecej mozliwych
prébek do zbadania. Mozna tez modyfikowaé geometrie ukladu i zmieniaé

jego efektywna wymiarowo$é lub tworzy¢ nieoczywiste konglomeraty i nowe
struktury. W zaden systematyczny sposob nie jesteSmy w stanie zbadaé
wszystkich mozliwych kandydatéw do nadprzewodnictwa. Naukowcom pozostaje
intuicja, ciezka praca i tut szczescia, ze w swoich laboratoriach znajda szukany
nadprzewodnik wysokotemperaturowy.

By¢ moze kiedy$ bedziemy sie cieszy¢ z odkrycia nadprzewodnikow

w temperaturach pokojowych. Do tego czasu czeka nas wiele prob, jak

i licznych kolejnych doniesient o takowych odkryciach. Nawet jesli sa one pdzniej
dementowane, patrzmy na nie z uznaniem. Jesli nie bedzie prob, upragnionego
odkrycia tym bardziej nie bedzie.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 877, 878

Redaguje Marcin E. KUCZMA

877. Wyjasnié, czy istnieje na plaszczyznie konfiguracja pieciu réznych punktow

1-44

A, B,C, P,Q, w ktérej zachodza réwnosci
PA = AB = BQ,

PB=BC=CQ, PC=CA=AQ,

a punkty A, B, C sa wierzchotkami tréjkata

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2024

(a) ostrokatnego,
(b) rozwartokatnego.

878. Znalez¢ liczbe naturalna r > 2, dla ktorej istnieje nieskonczenie wiele

r-elementowych zbioréw réznych liczb pierwszych {py, ...

,Dr} takich, ze kazda

z liczb 2Pi=1 —1 (i =1,...,7) jest podzielna przez iloczyn p; ...p,. Im wieksza
liczba r, tym cenniejsze rozwiazanie.

Zadanie 878 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna w nawigzaniu
do zadania 678 (naszej ligi: AT, omdéwienie: A2:), a takie do zadania 8
z obozu OM (Zwardori 2010) <om.sem.edu.pl>, zakladka Obéz naukowy.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2023

Przypominamy tre$¢ zadan:

869. Funkcja g przyporzadkowuje kazdej (uporzadkowanej) parze xz,y
liczb rzeczywistych dodatnich warto$é g(x,y), okreslong jako
najmniejsza liczba z tréjki x, 1/y, (zy + 1)/x. Wyznaczy¢ kres gérny
wartosci g(z,y), gdy = oraz y przebiegaja zbiér wszystkich liczb
dodatnich.

870. (a) Wykaza¢, ze z odcinkéw laczacych dowolny punkt
plaszczyzny z wierzchotkami tréjkata réwnobocznego (lezacego
w tej plaszczyznie) mozna zbudowaé pewien tréjkat (byé moze
zdegenerowany).

(b) Tréjkat réwnoboczny jest zanurzony w przestrzeni
(tréjwymiarowej). Wyjadnié, czy — analogicznie — zawsze mozna

z odcinkéw laczacych dowolny punkt przestrzeni z wierzchotkami
tego tréjkata zbudowaé pewien tréjkat (byé¢ moze zdegenerowany).

869. Wartosci funkcji g sa dodatnie. Niech s bedzie
dowolna jej wartoscia. Istnieja wiec liczby z,y > 0, dla
ktérych s = g(z,y). Zgodnie z okresleniem funkcji g
spelnione sa jednoczesnie nieréwnosci

1 zy+1
1‘257 7287 Y

=S8
T

(jedna z nich staje sie réwnoscia). Wynika z nich, ze
11 1 zy + 1 12
-< -, YS -, S =y+-<-.
x s s x s
Ostatnia nieréwnoéé¢ pokazuje, ze s2 < 2, czyli s < /2.
Tak wiec wartoéci funkcji ¢ nie przekraczaja /2. Przy
tym

1 1+1
\/5—) :min{\@,\/i,—} - VA
o V2 V2
Zatem liczba v/2 jest szukanym kresem gérnym wartosci
funkcji g.

870. (a) Niech P bedzie dowolnym punktem
w plaszczyznie tréjkata réwnobocznego ABC.
Rozwazmy obrét plaszczyzny wokdt punktu C

o kat 60°, przenoszacy punkt A do pozycji punktu B.
c

Obraz punktu P nazwijmy Q). Odcinki CP i CQ sa
rownej dlugosci i tworza kat 60°, wiec trojkat C'PQ jest
rownoboczny. Odcinek AP przechodzi na odcinek BQ.
Tréjkat BPQ (by¢ moze zdegenerowany do odcinka)
ma boki dlugoéci BQ = AP, BP, PQ = CP; jest wiec
tréjkatem, ktorego istnienie nalezalo uzasadnié.

(b) Niech teraz P bedzie dowolnym punktem

w przestrzeni, lezacym poza plaszczyzna trojkata
rownobocznego ABC. Wykazemy, ze i teraz istnieje
tréojkat o bokach diugosci AP, BP, C'P. Przyjmijmy
(b.s.0.), ze najdluzszy z tej tréjki jest odcinek C'P.
Wystarczy dowies¢, ze woéwcezas CP < AP + BP.

W plaszczyznie ABP budujemy tréjkaty réwnoboczne
ABD i ABFE; dobieramy oznaczenia tak, by

PD < PE. Wierzchotki C, D, E tréjkatéw foremnych
o wspélnym boku AB leza na plaszczyznie symetralnej
odcinka AB, na okregu o érednicy DE; tréjkat

CDEFE jest prostokatny. Niech R bedzie rzutem

punktu P na prosta DE. Plaszczyzny CDE

i PDE sa prostopadle, wiec CR 1. PR. Stad

DR =+/PD? - PR?2 < /PE? - PR? = ER. To
znaczy, ze (w plaszezyznie CDE) punkty C' i R leza
po jednej stronie prostej symetralnej odcinka C'E (ktéra
polowi przeciwprostokatna DE); czyli CR < ER. Stad
CP=+CR? + PR2 <VER? + PR? = EP.

Z czesci (a), zastosowanej do tréjkata ABE i punktu P
(lezacego w jego plaszczyznie) wiadomo, ze z odcinkéw
AP, BP, EP mozna zbudowaé¢ tréjkat. Zatem

EP < AP + BP, wiec tym bardziej CP < AP + BP.

[Istnieja rézne rachunkowe metody rozwiazania zadania,
tak w czesci (a), jak i (b).]


https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2014/07/delta-2014-07-klub-44.pdf
https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2015/02/delta-2015-02-klub-44.pdf
http://om.sem.edu.pl

Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 774, 775

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2024

774. Dlugi klocek o podstawie kwadratowej pltywa w wodzie tak, ze jedna

z jego powierzchni bocznych znajduje sie¢ nad powierzchnia wody i jest do niej
rownolegla, a klocek znajduje sie w stanie réwnowagi trwalej. Dla jakiej gestosci
materiatu, z ktérego wykonano klocek, jest to mozliwe?

775. Cienki pierscien gumowy rozkrecono wokél osi symetrii prostopadtej do
plaszczyzny pierscienia. Predkos$é liniowa jego elementéw wynosi v. Z jaka
predkoscia beda rozprzestrzeniaé sie w tym pierécieniu monochromatyczne fale
poprzeczne o malej amplitudzie?

Rozwigzania zadan z numeru 11/2023

Przypominamy tres¢ zadan:

766. Znalezé
ze staly gest

sile oddzialywania dwéch poléwek nieprzewodzacej kuli o promieniu R, naladowanych
objetosciowa, odpowiednio, p1 i p2. Przyjaé, ze kula wykonana jest z materialu

o stalej dielektrycznej réwnej jeden.

767. Pierscienie O i O’ nasunigte sa na pionowe, nieruchome prety AB i A’ B’. Nierozciagliwa nié¢
umocowana w punkcie A’ przewleczona jest przez pierscien O’ i przyczepiona do pierécienia O
(rys. 1). Pierscien O’ porusza si¢ w dét ze stala predkoscia v. Jaka jest predkosé pierécienia O

w chwili, gdy kat AOO’ ma wartoéé a.

YIS I I s s s s s s s s s s s

A A’
13
« o’ l v
s
@]
Bl B’

766. W kazdym punkcie pétkuli o gestosci p; dziala
sita od drugiej pétkuli df: plﬁdV, gdzie E jest
natezeniem pola elektrycznego w danym punkcie

od drugiej potkuli, a p1dV to tadunek elementarnej
objetosci wokét punktu. Zatem sita dzialajaca

na pierwsza pdétkule jest proporcjonalna do p;.
Analogicznie sita dzialajaca na druga poétkule ze strony
pierwszej jest proporcjonalna do ps. Stad wniosek, ze
sita oddzialywania miedzy pétkulami

F ~ pipa = pi°pa/p1.
Na pierwsza pétkule dziala réwniez jej wlasne
pole, ktérego wypadkowe dziatanie wynosi zero.
Obliczymy wiec site oddziatywania F} z druga poétkula
o takiej samej gestosci, rozwazajac pole od calej kuli,
a nastepnie wynik pomnozymy przez czynnik ps/p;.

Zgodnie z prawem Gaussa natezenie pola wewnatrz
kuli natadowanej ze stala gestoscia objetosciowsa

p1 > 0 w odleglosci r od srodka kuli ma wartosé

E = p17/3eq i jest skierowane wzdluz promienia.
Podzielmy gorna pdtkule na rysunku 2 na poélsferyczne
warstwy. Prostopadla do powierzchni rozdzialu pétkul
skladowa sity dzialajacej na maly element warstwy

0 promieniu r i powierzchni dS wynosi:

df1 = EpidSdrcosa = EpdS’dr,

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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Rys. 1

df 1

L
e o

o v

Rys. 2 Rys. 3

gdzie dr jest grubodcig warstwy, a dS’ = dS cos a rzutem
powierzchni dS na powierzchnie rozdzialu. Wypadkowa
sita dzialajaca na pélsfere o promieniu r

dF, = mridf | = 7rp12r3dr/350.
Sita oddzialywania pétkul o jednakowych gestosciach
dana jest wzorem

1250

R
Fy = [dFy = TR
0

a szukana sita oddzialywania pétkul o gestosciach py
ipa

F = 7TR4,01,02/12€0.
767. W uktadzie odniesienia zwiazanym z pierscieniem
0, gdy xAOO’ = q, nié¢ wyciggana jest w gore
z predkodcia v (rys. 3). Poniewaz nié jest nierozciagliwa,
sktadowa predkosci pierscienia O wzdluz nici ma
réwniez predko$é v, a wypadkowa predkosé pierécienia
w badanej chwili i w wybranym ukladzie wynosi:

u=v/cosa.

W nieruchomym uktadzie odniesienia szukana predkosé
pierécienia jest rowna:

vo=u—v=v(l/cosa—1).

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



@Prosto z nieba: Wykrywanie zamieszkalych planet

Astronomowie odkryli dotychczas ponad 4000 uktadéw
planetarnych poza naszym Ukladem Slonecznym.
Dzigki coraz lepszym teleskopom, na przyklad takim
jak Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba, mozna
bezposrednio zmierzy¢ odlegto$é planety od jej gwiazdy
oraz czas potrzebny na okrazenie gwiazdy (okres
orbitalny). Pozwala to wywnioskowaé, czy planeta
znajduje sie w strefie zamieszkiwalnej, to znaczy —

z naszego ziemskiego punktu widzenia — takiej, w ktorej
moze przez dlugi czas istnie¢ woda w stanie cieklym.

Jak stwierdzi¢ obecnosé¢ cieczy na innych planetach?
Na pobliskich ciatach niebieskich Ukladu Stonecznego
mozna obserwowac¢ odblask $wiatta slonecznego
odbitego od powierzchni cieczy. Taki efekt
zaobserwowano na przyktad na najwiekszym ksiezycu
Saturna, Tytanie, co pomoglo potwierdzi¢ istnienie
duzych jezior: niestety nie wody, ale mieszaniny metanu
i etanu. Wykrycie analogicznego odblasku na planetach
pozastonecznych jest niestety poza zasiegiem obecnej
technologii. Istnieja jednak inne, subtelniejsze metody
stwierdzania obecnosci wody.

Skaliste planety wewnetrzne — Wenus, Ziemia i Mars —
maja (co do rzedu wielkosci) podobne rozmiary

i masy, ale tylko na Ziemi znajduje sie woda w stanie
cieklym. Zespél naukowcéw z MIT i Uniwersytetu

w Birmingham zwrécil uwage na oczywista réznice:
Ziemia ma znacznie mniej dwutlenku wegla w swojej
atmosferze niz Wenus i Mars. Przy zalozeniu, ze planety

Cykl hydrologiczny to obieg wody
obejmujacy takie procesy, jak parowanie,
kondensacja, opady, transport wilgoci,
wsigkanie, splyw podziemny

i powierzchniowy.

Na Ziemi rosliny i niektére
mikroorganizmy przyczyniajg sie do
pochtaniania COs, choé nie w takim
stopniu jak oceany. W ramach tego
procesu materia ozywiona emituje tlen,
ktéry reaguje ze $wiattem gwiazdy
centralnej, przeksztatcajac sie w ozon:
czasteczke Os, ktéra jest znacznie
tatwiejsza do spektroskopowych
obserwacji niz sam tlen.

podobnie jak Ziemia.

powstaly w podobny sposéb, mozna wnioskowaé, ze
obecnosé wegla jest na Ziemi regulowana w inny sposob.
Jedynym procesem, ktéry méglby usunaé taka ilogé
wegla z atmosfery, jest sprawny cykl hydrologiczny
wymagajacy udzialu oceanéw cieklej wody. Ziemskie
oceany odgrywaja wazng role w pochlanianiu COs.

W ciagu setek milionéw lat oceany pochlonely ogromna
ilos¢ tego zwiazku, prawie rowna ilosci, ktora utrzymuje
sie obecnie w atmosferze Wenus. Na Ziemi znaczna
czesS¢ atmosferycznego CO, zostala zmagazynowana

w wodzie morskiej i litosferze w geologicznych skalach
czasowych, co wplynelo na regulacje klimatu oraz
oczywiscie na utrzymanie warunkéw sprzyjajacych
zyciu.

Rozumowanie poszukiwaczy planet przebiega wiec

w nastepujacy sposob: jesli podobny jak na Ziemi
niedob6r COy (w poréwnaniu do jej sasiadéw) zostalby
wykryty na odleglej planecie bylby to wiarygodny
wskaznik obecnosci ptynnych oceandéw, a moze i zycia
na jej powierzchni. COs bardzo silnie pochlania §wiatto
podczerwone, i mozna go wykry¢ w atmosferach
egzoplanet. Gdy juz astronomowie ustala, ze w danym
ukladzie wiele planet posiada atmosfere, beda mogli
przej$¢ do pomiaru zawartoéci COq, aby sprawdzié, czy
jedna planeta ma go duzo mniej niz pozostale. Jesli tak,
planeta prawdopodobnie nadaje si¢ do zamieszkania,
co oznacza, ze na jej powierzchni znajduja sie znaczne
ilodci cieklej wody.

Warunki nadajace si¢ do zamieszkania niekoniecznie oznaczaja, ze planeta jest
rzeczywiscie zamieszkana. Aby sprawdzié, czy zycie moze faktycznie istnieé,
nalezy poszukiwaé innej cechy atmosfery planety: obecnosci ozonu. Jesli zatem
atmosfera planety wykazuje jednoczesnie obecnosé ozonu oraz niedobor COso,
prawdopodobnie jest to Swiat zamieszkany przez biomase na skale planetarna,

Szacuje sie, ze Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba bylby w stanie zmierzy¢
poziom COg oraz Os w pobliskich uktadach planetarnych, takich jak np.
TRAPPIST-1: uklad siedmiu planet, ktory krazy wokél jasnej gwiazdy zaledwie
40 lat $wietlnych od Ziemi.

Amaury H. M. J. Triaud i in., ,,Atmospheric carbon depletion as a tracer of water oceans and
biomass on temperate terrestrial exoplanets”, Nat!ure Astronomy (2023).

Niebo w marcu

Marzec odznacza sig¢ jeszcze szybsza wedréwka Storica
na poéinoc niz luty. Przez caly miesiac zwiekszy

ono wysokos¢ gérowania o prawie 12°, przechodzac

od $rodka zodiakalnej czesci Wodnika do érodka
gwiazdozbioru Ryb. 20 marca o godzinie 22:24 naszego
czasu Stonce przetnie rownik niebieski i na pét roku
przemiesci sie na péinocng pétkule nieba, rozpoczynajac
astronomiczng wiosne. 31 marca nastapi zmiana czasu
z zimowego na letni. Nalezy pamietaé¢ o przestawieniu
zegaréw z godziny 2 na 3.

Planeta Merkury po koniunkcji ze Storicem w ostatnich
dniach lutego podazy ku maksymalnej elongacji
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Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,

Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtochy

wschodniej, ktéra osiggnie 24 marca, oddalajac sie
wtedy na niecate 19° od Stonca. Mimo tak matlej elongacji
druga i trzecia dekada marca jest najlepszym okresem
widocznosci tej planety na niebie wieczornym w tym roku.
Merkury zacznie pojawiaé sie tuz po zachodzie Storica
wraz z bardzo cienkim sierpem Ksigzyca po nowiu. Srebrny
Glob spotka sie ze Stonicem 10 marca i juz nastepnego
wieczora mozna probowaé dostrzec jego cienki sierp w fazie
2,5% na wysoko$ci 8° prawie dokladnie nad punktem
kardynalnym w widnokregu. Merkurego nalezy szukaé
wtedy w odleglosci 7° na godzinie 5 wzgledem Ksiezyca.
Poszukiwania planety utatwi jej duza jasnos¢, —1,3™.



W kolejnych dniach Srebrny Glob powedruje szybko

w gore wzdtuz stromo nachylonej ekliptyki, przenoszac
sie dodatkowo na poéinoc od niej. Merkury réwniez
poprawi swoje warunki obserwacyjne, cho¢ nie tak
bardzo jak Ksiezyc. W okolicach maksymalnej elongacji
45 minut po zachodzie Storica planeta zajmie pozycje
na wysokosci prawie 10° nad zachodnia czescia
niebosklonu, i na pogodnym niebie jej odszukanie nie
powinno sprawiaé¢ trudnosci. Potem planeta zacznie
szybko zblizaé sie do Stonca i wraz z poczatkiem
kwietnia zniknie w zorzy wieczorne;j.

Jak zawsze podczas elongacji wschodniej w miare
uptywu czasu Merkury zblizy sie do nas, zwiekszajac
przy tym swoja srednice katowa i zmniejszajac
zaréwno faze tarczy, jak i jasnos¢. Na poczatku

okresu widocznosci tarcza planety osiggnie Srednice 5”,
faze 92% i wspomniang jasno$é —1,3™, by 1 kwietnia
zmniejszy¢ blask do +1,7™, ale jej $rednica urosnie do
ponad 9", faza za$ spadnie do 15%. Przez caly ten czas
Merkury nie opusci gwiazdozbioru Ryb i zdazy zblizyé
sie do Jowisza na 20°.

Najwieksza planeta Ukladu Stonecznego tworzy coraz
ciasniejsza pare z planeta Uran. W marcu dystans
miedzy planetami zmniejszy sie od 8° do 3,5°. Obie
planety daza do majowych koniunkcji ze Stoncem i na
poczatku marca sa widoczne jeszcze do$é dobrze, dwie
godziny po zachodzie Slonica wciaz $wiecac na wysokosci
przekraczajacej 30°. Niestety do konca miesiaca o tej
samej porze planety zmniejsza swoja wysokosé nad
widnokregiem o potowe, stad na ich obraz teleskopowy

coraz wiekszy wplyw zacznie wywiera¢ nasza atmosfera.

Przez caly miesiac blask Jowisza spadnie od —2,2™

do —2™, a jego tarcza skurczy si¢ od 36” do 34”.

W przypadku Urana zmiana odleglodci miedzy nim

a nami w ciagu roku stanowi znacznie mniejszy utamek
jego éredniej odlegtosci od Storica i od nas, dlatego tez

ma to wyraznie mniejszy wplyw na wyglad jego tarczy.
Planeta utrzyma blask +5,8™.

W dniach 13 i 14 marca obie planety odwiedzi cienki
sierp Ksiezyca. Najpierw jego tarcza w fazie 16%

zblizy sie na 4° do Jowisza, a nastepnie przy sierpie
pogrubionym do 25% pokaze sie¢ ona 6° nad Uranem

i jednoczesnie niemal tyle samo pod Plejadami w Byku.
15 marca Srebrny Glob w fazie 35% utworzy trdjkat
prawie réwnoramienny z Plejadami i Aldebaranem,

a jeszcze kolejnej nocy, juz prawie oswietlony w potowie,
zblizy si¢ na 1° do El Nath, drugiej co do jasnosci
gwiazdy Byka. 18 i 19 marca warto odnotowaé bliskie
spotkanie Ksiezyca w fazie okoto 70% z Polluksem,
najjadniejsza gwiazda Blizniat, a 22 marca nad ranem,
w fazie przekraczajacej 90%, Ksiezyc zblizy si¢ na mniej
niz 4° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa.

Rankiem 25 marca naturalny satelita Ziemi przejdzie
przez pelnie, ktéra jest o tyle szczegdlna, ze nastapi
wtedy jego pdlcieniowe zaémienie o glebokiej fazie 96%.
A zatem ksigzycowa tarcza podczas pelni na okoto

4,5 godziny stanie si¢ wyraznie ciemniejsza. Niestety
cale zjawisko da si¢ dostrzec z terenu obu Ameryk

i oblewajacych je oceanéw. W Polsce za¢mienie
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zacznie si¢ o godzinie 5:53 na jadniejacym juz niebie,
przy zachodzie Ksiezyca, i jest niewidoczne. Cos
powinno da¢ sie zobaczy¢ z FEuropy Zachodniej, gdzie
Ksiezyc zniknie za widnokregiem nawet ponad godzing
pézniej. Faza maksymalna nastapi o godzinie 8:13
naszego czasu.

Po pelni do konca miesiaca Srebrny Glob rozjasni
poranne niebo, gdzie ekliptyka nie wznosi sie zbyt
wysoko, a wraz z nia Ksiezyc rowniez zajmie niskie
polozenie nad horyzontem. Zwlaszcza ze powedruje
wtedy pod ekliptyke, co dodatkowo obnizy jego
wysokos¢ gorowania o kilka stopni. W tym czasie

do ciekawszych spotkan Ksiezyca z innymi ciatami
niebieskimi dojdzie 26 marca wieczorem, gdy jego
tarcza w fazie 98% wzejdzie niecaly stopien od Spiki,
najjasniejszej gwiazdy Panny. W nocy z 29 na 30 marca
i nastepnej Ksiezyc o$wietlony, odpowiednio, w 80%
i 70% pokaze sie okolo 6° od Antaresa, najjasniejszej
gwiazdy Skorpiona, najpierw na zachdd, a potem na
wschod od niej.

Srebrny Glob ozdobi poranne niebo réwniez na
poczatku miesiaca. 3 marca rano tuz przed ostatnia
kwadra zblizy sie on na 2,5° do wspomnianej

wyzej gwiazdy Antares. Na linii laczacej Antaresa

z Ksiezycem, lecz o ponad stopien blizej, znajdzie

sie jasna gromada kulista gwiazd M4. Do majacego
miejsce 10 marca nowiu ciekawie zapowiada si¢ jeszcze
zblizenie Ksigzyca w fazie 34% na niecaly 1° do gwiazdy
3. wielkosci Kaus Meridianalis (§ Sgr) 5 marca.

28 marca maksimum swojej jasnosci osiagnie miryda

R Leo. Ta gwiazda zmienia swojg jasnos$¢ od +4,4

do +11™ w okresie 312 dni. R Leo charakteryzuje si¢
ciemnowisniowa barwa, widoczna juz w lornetkach

i matych teleskopach. Z tego wzgledu trudno ja pomylié
z inna gwiazda. R Leo znajduje sie 5° na zachod

od wspominanego juz Regulusa. Ulatwieniem w jej
szukaniu jest réwniez para gwiazd 5. i 6. wielkosci
gwiazdowej 18 i 19 Leonis. R Leo jest potozona 9’ na
potudnie od drugiej z nich. Obie gwiazdy bardzo dobrze
nadaja sie na tzw. gwiazdy poréwnania. W marcu caly
uktad przecina potudnik lokalny okoto godziny 22,
wznoszac sie¢ wtedy na wysokos¢ dochodzaca do 50°.

W tym miesigcu duza jasnos¢ moze osiagnac¢ kometa
okresowa 12P /Pons-Brookes. Jej okres obiegu wokét
Stonica wynosi 71 lat, a nachylenie do ekliptyki 74°.
Kometa przejdzie przez peryhelium swojej orbity

21 kwietnia i moze wtedy pojaénie¢ do ponad +5™.
Jest zatem szansa, ze da si¢ ja dostrzec gotym okiem,

a na pewno przez lornetke. W marcu kometa pokona 35°
na tle gwiazdozbioréw Andromedy, Ryb i Barana. Na
poczatku miesiaca kometa przejdzie 8° od galaktyki M31,
22 marca znajdzie si¢ 3° od galaktyki M33 w Tréjkacie,
by 31 marca przejs¢ mniej niz 0,5° od Hamala,
najjaéniejszej gwiazdy Barana. Wspomniane sasiedztwo
o tej porze roku oznacza takze blisko$¢ Stonca, ale

o godzinie 20 kometa zajmuje pozycje na wysokosci
kilkunastu stopni nad pélnocno-zachodnia czedcia
widnokregu.

Ariel MAJCHER
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Uran i Neptun — ciala naprawde (?) niebieskie

Kiedy patrzy si¢ na typows grafike przedstawiajaca Uklad Stoneczny, jego

dwie zewnetrzne planety — Uran i Neptun — przedstawione sa jako podobne
rozmiarami, ale rézniace si¢ kolorami. Uran jawi si¢ zazwyczaj jako raczej blady,
seledynowy, podczas gdy Neptun urzeka odcieniem szafiru. Atmosfery obu
planet zawieraja metan, ktory pochlania fale elektromagnetyczne odpowiadajace
barwie czerwonej i czeSciowo zielonej w promieniowaniu widzialnym. Kazda

z tych planet ma z grubsza podobng zawarto$¢ metanu w atmosferze. Skad
zatem ta roznica w kolorze?

Niektérzy astronomowie uwazaja, ze istotny jest rozklad metanu w atmosferze.
Postuluja, ze srodkowa, obfita w metan warstwa atmosfery jest grubsza na
Uranie, co moze powodowaé¢ dodatkowa bialawa poswiate, ktora sprawia, ze
kolor tej planety wydaje sie nieco bledszy od jej dalszego sasiada [1]. Spekuluja
takze, ze sytuacja taka moze by¢ wynikiem dawnej kosmicznej kolizji z duzym
obiektem, jakiej mégl do$wiadczy¢ Uran niedtugo po uformowaniu sie Ukladu
Stonecznego. Kolizja taka wplyneta na kierunek osi obrotu planety, ktora lezy
w plaszczyznie orbitalnej Urana, i uszczuplila jego Zrédla energii wewnetrzne;j.
To wszystko sprawilo, ze atmosfera Urana jest mniej aktywna od tej na
Neptunie, co wiaze sie z mniejszymi opadami metanowego $niegu i grubsza
warstwa metanu. Nie jest to jednak powszechnie akceptowane wyjadnienie.

Znane nam dzisiaj obrazy Urana i Neptuna pochodza przede wszystkim

z obserwacji tych planet wykonanych, odpowiednio, w 1986 i 1989 roku przez
sonde Voyager 2. Z punktu widzenia takiego zewnetrznego obserwatora na
Uranie nie dzieje sie nic specjalnie gwaltownego. Tymczasem Neptun wykazuje
wyrazne zmiany pokrywy chmurowej [2] oraz pojawiajace sie i znikajace
ciemne plamy wielkosci Ziemi. Wszystko to dzieje sie¢ wsrdéd wiatrow wiejacych
z predkoscia ponad 1700 km/h. Aby uwypuklié¢ te ciekawe cechy, zesp6t NASA
nieco ,,podkrecilt” kolory zdje¢ wykonanych przez Voyagera 2, i zdjecia te,

juz bez kontekstu, funkcjonuja do dzi§ w naszej Swiadomosei. (Oczywiscie
prawdziwych miloénikéw astronomii samodzielnie obserwujacych planety

nie da sie w ten sposob zwieé¢, stanowia jednak oni raczej niewielki utamek
spoleczeristwa).

Mylitby sie jednak ten, kto uwazalby, ze w atmosferze Urana nie dzieje sie

nic ciekawego. Wiadomo bowiem, ze obserwowany kolor tej planety zmienia
si¢ w jej cyklu rocznym — w czasie przesilen staje si¢ ona bardziej zielonkawa,
natomiast podczas réwnonocy przybiera odcien bardziej niebieski. Na pierwszy
rzut oka wyjasnienie jest proste: zawartos¢ metanu w atmosferze Urana jest
okolo dwukrotnie wieksza w obszarach rownikowych niz na biegunie, co daje
bardziej skuteczne pochlanianie nieniebieskiej czesci widma. Nowy model
atmosfery Urana [3], wykorzystujacy p6! wieku systematycznych obserwacji tej
planety z powierzchni Ziemi, wskazuje bowiem na role krysztatkéow zestalonego
metanu w $rodkowej czesci atmosfery, ktore dodatkowo wzmacniaja réznice

w kolorach. Co ciekawe, nawet ten najnowszy model nie jest w stanie w pelni
wyjasni¢ zmiennosci koloru Urana w ciagu ostatnich 70 lat; przypuszcza sie, ze
aby to osiagnaé, nalezaloby uwzgledni¢ w modelu zmienng w czasie odlegtos¢
Uran—Stonce, gdyz nawet mate zmiany w iloéci energii slonecznej docierajacej
do powierzchni planety moga wplywaé na efektywnos$é tworzenia sie lodu
metanowego w atmosferze.

Uran i Neptun leza bardzo blisko Ziemi w poréwnaniu z galaktykami czy
gromadami galaktyk, ktére uczymy sie coraz lepiej obserwowac i opisywac. Nie
oznacza to bynajmniej, ze dobrze rozumiemy tych naszych najblizszych sasiadéw.
Mozna wrecz stwierdzi¢, ze pomimo coraz to nowych wynikéw dotyczacych tych
planet pojawia si¢ coraz wiecej nowych pytan, na ktore nie umiemy udzieli¢
odpowiedzi. Wida¢, ze naukowcy beda jeszcze dlugo mieli material do badan na
naszym okotoziemskim planetarnym podwdérku.

Kraysztof TURZYNSKI
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Nie tylko dla ptaszczakéow
Barttomiej BZDEGA

Wiele matematycznych zagadnien z geometrii przestrzennej ma swoje odpowiedniki
na plaszczyznie. Tutaj zajmiemy sie wlasnie takimi zadaniami. Rozwiazanie
plaskiej wersji czesto pomaga zrozumie¢ problem w przestrzeni. Bywa nawet tak,
ze dwuwymiarowy odpowiednik jest lematem niezbednym do rozwiazania zadania.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Jako przyklad podamy tu uogdlnienie nastepujacego twierdzenia o stycznych: jesli
z punktu P poprowadzimy proste styczne do pewnego okregu w punktach A i B, to
|AP| = | BP|. Naturalne jest nastepujace uogdlnienie:

Twierdzenie 1. Jesli z punktu P poprowadzimy proste styczne do pewnej sfery
w punktach A i B, to |AP| = |BP].

Dowdd. Rozwazmy przekrdj sfery plaszczyzna ABP. Otrzymamy w nim okrag,
do ktérego proste AP i BP sa styczne — stad |AP| = |BP|, na mocy twierdzenia
z planimetrii.

Mozna jeszcze inaczej. Do sfery styczne moga by¢ nie tylko proste, ale réwniez
plaszczyzny.

Twierdzenie 2. Plaszczyzny przecinajace sie wzdtuz prostej PQ sa styczne do
pewnej sfery w punktach A i B. Wéwczas tréjkaty APQ i BPQ sa przystajace.

Dowdd. Proste AP i BP sa styczne do danej sfery, wiec |AP| = |BP|, analogicznie
|AQ| = | BQ|. Wobec tego tréjkaty APQ i BPQ sa przystajace na mocy cechy (bbb).

Aby zilustrowaé powyzsze zaleznosci, rozwigzemy nastepujace

Zadanie 3D. Kazda $ciane pewnego wielocianu wypuklego pomalowano na
czerwono lub na niebiesko, przy czym kazde dwie sasiednie $ciany (ze wspdlnym
bokiem) maja inne kolory. Ponadto w ten wielodcian mozna wpisaé sfere. Udowodnié,
ze sumy poél Scian czerwonych i niebieskich sg réwne.

A oto jego dwuwymiarowy odpowiednik:

Zadanie 2D. Kazdy bok pewnego wielokata wypuklego pomalowano na czerwono
lub na niebiesko, przy czym kazde dwa boki sasiednie (ze wspdlnym wierzcholkiem)
maja inne kolory. Ponadto w ten wielokat mozna wpisa¢ okrag. Udowodnié, ze sumy
dhugoéci bokéw czerwonych i niebieskich sg réwne.

Rozwigzanie zadania 2D. Niech A1 As ... A, bedzie danym wielokatem.

Przez T; oznaczmy punkt stycznosci okregu wpisanego do boku A4;A; 11, przy czym
przyjmujemy A, 1 = A; oraz 1,11 = T1. Podzielmy brzeg wielokata na pary odcinkéw
postaci T;A; 41, Aix1Ti+1. Ich dlugosci sa réwne na mocy twierdzenia o stycznych,
ponadto maja rézne kolory. Z tego wynika teza.

Rozwigzanie zadania 3D. Niech S1, 8o, ..., S, beda Scianami danego wielo$cianu

i niech T; oznacza punkt stycznoéci sfery wpisanej do ciany S;. Niech S; i S; beda
$cianami ze wspélna krawedziag AB. Na mocy twierdzenia 2 tréjkaty ABT; i ABT)
sa przystajace, wiec maja réwne pola. Ponadto te tréjkaty sa réznych koloréw. Calg
powierzchnie wieloécianu mozemy podzieli¢ na pary takich tréjkatow, wiec taczne
pole czerwonej powierzchni jest takie samo jak niebieskie;j.

O podobnych metodach pisal juz Michat Kieza w Kqciku Przestrzennym

(odcinek 7,|A%;).

Zadania

1. Okrag o jest czescia wspélng sfer sq i so. Trzy rézne punkty A, B, C leza na
okregu o. Punkt P, lezacy poza plaszczyzng okregu o, jest dowolny. Prosta PA
przecina sfere s; w punkcie A; # A i sfer¢ so w punkcie Ay # A; analogicznie
okre$lamy punkty By, Bs, Cq, Cy. Dowiesé, ze plaszczyzny A1 B1Cy i A3 BoCs sa
réwnolegte.

2. Dany jest wieloscian wypukly P o dziewieciu wierzchotkach: A, By, Bs, ..., Bg.
WieloScian Py, jest wieloScianem P przesunietym o wektor ABy dla k =1,2,...,8.
Dowiesé, ze dla pewnych ¢ # j wnetrza wieloScianéw P; i P; przecinaja sie.

3. W czworoscianie ABCD wszystkie wewnetrzne katy dwuscienne sa ostre. Punkt S
lezy wewnatrz tego czworoscianu, a jego odlegtosé¢ od kazdej z plaszczyzn ABC),
BCD, CDA, DAB jest wigksza niz 1. Dowie$é, ze przynajmniej dwa sposréd
odcinkéw AS, BS, C'S, DS maja dlugosé wieksza niz v/5.

4. Czy szeScian mozna rozciaé¢ na skonczona i wigksza niz 1 liczbe parami
nieprzystajacych szescianéw?
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NA \
WYDZIALE .
FIZYKI UW

nie tylko zdobedziesz wiedze,

poéwiczysz abstrakcyjne myslenie,

ale tez rozwiniesz kompetencje spoteczne,
uczestniczac w zespotowych projektach studenckich.

»Konkurs robotow sumo - Inercyjne Tygrysy” ~
»Potencjalne przypadki mikrosoczewkowania grawitacyjnego” =
»Popularyzacja fizyki medycznej wsrad licealistow” e T T T e
»Quantum combs”

»Characterization and experimental realization of spectrometer in quantum memory”

»Motion Capture”

»Symulacje kwantowe na urzadzeniach IBM”

,Pomiar i kontrola parametréw wigzek laserowych”

to przyktady projektéw zrealizowanych przez naszych studentdéw.

ZAPRASZAMY FIZYKA, i1l st.

Cztery Sciezki ksztatcenia na | st.:

NA STU DIA! standardowa

indywidualna - dostepna dla studentéw,

- ktérzy uzyskali co najmniej 90 punktéw rekrutacyjnych

fizyka medyczna
neuroinformatyka

NAUCZANIE FIZYKI, | st. /
ASTRONOMIA |l st. !
BIOFIZYKA | st. !
NANOINZYNIERIA |illst.
EUROPE|SKIE STUDIA \
OPTYKI OKULAROWE] \
1OPTOMETRII | st.
OPTOMETRIA, || st. S

ZASTOSOWANIA FIZYKI
W BIOLOGII | MEDYCYNIE, 1| st.

trzy specjalnosci do wyboru:

biofizyka molekularna
fizyka medyczna
neuroinformatyka

PHYSICS (STUDIES IN ENGLISH), || st.

QUANTUM PHYSICS AND CHEMISTRY -
INDIVIDUAL RESEARCH STUDIES, i st.
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