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Streszczenie

W tej pracy przedstawiamy dowdd twierdzenia Sylvestera-Gallai dla okre-
gbéw na plaszczyznie euklidesowej. Gléwna idea dowodu polega na uzyciu in-
wersji i dobrze znanego twierdzenia Sylvestera-Gallai dla prostych. Nasza praca
byta motywowana dowodem przedstawionym przez Czapliniskiego i innych dla
dowolnych stozkowych [5].

1 Wstep

Konfiguracje prostych i punktéw na plaszczyznie sg klasycznym przedmiotem ba-
dan w geometrii. My zetkneliSmy sie z tym tematem podczas realizacji projektu
,2Konfiguracje prostych i stozkowych” finansowanego przez Ministerstwo Nauki i
Szkolnictwa Wyzszego w ramach programu ,,Uniwersytet Mtodych Wynalazcow”,
ktérego bylismy uczestnikami, patrz [12].

By¢ moze najlepiej znanym i najstarszym wynikiem dotyczacym takich konfigu-
racji jest twierdzenie przypisywane Pappusowi z Alexandrii (III/IV w.n.e.).

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Pappusa). Niech dane bedg wspdtliniowe tréjki punk-
tow: A,B,C i D, E, F. Zakladamy, Ze kaZda z tréojek wyznacza inng prostq i Ze punkt
przeciecia tych prostych nie jest Zadnym z wybranych punktow. Niech X,Y,Z bedg
punktami przeciecia par prostych AE z BD, AF zCD oraz BF zCFE (dla uproszcze-
nia zakladamy, Ze wszystkie te punkty przeciecia da sie wyznaczyé, tzn. Ze proste w
kazdej z podanych par nie sq réwnolegle). Wowczas punkty X,Y, Z sq wspélliniowe.
Jest to przedstawione na Rysunku 1.

Rysunek 1: Konfiguracja Pappusa



W konfiguracji Pappusa jest 9 prostych i 9 punktéw potrdojnych, tzn. takich,
przez ktore przechodzg 3 proste z konfiguracji. Sa to punkty A, B,C, D, E, F oraz
X, Y, Z. Okolo roku 1820 John Jackson [9] postawil problem, czy mozna tak ulozy¢
9 punktéw na plaszezyznie, ze kazda prosta, ktora przechodzi przez dwa punkty z
ukladu, zawiera tez jeszcze trzeci punkt z uktadu. Na przyklad, prosta wyznaczona
przez punkty A i B na Rysunku 1 przechodzi tez przez punkt C, ale na prostej wy-
znaczonej przez punkty A i D nie ma trzeciego punktu spoéréd dziewieciu zaznaczo-
nych punktéow. Zatem konfiguracja punktéw {A, B,C, D, E, F, X, Y, Z} na Rysunku
1 nie jest rozwiazaniem problemu Jacksona. Ten problem jest znany jako Problem
Sadzenia Drzew w Sadzie (the Orchard Problem), gdyz Jackson sformulowal go w
poetycki sposéb. Punkty zostaly zastapione przez drzewa. Ponizej przedstawiamy
wiersz Jacksona w wersji oryginalnej oraz nasze ttumaczenie.

The Orchard Problem.

Your aid I want, nine trees to plant
In rows just half a score;

And let there be in each row three
Solve this: I ask no more.

Problem Sadzenia Drzew w Sadzie.

Zasadzié dziewieé drzew w sadzie
to juz potowa zadania w zasadzie;
Po trzy w rzedach majg bycé sadzone
Gdy to sie uda, zadanie skoriczone.

Do problemu Jacksona wrécit ponad p6t wieku pézniej, w 1893 roku James Sylvester
(1814-1897) [11]. Wydaje sig, ze Sylvester oczekiwal, ze problem Jacksona nie ma
rozwigzania, tzn. nie istnieje konfiguracja 9 punktéw na plaszczyznie taka, ze kazda
prosta przechodzaca przez 2 punkty z konfiguracji, przechodzi tez przez trzeci punkt.
Sylvester sformutowal swoje zadanie znacznie bardziej ogdlnie.

Problem 1.2 (Sylvester). Udowodnij, ze dla dowolnego skonczonego zbioru punk-
téw Z na plaszczyznie euklidesowej zachodzi jeden z nastepujacych warunkow:

a) albo wszystkie punkty w zbiorze Z sa wspétliniowe;
b) albo istnieje prosta przechodzaca przez dokladnie dwa punkty ze zbioru Z.

Prosta spelniajaca warunek z punktu b) bedziemy nazywaé proste zwyczajng
dla zbioru Z. Minelo kolejne ponad pét wieku zanim problem Sylvestera zostat
rozwiazany okolo roku 1944 przez wegierskiego matematyka Tibora Gallai (1912-
1992).

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie Sylvestera-Gallai). Niech Z bedzie skorniczonym zbio-
rem punktow na plaszczyinie euklidesowej, ktory nie jest zawarty w Zadnej prostej.
Wowczas istnieje prosta zwyczajna dla zbioru Z.

Znanych jest wiele dowodéw Twierdzenia Sylvestera-Gallai. Jeden z nich otwiera
rozdzial 8 w stynnej ksiazce ,Dowody z ksiegi” [1]. Co ciekawsze, w biegiem lat
zauwazono, ze istnieje wiecej prostych zwyczajnych oraz ze ich liczba zalezna jest
od liczby punktow w zbiorze Z. Nastepujace twierdzenie zostalo udowodnione przez
Kelly’ego i Mosera [10] i lekko poprawione przez Csime i Sawyera [4]. Bedzie ono
mialo istotna role w naszym rozumowaniu, dlatego przytaczamy je tutaj.



Twierdzenie 1.4 (Kelly i Moser, Csima i Sawyer). Kazdy zbior Z skladajocy sie
z s punktow, ktory nie jest w caloSci zawarty w jednej prostej, determinuje co naj-
mmniej

3 .

?s prostych zwyczajnych.

Ponadto, jesli liczba punktow s w zbiorze Z wynosi co najmniej 7, to liczba zwyczaj-
nych prostych wynosi co najmniej %S.

Twierdzenie Sylvestera-Gallai wbudza duze zainteresowanie i doczekato si¢ wielu
uogolnien idacych w réznych kierunkach. Twierdzenie to nie jest prawdziwe na plasz-
czyznie, w ktérej wspdlrzedne punktéw sa liczbami zespolonymi, a nie rzeczywisty-
mi. Najprostszym kontrprzyktadem okreslonym nad C jest tzw. dualna konfiguracja
Hessego. W pracy [6] zawarte sa konkretne wspélrzedne 12 punktéw i réwnania 9
prostych zespolonych, dla ktérych twierdzenie Sylvestera-Gallai nie zachodzi. Mimo
to, pewne uogolnienia dla liczb zespolonych, a nawet dla kwaternionéw sa mozliwe.
Zostaly one przedstawione w pracy [7].

Innym ciekawym kierunkiem uogélnienia twierdzenia Sylvestera-Gallai, ktéry
stanowil inspiracje dla naszej pracy, byl wynik w pracy [5, Theorem 1.4], uzyskany
ostatnio przez grupe matematykéw z Krakowa. Zanim go przedstawimy, potrzebu-
jemy jeszcze wprowadzi¢ nastepujaca terminologie. Méwimy, ze krzywa drugiego
stopnia (stozkowa) C' jest zdeterminowana przez zbiér punktéow W na plaszczyznie
euklidesowej, jesli C jest jedyna krzywa drugiego stopnia zawierajaca zbiér W.

Warto zauwazy¢, ze o ile dwa punkty zawsze determinuja przechodzaca przez
nie prosta, to dla stozkowych najmniejszy zbidr, ktory determinuje takie krzywe
musi zawiera¢ co najmniej 5 punktéw, ale nie kazdy zbiér 5 punktow determinu-
je stozkowa. Na przyktad 4 punkty wspoétliniowe i jeden dowolny, nie determinuja
stozkowej.

Twierdzenie 1.5 (Twierdzenie Sylvestera-Gallai dla stozkowych). Niech Z bedzie
skoniczonym zbiorem punktow na plaszczyinie euklidesowej. Wtedy

a) albo wszystkie punkty w zbiorze Z sq zawarte w pewnej stozkowej (ten przypadek
obejmuge mozliwosé, Ze wszystkie punkty w Z sq wspdtliniowe);

b) albo istnieje stoZkowa przechodzgca przez dokladnie 5 punktow ze zbioru Z,
ktora jest zdeterminowana przez te b punktow.

Praca [5] jest bardzo zaawansowana. W naszej pracy ograniczamy sie do stozko-
wych ustalonego ksztattu, ktére od dawna znamy ze szkoty, czyli do okregéw. Istotna
jest przy tym obserwacja, ze okrag jest determinowany przez 3 niewspotliniowe punk-
ty. W pewnym sensie jest wiec blizszy prostej niz dowolna krzywa drugiego stopnia.
Naszym gléwnym wynikiem jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.6 (Twierdzenie Sylvestera-Gallai dla okregéw). Niech Z bedzie
skonczonym zbiorem punktow na plaszczyinie euklidesowej. Wtedy

a) albo wszystkie punkty w zbiorze Z sq wspdlliniowe;
b) albo zbior Z jest zawarty w jednym okregu;

¢) albo istnieje okrgg przechodzqcy przez dokladnie 3 punkty ze zboru Z.

Dowod tego twierdzenia przedstawimy w czedci 3. Zanim jednak przejdziemy
do dowodu potrzebujemy pewnych przygotowan. W nastepnej cze$ci wprowadza-
my przeksztalcenie inwersji, ktére stanowi swego rodzaju portal miedzy $wiatem
prostych, a Swiatem okregow.



2 Inwersja na plaszczyznie euklidesowej

Nieco nieformalnie moéwiac inwersja wzgledem okregu jest takim przeksztatceniem
plaszczyzny, ktore rozrzuca wnetrze ustalonego okregu na jego zewnetrze, zas ze-
wnetrze $ciska do wnetrza. W srodku okregu inwersyjnego przeksztalcenie nie jest
zdefiniowane, bo nie wiadomo gdzie miatby ten punkt zosta¢ odwzorowany. Na uzy-
tek tej pracy wygodnie jest przyjaé jednak, ze srodek okregu inwersyjnego jest punk-
tem stalym inwersji. O inwersji mozna my$leé jak o swego rodzaju analogii symetrii
osiowej, z tym, ze tym razem ,o0sia” symetrii jest okrag. Podobnie jak symetria
osiowa, inwersja jest inwolucja, tzn. ztozona sama ze sobg daje przeksztalcenie toz-
samosciowe calej plaszczyzny.

Inwersja zostala wprowadzona okoto roku 1831 przez niemieckiego matematyka
Ludwiga Immanuela Magnusa (1790-1861). Swoje wiadomosci na temat inwersji za-
czerpneli$my z internetowej strony Michata Slezaka i Michala Tkacza [13] oraz pracy
Harolda Coxetera [2].

Definicja 2.1 (Inwersja). Niech dany bedzie okrag O(S,r) o $rodku w punkcie
S i promieniu r. Inwersja I(g,) wzgledem danego okregu O(S,r) nazywamy takie
przeksztalcenie ptaszczyzny, ktére kazdemu punktowi X na plaszczyznie, réznemu
od punktu S przyporzadkowuje punkt X' = I(g,)(X), ktéry lezy na péiprostej o
poczatku w punkcie S przechodzacej przez X i spelnia warunek

1SX|-|SX'| = r2.

Rysunek 2 przedstawia obrazy kilku wybranych punktéw w inwersji wzgledem
okregu O(S, r).

Rysunek 2: Punkty i ich obrazy w inwersji

Definicja 2.1 nie okresla obrazu srodka okregu inwersyjnego S w inwersji. Jak
juz zaznaczyliSmy wyzej, wygodnie jest przyjacé, ze

I(sr)(S) =5.

Przy tym dodatkowym (i niestandardowym) zalozeniu mamy wlasno$¢ odbicia dla
inwersji.



Lemat 2.2 (Inwersja jako odbicie). Inwersja I(s, jest inwolucja plaszczyzny, tzn.
dla dowolnego punktu X na plaszczyinie mamy

Is.r) (Isn(X)) = X. (1)

Inaczej mowigce, przeksztalceniem odwrotnym do inwersji jest inwersja wzgledem tego
samego okregu. Jeszcze inaczej mozna ten warunek zapisac jako rownowaznos$é

Y =I5n)(X) & X =I5, (Y).

Dla dalszych rozwazan wazne bedzie nie tyle jak inwersja jest okreélona na po-
szczegblnych punktach, ale raczej na ich zbiorach. W szczegdlnosci, kluczowa jest
obserwacja, ze zbiér wszystkich prostych i okregéw na plaszczyznie pozostaje (jako
zbiér) niezmieniony po zastosowaniu inwersji. Poszczegdlne proste moga jednak zo-
sta¢ odwzorowane na okregi i odwrotnie, obrazami pewnych okregéw w inwersji sa
proste. Bardziej szczegoltowo opisuje to nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.3 (Obrazy prostych i okregéw w inwersji). Niech O(S,r) bedzie
ustalonym okregiem. Wtedy obraz

a) prostej przechodzqcej przez punkt S;

b) prostej nie przechodzqcej przez punkt S;

¢) okregu przechodzgcego przez punkt S;

d) okregu nie przechodzgcego przez punkt S

jest

a’) ta sama prosta przez punkt S;

b’) okrqg zawierajgcy punkt S;

¢’) prosta nie zawierajgca punktu S;
d’) okrqgg nie zawierajgcy punktu S

odpowiednio. Jest to zobrazowane na Rysunkach 3 1 4.

Dowdd. Standardowy dowdd pomijamy, mozna znalezé go np. w [3, Section 6.3]. O
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Rysunek 3: przypadki b) oraz c¢) Twierdzenia 2.3



Rysunek 4: przypadek d) Twierdzenia 2.3

Teraz mozemy juz przejs¢ do gléwnej czesci tego artukutu.

3 Dowdd Twierdzenia Sylvestera-Gallai dla okregéw

W tej czesci przedstawiamy dowdd gtéwnego Twierdzenia 1.6.

Niech S bedzie dowolnym punktem zbioru Z i niech promien r bedzie wybrany w
taki sposob, ze zaden punkt ze zbioru Z nie lezy na okregu O(S,r). Niech W bedzie
obrazem zbioru Z \ {S} w inwersji I(g,. Zachodza dwa mozliwe przypadki.

Przypadek 1. Zbiér W jest zawarty w pewnej prostej £.

Podprzypadek 1.1. Prosta £ przechodzi przez punkt S. Wtedy, z Twierdzenia
2.3 a) wynika, ze przeciwobrazem prostej ¢ w inwersji I (s,r) Jest ta sama prosta £. A
zatem mamy do czynienia z przypadkiem a) Twierdzenia 1.6.

Podprzypadek 1.2. Prosta ¢ nie przechodzi przez punkt S. Wtedy przeciwo-
brazem prostej ¢ w inwersji (g, jest, zgodnie z Twierdzeniem 2.3 b), okrag prze-
chodzacy przez punkt S. Zatem wszystkie punkty ze zbioru Z sg zawarte w tym
okregu i mamy do czynienia z przypadkiem b) Twierdzenia 1.6.

Przypadek 2. Nie wszystkie punkty w zbiorze W sa wspoétliniowe. Wtedy, zgod-
nie z T'wierdzeniem 1.3, istnieje prosta zwyczajna dla zbioru W.

Podprzypadek 2.1. Jeli istnieje prosta zwyczajna £ dla zbioru W, ktéra nie
przechodzi przez punkt S, to jej obrazem C = I(g,({) jest, zgodnie z Twierdzeniem
2.3 ¢), okrag przechodzacy przez punkt S. Wtedy doktadnie 3 punkty ze zbioru Z
leza na C, zatem jestesmy w przypadku c¢) Twierdzenia 1.6.

Podprzypadek 2.2. Pozostala do rozwazenia sytuacja, w ktérej wszystkie pro-
ste zwyczajne dla W przechodza przez punkt S. W tej sytuacji wszystkie proste
zwyczajne dla W przecinajg sie w punkcie S, ktéry nie nalezy do zbioru W. Zatem,
zgodnie z Twierdzeniem 1.4, co najmniej

a::2-%(s—1)

punktow ze zbioru W zawiera sie w tych prostych.



Decydujacy trik pozwalajacy zakonczyé dowdd naszego gldéwnego rezultatu po-
lega na rozszerzeniu zbioru W o punkt S. Rozwazamy zatem zbiér Y = W U {S},
ktory, zgodnie z konwencja przyjeta w Definicji 2.1, jest obrazem zbioru Z w inwersji
I(s,). Zalozylismy, ze zbiér W nie zawiera si¢ w jednej prostej, wigc tym bardziej
jest to prawda dla wickszego zbioru Y. Zatem istnieje co najmniej %s prostych zwy-
czajnych dla zbioru Y. Wszystkie te proste zwyczajne muszg przechodzic
przez punkt S. W przeciwnym razie prosta zwyczajna dla Y bylaby tez prosta
zwyczajna dla W nie przechodzaca przez punkt S, co jest sprzeczne z zalozeniem
tego podprzypadku.

Ponadto, zadna z prostych zwyczajnych dla Y nie jest prosta zwyczajna dla
W. Rzeczywiscie, wszystkie proste zwyczajne dla W przechodza przez S, a wiec z
punktu widzenia zbioru Y nie sg zwyczajne, gdyz zawieraja 3 punkty z Y.

Reasumujac, na podstawie Twierdzenia 1.4, co najmniej

3
b:=—-s+1
7
punktéw ze zbioru Y lezy na prostych zwyczajnych dla Y i wszystkie te punkty
(lacznie z S) nie byly uwzglednione w liczbie a. Wobec tego liczba elementéw s w
zbiorze Y musi byé réwna co najmniej a + b. Ale nieréwnosé

3 3 9 1
> b=2-—(s—1)+ = 1 == =,
s > a+ 7(8 )+ =8 + =5 + -
nie jest spelniona przez zadna liczbe naturalng s.

Uzyskana sprzecznos¢ pokazuje, ze Podprzypadek 2.2 nie jest w ogdle mozliwy
i tym samym dowdd gléwnego twierdzenia zostal zakonczony.

4 Uwagi koncowe

Twierdzenie Sylvestera-Gallai dla prostych czekato na dowdd ponad 100 lat. Kiedy
juz zostal znaleziony, nastepne dekady poswiecono na szacowania dolne liczby pro-
stych zwyczajnych. Takie szacowania zawiera Twierdzenie 1.4. Te wysiltki zostaly
niedawno ukoronowane dowodem hipotezy Diraca podanym przez Bena Greena (ur.
1977) i Terencego Tao (ur. 1975) w pracy [8]. Udowodnili oni, ze jesli liczba punktéw
w zbiorze Z jest wystarczajaco duza, to jest co najmniej

1

53
prostych zwyczajnych dla zbioru Z.

Naturalne jest pytanie o tego typu dolne szacowania dla liczby zwyczajnych okre-

gow.

Problem 4.1. Niech Z bedzie skonczonym zbiorem punktéw na plaszczyznie eukli-
desowej, ktéry nie jest zawarty w prostej, ani w okregu. Podaé¢ dolne szacowanie na
liczbe okregéw zwyczajnych dla Z (tzn. takich okregéw, ktére ze zbiorem Z maja
dokladnie 3 punkty wspélne).

Twierdzenie 1.6 pokazuje, ze liczba 1 jest takim szacowaniem. Przypuszczamy, ze
wilasciwe szacowanie zalezy jednak od liczby punktéw w zbiorze Z i ze jest znacznie
wieksze. Mamy nadzieje podaé lepsze szacowanie w przysztosci.
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