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Wstep

Rozwigzujac 12 zadanie z czesci korespondencyjnej z tegorocznej olimpiady stangtem przed
problemem udowodnienia falszywosci pewnego rownania. Pomyslatem wtedy o podzielnosci
przez 2 i zaczatem rozmysla¢ nad podzielnoscig wspdtczynnikow dwumianowych, a przez to
rowniez o podzielnosci silni. Zadanie udato si¢ rozwigzac¢, a mi pozostalo w glowie pytanie:
,,Czy da si¢ udowodnione na potrzeby zadania zaleznosci ze wzgledu na podzielno$¢ przez 2,
uogo6lni¢ na pozostate liczby naturalne?”.

Tak krok po kroku powstala ta praca. Na samym poczatku przedstawitem najbardziej
podstawowe wiasnosci sumy cyfr liczb w roznych systemach i podzielnosci przez dang liczbe
pierwsza. Na podstawie nich udowodnilem pewng zalezno$¢ pomigdzy podzielnoscia silni a
sumg cyfr jej argumentu. Pokazalem tez fatwy sposdb na przyblizanie tej wartosci z gory przy
uzyciu granicy pewnego ciagu.

Udowodnitem rowniez Kilka wlasno$ci sum cyfr. Przedstawilem migdzy innymi jej warto$¢ w
postaci sumy nie wykorzystujacej cyfr, a takze udowodnilem nierowno$¢ zachodzaca
pomigdzy sumami cyfr a suma cyfr sumy ich argumentow.

Na koncu zaprezentowatem jeszcze jedng funkcje 1 wzor na nig oraz dwa rozwigzania zadan
olimpijskich w oparciu o przedstawione w pracy twierdzenia, w tym tez to zadanie
wspomniane na poczatku.

Cho¢ do wszystkich przestawionych tu zaleznosci doszedtem samemu, to przegladajac potem
literature bliska tych tematow przedstawionych w mojej pracy (,,Cyfry liczb naturalnych”
serii ,,Podroze po imperium liczb” Andrzeja Nowickiego) zauwazytem, ze cz¢s¢ wynikow sie
powtarza. W wymienionej wyzej ksigzce mozna spotka¢ wersje twierdzenia 2 dla systemu
dziesigtnego oraz szczegdlny przypadek twierdzenia 6.



1. Podstawowe wlasnoSci sumy cyfr i podzielnosci przez dana
liczbe pierwsza

WprowadZzmy dwa oznaczenia.

Niech d(n; k) dla n,k € N, k > 2 oznacza ile razy mozna maksymalnie podzieli¢ liczbe n
przez k bez reszty.

Niech s(n; P) dlan, P € N, P > 2 oznacza sumg cyfr liczby n w systemie pozycyjnym P.

Okazuje si¢, ze w rozpatrywanej przeze mnie podzielnosci (i nie tylko) suma cyfr w réznych
systemach bedzie wielokrotnie wystepowala.

W pracy bedziemy wiele razy korzystali z kilku oczywistych lematow.

1.

s(k'n; k) = s(n; k), dlal € N.
Dowad.
Latwo zauwazy¢, ze mnozac dang liczbe przez podstawg systemu pozycyjnego w
jakiej jest zapisana dopisujemy do jej konca odpowiednig ilo$¢ zer, wiec suma cyfr si¢
nie zmienia.
stkn+mr;k) =s(m;k) +r,dlareNU{0}i 0<r<k.
Dowdd.
Po pomnozeniu liczby przez podstawe systemu pozycyjnego w jakiej jest zapisana do
jej konca dopiszemy jedno zero. Jesli nastepnie dodamy nieujemng liczbe naturalng
mniejsza od tej podstawy (czyli cyfre), to to zero zostanie zastagpione ta cyfra. Zatem
suma cyfr zwigkszy si¢ o dodang wartos¢.
stkn+r;; k) —s(kn+1ry;k) =r, —nry,dlar,, eNU{0} i 0 < 1,1y <k.
Dowdd.
L=skn+r;k)—stkn+nry;k)=s(m;k)+r,—s(nk)—r,=r,—1r, =P
d(n; k) = 0.
Dowdd.
Dowod jest oczywisty. Nie mozna ujemng ilo$¢ razy podzieli¢ danej liczby bez reszty.
d(kn+r;k) =0,dlareNi0O<r <k.
Dowod:
Latwo zauwazy¢, ze kn +r dla r € N,0 < r < k nie jest podzielne przez k. Zatem
funkcja ta zwraca zero.
d(nm; p) = d(n;p) + d(m; p), dla dowolnej liczby pierwszej p.
Dowad.
Niech n =p%n’ oraz m = p’m/, gdzie a,b € NU{0} oraz NWD(n';p) =1 i
NWD(m';p) = 1.

L =d(nm;p) = d(®*’n'm’;p) = a+b = d(pn’;p) + d(p’m’)

=d(mp) +d(m;p) =P

d (ﬁ;p) = d(n; p) — d(m;p), dla m|n oraz dla dowolnej liczby pierwszej p.

m



10.

Dowaod.
Niech n = p%n’ oraz m = p?m’, gdzie m|n, a,b € NU {0} oraz NWD(n';p) =1 i
NWD(m';p) = 1.
L=d(>k)=d (ka—bl,;k> —a—b=dkn'; k) — d(kPm'; k)
m m
=dmn k) —d(m;k) =P
- 22
Dowaod.
Niech n =k*n’ oraz x = ay +r, gdzie n’' nie dzieli si¢ przez k, 0 <r <y,
x,y,a,7 €N.
Oczywiscie d(n;k) =x, n=k*n' = (ky)in’ = (ky)a+§n’, Widzimy jasno, ze
bedziemy w stanie podzieli¢ liczbe n przez k¥ y razy mniej niz dzielgc po prostu
przez k. Czgs¢ catkowita wynika z obecnos$ci utamka §
d(n*; p) = kd(n; p), dla dowolnej liczby pierwszej p.
Dowdd.
Niech n = p*n’, gdzie NWD(n';p) = 1ix € N U {0}. Wtedy: n* = p**n’k,
s(m; k) < (k—1)(logyn+1)
Dowaod.
Liczba n w systemie pozycyjnym k ma co najwyzej log, n + 1 cyfr, z czego rownosé

zajdzie tylko dla potggi k réwnej 1. Zatem najwigksza suma jest dla samych cyfr
k—1.



2. Podzielnos¢ silni a suma cyfr

Teraz mozemy przejs¢ do ogdlniejszych wnioskéw wynikajacych z powyzszych lematow.

Twierdzenie 1. Dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej n i dowolnej liczby pierwszej p
zachodzi rownosé

n—smn;p)
p—1

d(nl;p) =
Dowaéd.
Do udowodnienia tego twierdzenia bedziemy potrzebowaé dodatkowego lematu.
Lemat.

(k—1Ddn+ 1;k)=s(m;k) —s(n+ 1;k)+1

Dowdd lematu.
Rozpatrzmy dwa przypadki.
1. Niechn=kn' +r,gdzie0 <r <k —1.

Wtedy korzystajac z lematu 2 oraz lematu 5 otrzymujemy

s(mk)—(k—1Ddn+1;k)—s(n+1;k)+1
=stkn' +r;k) —(k—1dkn'"+r+ 1;k) —s(tkn"+r+ 1;k) + 1
=s(n;k)+r—(k—1)0—-s(n;k)—r—1+1=0

2. Niechn =kn' + k — 1.
Wtedy korzystajac z lematu 2 mamy

smk)—(k—1d(n+1;k)—s(n+1;k)+1
=s(kn'+k—1;k) — (k—1d(kn' + k; k) —s(kn" + k; k) + 1

Z definicji funkcji d oraz lematu 1 uzyskujemy dalej, ze

s(mk)—(k—1d(n+1;k)—s(n+1;k)+ 1
=sn;k)+k—1—(k—1Ddk(n' +1);k) —stk(n’" +1);k) + 1
=s(nk)+k—1—-(k—-D(1+d®n + Lk)—sn'+L;k)+1
=sn;k)+k—-1-(k—1)—(k—1dn'+1;k) —s(n"+1;k)+1
=s(n;k)—(k—1Ddn'"+1;k)—s(n"+1;k)+ 1

OtrzymaliSmy wigc

s(mk)—(k—1Ddn+1;k)—s(n+1;k)+1
=s(n;k)—(k—1Ddn"+1;k) —s(n"+1;k) + 1,
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gdzie n’ < n. Powtarzajgc tak t¢ czynno$¢ uzyskamy w koncu liczbe n postaci rozpatrzonej w
przypadku 1 lub w skrajnym przypadku zejdziemy do zera, ktére rowniez zawiera si¢ w
pierwszym przypadku. W przeciwnym wypadku dzielagc nieskonczenie dlugo n przez k
uzyskiwalibysmy ciagle reszt¢ k — 1, co nie jest mozliwe — n musialoby by¢ nieskonczenie
duze (troche inaczej patrzac: n zapisane w systemie pozycyjnym k zawieratoby nieskonczenie
wiele cyfr k — 1), co konczy dowdd lematu.

Twierdzenie 1 udowodnimy indukcyjnie.
Niechn = 0.
L=dn5p)=d05p)=0

n—s(n; 0-0
b (p) _ _

a p—1 p—1 =0
Zatbzmy, ze dla pewnego n € N U {0} zachodzi:
() =0
Wtedy na podstawie lematu 6. i zatozenia indukcyjnego
d((n + 1)!;p) =dnlp)+dn+1;p) = %ﬁl{p)+ dn+ 1;p)

_n—s(mp)+(—-1dn+1;p)
- m——

Stosujac teraz wyzej udowodniony lemat uzyskujemy ostatecznie, ze

a(n+ Dy p) = LD +;P_—11)d(n +1;p)

_n—smp)+s(mp)—s(n+Lp)+1 n+1-s(n+1p)
- p—1 - p—1

Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla kazdej liczby naturalnej wraz z zerem. C. n. d.

Warto zauwazy¢, ze to lemat 6. sprawia, ze twierdzenie to dziata tylko dla liczb pierwszych w
drugim argumencie. Wszystkie inne operacje wraz z lematem z poczatku dowodu sg
prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych.

Twierdzenie to pozwala nam na szybkie policzenie, ile razy mozna podzieli¢ n! przez
dowolna liczbe pierwsza.



Przyktad 1.

lle razy mozna podzielic przez 7 liczbe 1234567890!?
Liczba ta jest bardzo duza, lecz sprawdzenie jest proste. A mianowicie
12345678904, = 42410440203,

Stad wiemy, ze s(1234567890; 7) = 24.

1234567890—24

Zatem d(1234567890!;7) = = 205761311.

Czyli 7205761311 dzjeli 1234567890!, a 7295761312 juz nie.

O

Nie jest trudno zauwazy¢ teraz, ze na podstawie lematu 8. mamy d(n!;p") = [d(n' p)] Co

jednak, jezeli chcemy policzy¢ podzielno$é nie dla liczby pierwszej, a ztozonej? Kazda liczba
ztozona sktada si¢ z czynnikéw pierwszych podniesionych do odpowiedniej potegi. Nalezy
znalez¢ najmniejszg warto$¢ funkcji d(n!; p™), gdzie p to wiasnie taki czynnik pierwszy.
Innymi stowy znalez¢ te warto$¢, ktéra najbardziej ograniczy ilo$¢ podzielen.

Zatem dla k = p;'p,? ...p;" mamy

d(n!; k) = min (d(n} pi); d(n;py2); ...; d(nh; pr7))

Przyktad 2.

1le razy mozna maksymalnie podzieli¢ bez reszty 77! przez 127
Zauwazmy, ze 12 = 22 - 3.

Musimy zatem policzyé¢ d(77!; 2%) i d(77!; 3) oraz pozna¢ sume cyfr liczby 77 w systemie
dwojkowym oraz trojkowym. Mamy wigc

7710 = 10011012
7710 = 22123

[d(77!;2)] 77_25_(717 2) [77 4

d(771;22) = =36

77 —s(77;3) _77—7
d(774;3) = 3_(1 ) ——=35

Whioskujemy stad, ze 77! podzieli nam si¢ doktadnie 35 razy bez reszty. i



Zauwazmy, ze z twierdzenia 1. wynika szczegolny przypadek znanej cechy podzielno$ci
k—1|n—s(n; k). Oczywistym jest, ze d(n;k) € N. Zatem jezeli zachodzi réwnosé
d(n!;p) = M ,top — 1|n — s(n; p).

Ponadto zestawiajac twierdzenie 1 z twierdzeniem Legendre’a mozemy wyprowadzi¢ wzor na
sume cyfr danej liczby w danym systemie o podstawie bedagcym liczbg pierwsza. Mamy wigc

=2l

i1

Stad

sip) =n— (-1 | ]

i1

Okazuje si¢, ze wzor ten jest prawdziwy dla kazdej podstawy, nie tylko dla liczb pierwszych.

Twierdzenie 2. Dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej n i dowolnej liczby naturalnej
k > 2 zachodzi

s(n; k) =n—(k—1)2[%]

i=1
Dowod.
Niech n = k"a, + k" *a,_; + -+ k'a; + k®a,, gdzie a; to cyfry liczby n w systemie k.
Oczywistym jest, ze s(n; k) = a, + a,_; + -+ a; + ay. Zauwazmy, ze
n] 3 [krar + k" a,_; + -+ kla; + koaol
| = x

= [kr‘iar + k" q g + o+ kOa;

+ ki_lai_l + ki_zai_z + + k1a1 + koao]
ki
=k la, + k""" ta,_ + o+ kO

bo ¥5_okla; < kS*1, jezeli tylko a; < k.
Stad

n—(k—l)Z[%]z

i=1
=(k"a, + k" ta,_; + -+ kla; + k%ay)
—(k—=1D(k" a, + k™ 2a,_y + -+ k%ay)
+ (k" %a, + k" 3a,_, + - + k%ay) + - + (kla, + k%a,_y) + k%a;).



Zauwazmy, ze pommnozeniu (k" 'a,+ k" ?a,_;+ -+ k%) przez k i odjeciu od
pierwszego nawiasu zostanie samo a,. Otrzymujemy wiec dalej

—1(k™a, + k" tap g + o+ K0ay) + k(KT a, + KT e,y + o+ KOay )

— 0 —
=—k a; = —a;

Po uwzglednieniu minusa przed nawiasem k —1 1 zsumowaniu z poczatkowym a
uzyskujemy sumg¢ cyfr liczby n w systemie pozycyjnym p. c. n. d.

W ten oto sposéb otrzymalismy wzor jawny na ilos¢ cyfr danej liczby w danym systemie.
Zauwazmy, ze z twierdzenia 2. natychmiast uzyskujemy peilng cech¢ podzielnosci, jaka
wczesniej dostaliSmy dla liczb pierwszych, a mianowicie

k—1n—s(n; k)
Przyktad 3.
Ile wynosi suma cyfr liczby 2017 w systemie szostkowym?

Z twierdzenia 2. mamy

(2017;6) = 2017 5( 2017] + [2017] + [2017] + [2017 )
i T 6 36 216 1296

=2017 —5(336 + 56 + 9 + 1) = 2017 — 2010 = 7

Twierdzenie 1. prowadzi takze do nastepnego wniosku.

Twierdzenie 3. Dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi

. d(nhp) 1
lim =
n-o N p—1

Dowod. Z twierdzenia 1. mamy

dinbip) _ . n—s@p) _ (1 _S(n:p)>_ 1 _s(mp)
pr—1 n(p-1)

li = = = — 7
e n nee n(p-1) o p—1 nown(p—1)
Wykazemy, ze

lim S0P _
noen(p — 1)

0
Z lematu 10. otrzymujemy

1<s(mp)<(p—1D(og,n+1)
Stad

10



1 - s(n;p) logy,n 1

np—1) np-1) n n

Widzimy, ze
li ! =0
noon(p—1)
oraz ze
1
lim—=20
n-oon
Wystarczy wiec wykazac, ze
. log,n
lim =
n—oo n

i wtedy na podstawie twierdzenia o trzech ciggach dostaniemy teze.

1

logpn 1 . S . . .
=log,nn» oraz lim,,,nn =1, to z uwagi na cigglos¢ logarytmu

Poniewaz

otrzymujemy, ze

1
lim log, nn = 0

n—->oo

c.n.d.

Twierdzenie 3. umozliwia bardzo tatwe przyblizanie wartosci d (n!; p). Wynosi ono bowiem

n
') ~ —
d(n!; p) =1

Przyktad 4

Przyblizmy warto$§¢ d(1234567890!;7), ktérag doktadnie wyliczylismy w poprzednim

przyktadzie. Z twierdzenia 2. powinna ona by¢ bliska 1234567890 — 205761315, Wynik
dokladny to 205761311, Pomylilismy si¢ 0 1 — =22 = 0,00000001944.

O

Zauwazmy tutaj ponadto, Zze w zestawieniu z twierdzeniem 1. dostajemy, Ze jest to rowniez
ograniczenie z gory.

11



3. Podzielnos¢ wspolczynnikow dwumianowych

Twierdzenie 1. prowadzi nas do jeszcze jednej wiasnosci.

Twierdzenie 4. Dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej n oraz dowolnej liczby catkowite;j
nieujemnej k nie wigkszej od n oraz dowolnej liczby pierwszej p zachodzi

n s(k;p) +s(n—k;p) —s(n; p)
a(()w)-

Dowod.

L=d ((Z):p) =d (#'_k),p) = d(n;p) = d(k5;p) = d((n ~ k)5;p)

Wykorzystujac lemat 6. i 7. oraz twierdzenie 1. uzyskujemy, ze

L_n—s(n;p)—k+s(k;p)—n+k+s(n—k;p)_s(k;p)+s(n—k;p)—s(n;p) _p
- p—1 - p—1 -

c.n.d.

Umozliwia to na szybkie sprawdzanie podzielno$ci wspotczynnika dwumianowego Newtona.
Podobnie jak wyzej uczynilismy to dla silni, tak teraz mozna tatwo policzy¢

n _|stk;p) +s(n—k;p) — s(n; k)
()| K- D

Zauwazmy tez, ze to, ile razy mozna dany wspotczynnik dwumianowy Newtona podzieli¢
przez dang liczbe pierwsza, zalezy jedynie od sumy cyfr liczb n, k, n — k, a nie zalezy
zupehie od ich wielkosci.

Przyktad 5.

lle razy maksymalnie mozna podzieli¢ (igég) przez 11?

Musimy pozna¢ sumy cyfr liczby 2017, 1000, 1017 w systemie 11. Mozemy tutaj
skorzysta¢ z twierdzenia 2.

2017;11) = 2017 10( 2017] + [2017] + [2017
s(2017;11) = 11 1211 T 11331

= 2017 — 2000 = 17

) =2017 -10(183+ 16+ 1)

12



1000] [1000

71 ) = 1000 — 10(90 + 8) = 1000 — 980 = 20

s(1000; 11) = 1000 — 10 ([

1017] [1017

71 ) =1017 —10(92 + 8) = 1017 — 1000

s(1017;11) = 1017 — 10 ([
=17

Zatem z twierdzenia 4.

4 (2017).11 20417 -17 _
1000/’ B 10 -

O

Mozemy tez uzyska¢ dzigki twierdzeniu 4. oraz twierdzeniu 2. ograniczenie z gory
podzielnosci danego wspotczynnika Newtona.

Twierdzenie 5. Dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej n, k oraz dowolnej liczby
pierwszej p prawdziwa jest nierownosc¢

d ((Z) ; p) < [log, n]

Dowod.

4 <(n) ; p) _s(k;p) +s(n —k;p) — s(n; p)

k p—1

k= = D) et ] # 1= = @ = DB [ =+ = DB [
_ —
G - -5 @ [‘ff””]———— —)

c.n.d.

Mozna tu zauwazyC, ze wraz ze wzrostem n to gorne ograniczenie podzielnosci
wspoélczynnika dwumianowego Newtona bedzie rosto logarytmicznie, a wiec bardzo wolno.

Przyktad 6.
d (2017) 71<1 2017 = (3,91 =3
a0 )37 < [log; 20171 = [391 .1 =
Zatem ta liczba nie podzieli si¢ wigcej razy przez 7 jak 3 razy. O

13



4. Wlasnosci sumy cyfr

Z twierdzenia 4. wynika, ze s(k;p) +s(n—k;p) —s(n;p) = 0. Jedyne zalozenia jakie
wystepuja dla tej nieréwnosci, to te wynikajace z zatozen dla symbolu Newtona. Tzn. n > 0,
k >0, n—k = 0. Podstawmy teraz za k = a, n — k = b. Wtedy oczywiscie n =a+b. Z
zalozen dlan i k mamy, ze a = 01 b > 0. Otrzymujemy wigc

s(a;p) +s(b;p) = s(a + b; p)

dla dowolnej liczby pierwszej p. Udowodnimy teraz ogolniejszg nierdwnose.

Twierdzenie 6. Dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a; oraz dowolnego
naturalnego k > 2 i dowolnego naturalnego n zachodzi nierownos¢

n n

Y stagi) = S(; ai; k)

i=1
Dowod.

Dowod przeprowadzimy poprzez indukcj¢ ze wzgledu na n.

Dlan = 1 nier6wno$¢ staje si¢ rownosciag w oczywisty sposob prawdziwa.

Zatozmy teraz, ze dla pewnego n zachodzi nieréwnosc¢

n n

> stas) 250y ak)

=1
Korzystajac z twierdzenia 2. mamy

s(@ k) + s(b; k) =a—(k—1)2[%]+b—(k—1)2[%]

iz1 i21

=@+ -t-0 Y ([H+[2]) 2 (a+b)—(k—1)Z[a:ib]

i>1
=s(a+ b; k)

Wykorzystujac teraz zalozenie indukcyjne oraz wyzej udowodniong nierowno$¢ otrzymujemy

n+1 n n n+1
> s(@5k) = ) 5@ k) + 5(anai k) 2 50 @ k) +5(@nari k) 2 50 ah)
i=1 i=1 i=1 i=1

Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla kazdej liczby naturalnej. c. n. d.
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Przyktad 7.

Udowodnij, ze stosunek sumy cyfr kwadratu dowolnej liczby catkowitej do sumy jej cyfr jest
niewiekszy od niej samej W dowolnym systemie.

Niech n bedzie dowolng liczba naturalng, a k dowolng liczbg naturalng wigkszg od 1.
Wykorzystujac twierdzenie 6. dla n liczb n mamy

n n

n-s(m k) = Zs(n; k) > S(Z n; k) =s(n% k)
' 1

=1 i=

Stad otrzymujemy teze
2.
. s(n“; k)
s(n; k)
m
Przyktad 8.

Udowodnij, ze nie wigcej jedynek bedzie W zapisie 64-bitowym sumy 8 liczb 8-bitowych
catkowitych dodatnich niz gdyby zapisac je obok siebie na tych 64 bitach w zapisie U1.

[lo$¢ jedynek w tym przypadku to suma cyfr danej liczby. Zatem zadanie sprowadza si¢ do
prostego uzycia nierownosci z twierdzenia 6.

S<Z8:ai;2> Szg:s(ai;Z)

i=1 i=1

Niero6wnos¢ t¢ mozna tez tatwo dalej rozszerzy¢.

Mamy liczbe n = k"a, + k" *a,_ + -+ kla; + k%a,, a liczby a,, a,_; ...a, to jej cyfry
w systemie pozycyjnym o podstawie k € N, k > 2. Chcemy znalez¢ pewng relacje migdzy
s(m; k) as(n; kY. Zauwazmy, ze

n=k"a,+ k" ta,_; + -+ kla, + k°q,
= (kH°(k%aq + kla; + -+ k" ta;_q)
+ (kY (k%a; + ktajq + -+ K tagy )
+ (kD2 (k°ag + klagy + -+ kT rag ) + o
+ (kl)m(koaml + plaml+1 + )

Teraz cyframi liczby n w systemie k' sa: (k°ay + k'a; + -+ k' 1a;_,), (kK°a; + kla; . +
et kT lag ), (K + ktag e + o). Latwo zauwazyé, ze

(k%ag + k'ay + -+ k" lay ) + (Ka; + klagy, + -+ kK ray ) + -
+ (kapm; + klapi + ) = ag+a, + -+ a,
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Mamy wigc, ze
s(m; kY = s(n; k)

Odnoszac to do twierdzenia 6 dostajemy

n

S(zn: a; k) < Z s(ag; k) < Zn: s(a;; k')
i=1 i=1

=1
gdzie [; to dowolne potegi naturalne.

Whioskiem z ostatnich dwoch nierownosci jest na przyktad to, ze zamieniajac liczbg zapisang
w systemie dwdjkowym na dowolny inny system o podstawie bgdacym potega dwojki
otrzymamy wigksza sume jej cyfr.

Przyktad 9.
Mamy dang liczbe
1100001001110000001001011011010111100000010100000000110,

Z gbry wiemy, ze jezeli zapiszemy ja w systemie szesnastkowym to uzyskamy wieksza sume
cyfr. Przeliczmy to jednak.

Suma cyfr tej liczby w systemie dwojkowym to 21. Ta sama liczba w systemie
szesnastkowym jest postaci

613812DAF0280644
Stad suma jej cyfr wynosi 75.

W twierdzeniach 4 i 5 wykazalismy, ze

n s(k;p) +s(n—k;p) —s(n; p)
‘ <(k) ; p) ) p—1

< [log, 1]
Teraz mozemy to odnies¢ jeszcze do twierdzenia 6. Mamy wiec
s(k;p) + s(n—k;p) —s(m;p) =0
Uzyskujemy tak, ze
0 < s(k;p) +s(n—k;p) —s(m;p) < (p — Dlogy n]

Podstawmy teraz za k = a, n — k = b. Wtedy n = a + b. Dostajemy tak, ze dla dowolnych
nieujemnych liczb catkowitych a i b oraz dowolnej liczby pierwszej p zachodzi

0<s(a;p)+s(b;p) —s(a+b;p) <(p— 1)[logp(a + b)]
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Okazuje si¢, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla wszystkich podstaw, nie tylko dla liczb
pierwszych. Skorzystamy tu, podobnie jak wyzej dowodziliSmy ograniczenie podzielnosci dla
wspotczynnika dwumianowego Newtona, z twierdzenia 2.

s(a; k) + s(b; k) —s(a+ b; k)

=a—(k—1)2[%:+b—(k—1)Z[%]—a—b+(k—1)Z[a;b]
i>1

i21 i=1

oy - (El-

i1
[logi(a+Db)]

k-1 )

i=1

a%b] B %] B [%]) < (k — D[logy(a + b)]

/N

Udowodnilismy wigc kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 7. Dla dowolnych liczb nieujemnych catkowitych a, b oraz dowolnej liczby
naturalnej k > 2 zachodzi

0 <s(a;k)+s(b;k) —s(a+b;k) < (k—1D[logx(a + b)]

Twierdzenie to, prawdziwe dla dwoch liczb, nie jest jednak prawdziwe dla dowolnej iloSci
liczb, co pokazuje ten kontrprzyktad.

Wezmy liczby 39, 478, 1399, 1, 783 oraz system siddemkowy. Dzieki twierdzeniu 6.
wiemy, ze ta warto$¢ jest z calg pewnos$cig nieujemna.

0<s5(39;7)+s(478;7) +s(1399;7) + s(1;7) + s(783; 7)
—5(394+478+4+1399+1+4+783;7) =9+ 10+ 13+ 1+ 15 —5(2700;7)
=48—-12 =36

Ale
(7 — D[log, 2700] = 24

CO przeczy tezie.
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5. O pewnych dwoch funkejach

Rozpatrzmy jeszcze funkcje 8, (n) zdefiniowang nastepujaco

6,000 = d(| | (7)im
k=0

Moéwi ona o tym, ile razy mozna podzieli¢ iloczyn wszystkich wspotczynnikow
dwumianowych o géornym argumencie rownym n przez dang liczbg pierwszg p. Udato mi si¢
wyprowadzi¢ wzor na t¢ funkcje dla p = 2. Wzor ten wyglada nast¢pujaco

6,(m) = ) om0

k=0
gdzie

0, gdy k = [log, n] + 2 lub gdy na k — tej pozycji liczby n znajduje sie 0
on; k) =1 s(n; 2), gdy k = [logyn] +1
(logy n] = s(n; 2) + 2(xy, — 1) — k) - 21108271k  przeciwnym wypadku.

Cyfry liczby n numerujemy od lewej strony, a numeracje¢ zaczynamy od 0, a x; oznacza ilo$¢
jedynek jakie wystapity do pozycji k — tej wlacznie.

Przyktad 10.
Wyliczymy teraz dla przyktadu 6,(234). Zatem wyliczmy odpowiednie wartosci funkcji o.
234, = 11101010,
[log, 234] =7
s(234;2) =5
Na poczatku trafiamy na trzy jedynki.
0(11101010,;0) =(7—-5+2(1—1) —0)-277% = 256
0(11101010,;1) =(7—-5422—-1)—1)-27"1 =192
0(11101010,;2) =(7—-5+2(3—-1)—2)-2772 =128
Teraz natrafiamy na jedno zero.
0(11101010,;3) =0

Teraz znoéw 1.
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0(11101010,;4) =(7—-5+2(4—-1)—4)-27"* =32
Na piagtym tak numerowanym miejscu jest znow 0.
0(11101010,;5) =0
0(11101010,;6) =(7—54+2(5—-1)—6)-27°5=38
0(11101010,;7) =0
Teraz k = 7 + 1, czyli k = [log, 234] + 1, wiec
0(11101010,; 8) = s(234;2) =5

Wszystkie pozostate wartosci funkcji o, z uwagi na to, ze ich drugi argument jest nie
mniejszy od [log, 234] + 2 s réwne 0.

Zatem
0, =256+192+128+32+8+5 =621

Stad iloczyn catego takiego ,,rzedu” wspdtczynnikéw dwumianowych jest podzielny przez
2621

O

Przy uzyciu tego wzoru, znajac zapis dwojkowy liczby n, dowodzenie pewnych wlasnos$ci
funkcji 6, staje si¢ mechaniczne. Mozna nawet powiedzie¢, ze da si¢ tak tworzy¢ dowolnie
duzo réznych réwnosci. Dla przyktadu udowodnimy jej dwie wlasnos$ci. Pierwsza nawet na
dwa sposoby w oparciu o wczesniejsze rozwazania.

Twierdzenie 8. Dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwe sg rownos$ci
0,(2"-1) =0

0,(2" + 271 — 1) = 2"

Dowéd 1.1. W pierwszym dowodzie zrobimy to dla kazdej liczby pierwszej p.

Poniewaz P™ — 1 jest ztozone tylko z najwigkszej cyfry wystepujacej w systemie o podstawie
P, to odejmujac dowolng liczbg niewigksza od niej, tak naprawde odejmujemy tylko ich
cyfry. Latwo wtedy zauwazy¢, ze

s(k; P) + s(P" — 1 — k; P) = s(P" — 1, P)

Stad jednak wynika, Ze

0

p" =1\ \ slkp)+s@"—-1-kp)—sp"—Lp)
d(( k ),p)— p—1 B
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Stad juz w oczywisty sposob dostajemy, ze
0,(p"—1)=0

Dowod 1.2. Teraz udowodnimy to samo w oparciu o podany wyzej wzor. Zauwazmy na
poczatku, ze 2™ — 1 w zapisie dwojkowym sktada si¢ z samych jedynek. Zatem x;, = k + 1,
s(2™ —1;2) = noraz [log, 2" — 1] = n — 1. Wobec tego

[logy 2™—1]+1
6,(2" — 1) = Z o(2" — 1;k) = z a(2" - 1; k)
k=0 k=0
[log, 2™-1]
= z o2 —-1;k) + (2™ — 1;[log, 2" — 1] + 1)
k=0
n—-1

M

o(2" - 1;k)+s(2"-1;2)

S &

0
1

(log, 2™ — 1] —s(2™ — 1;2) + 2(k + 1 — 1) — k) - 2l0822"~1l~k 4 5

M

S &

=0
-1 n-1

m—1-n+2k—k)-2"**4+n=>» (k—1-2""*+n
k=0 k=0

n—1k 1 n-—1 k n-—1 1
_ on-1 — _ on-1

— on-1 n—1+2 — n-—1 n —
=2 (2—T>—2—2n_1 +n=-2 -zn_1+n—0

Dowéd 2.
Oczywiscie
2"+ 21— 1=10111..1,

Zauwazmy tutaj, ze [log, 2" + 2" 1 —1] =n, s(2" + 2" 1 - 1;2) = n oraz ze x;, = k dla

C o .k .
k > 2. Tutaj rowniez skorzystamy z tego samego wzoru na sume¢ utamkow - Mamy wiec
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0,(2" + 271 — 1) = Z o(2" + 271 — 1; k)
k=0
[log, 2™ +2m1-1]

=o(2"+2"1-1;0) + 2 o(2™ + 21 —1;k)
k=2
+o(M+ 271 —1;[log, 2" + 2t — 1]+ 1) =
= ([log, 2" + 2" 1 — 1] — s(2" + 271 — 1;2) + 2(1 — 1) + 0) - 2[log22"+2""*-1]-0

n
+ Z([logz 2+ 2 — 1] —s(2M+ 21 = 1;2) + 2(x, — 1) + k)
k=2

n
 pllog2 242" 1]k 4 g(on 4 271 ;2) = 0 + E(k —2)-2" %+ n
k=2

o~k 1 . n+2 1 1
=2 ZZ—R—ZZﬁ +n=2 (2_—271 —§>—1+2n_1 +n
k=2

Zauwazmy, ze z twierdzenia 4. oraz lematu 6. wynika takze, ze

n

6,0 = ) (s(k; ) + 5(n = ks p) = 5(n; )

k=0
n

= Z s(k;p) + ) s(n—k;p) — (n+ 1)s(n; p)
k=0

k=0

=2 Z s(k;p) —(n+ Ds(n; p)
k=0

Zatem

n

1
> stkp) =5 (0,00 + 1+ Vs p)

k=0

Stad przy uzyciu przedstawionego wzoru dla 8, mozna wylicza¢ odpowiednie wartosci tej
funkcji, a nastgpnie wstawia¢ do tej rdwnosci i uzyska¢ sume cyfr wszystkich liczb
naturalnych niewigkszych od n. Na przyktad na podstawie tych dwoch udowodnionych
wiasnosci funkcji 8, (twierdzenie 8.) dostajemy, ze dlan = 2™ — 1

n 2m—_q

z s(k;2) = z s(k;2) = %(Hz(n) + (n+1)s(n; 2)) = %(O +2™M-m) = m2m1

k=0 k=0

Tutaj mozemy jeszcze zauwazyc, ze

21



2m—1 m

Z s(k;2) = m2m1 = z " (1:)

k=0 k=1

Mozna tez tak uzyska¢ wzor na sume cyfr wszystkich liczb naturalnych n-cyfrowych w
systemie dwojkowym. Jest to bowiem

2Mm—1 2m-1q
Z s(k;2) — Z s(k;2) =m2™m ! — (m—1)2m 2 =2"22m —-m+ 1)
k=0 k=0

=(m+ 1)2m 2

Z drugiego rownania w twierdzeniu 8. dostajemy, ze dlan = 2™ + 2m"1 — 1

n 2M42m-1_q 1
Z sk 2) = Z $(62) =5 @™+ (27 + 2" Dm) = 2 @2m 4 m+ 1)
k=0 k=0
— 3m +1)2m2

Oczywi$cie przy uzyciu tego wzoru mozna ,,generowa¢” dowolnie duzo podobnych réwnosci.
Wystarczy chociazby obra¢ pewne dowolne zestawienie poteg dwdjki 1 po prostu zobaczy¢ co
w rezultacie otrzymamy. Ja zaprezentowatem dwie przeze mnie wybrane.

22



6. Zastosowania w zadaniach olimpijskich

Przy uzyciu przedstawionych wyzej twierdzen i wilasnosci zadanie 6. z finatow XLIII
olimpiady matematycznej staje si¢ dos¢ proste.

Zadanie.
Udowodnié, Ze dla kazdej liczby naturalnej k liczba (k)¥*+%+1 jest dzielnikiem liczby (k3)!.
Rozwigzanie.
Chodzi tu o wykazanie nierownosci
d((k*)p) — d((k) 41 p) > 0

dla kazdej liczby pierwszej p < Vk (W (k!)k2+k+1 nie pojawia si¢ liczby pierwsze wigksze).
Wystarczy teraz t¢ nierdwnos$¢ zapisac (twierdzenie 1. oraz lemat 9.):

k3 —s(k3; k —s(k;
G T NN S GO N
p—1 p—1
Co jest rownowazne:
(D (k> +k+ Ds(k;p) — k> —k—s(k3p) =0
Zatozmy, ze s(k;p) = 2. Wtedy
(2) (k> +k+ 1Ds(k;p) — k> —k—s(k3;p) = k? + k+ 2 —s(k3;p)
Oczywistym jest (lemat 10.), Zze
3(p—1
(3) stk <(@-1) (IngI\f3+1)=p—1+M
logy p

Latwo zauwazy¢, ze p — 1 wraz ze wzrostem p ros$nie.

Udowodnimy, ze i funkcja f(p) = % jest rosnaca.
k
3(p—1
3logy p — gjplnk) p—
"(p) = >0 o loggp — —— >0
f'(®) log?, p =0 logep ==

Poniewaz k > 1, to ta nierowno$¢ jest rtOwnowazna kolejno nieréwnosciom
plnklogy,p—p+1=0

plnk'°8kP —p +1 >0
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p(np—-1)+1=0

Teraz widac¢ jasno, ze dla p = e nier6wnos$¢ ta na pewno zajdzie. Zatem dla p > 3 funkcja
f (p) rosnie. Recznie pokazemy tez, ze f(2) < f(3).

3  3(2logx 2 —logi3) 3(logy4 —logy3)
log,3 log,2 logy 2log; 3 "~ log, 2log, 3

f@-f2)=

bo oczywiscie log, 4 —log, 3 > 0. Zatem funkcja f(p) rosnie w calej dziedzinie, czyli
zbiorze liczb pierwszych. Tak wiec na mocy (3) oraz z tym, ze p — 1 rosnie wraz z p
uzyskujemy, ze

3p—1)

logy p
<Vk—1+(Vk-1)logzk®=7(Vk—1)

sk3p)<(@-D(og, K+ 1) =p—1+

Wracajac do (2) otrzymujemy

kK2+k+2—sk¥p)>k*+k+2-7(Vk—1)=k*+k-7Vk+9>k?*-6k+9
=k-3)?2=0

Przejscie Vk < k jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych.

Zatem nierowno$¢ ta jest zawsze prawdziwa dla s(k;p) = 2. Pozostat tylko przypadek, gdy
s(k; p) = 1. Oznacza to, ze k jest potega p, wiec i k3 jest potega p. Stad s(k3;p) = 1. Po
podstawieniu do (1) tych dwoch wartosci funkceji s uzyskujemy rownos¢ z zerem.

Tak oto rozwiazalismy finatlowe zadanie olimpiady matematyczne;.

Na koniec juz rozwigzemy ostatnie zadanie z czg¢sci korespondencyjnej LXVIII olimpiady
matematycznej, ktore zostato przeze mnie wspomniane na wstepie.

Zadanie 12.

Niech a bedzie takq liczbq rzeczywistq, ze tg(am) = \2. Rozstrzygnaé, czy a musi by¢ liczbg
wymierng.

Rozwigzanie.

Zatozmy, ze a EQ i a = % Niech z = COS% + isin % Korzystajac ze wzoru de Moivre’a

T . . T
1 cos——isin—
j— m

. ., .1 T . . T
otrzymujemy z™ = —1. Latwo zauwazy¢, ze = = = = coS— — i sin—.
ymujemy ye, z cos%ﬂ'sin% c052%+sin2% m m

Stad dostajemy, ze sin% =2 (Z — i), a ze wzgledu na wzoér de Moivre’a:

21
. T 1 1
sinn— = —_(z” - —).
m 20 zn
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. . 1 1 1 1 g . . r
Analogicznie cos% =3 (z + Z)’ a cos n% =3 (zn + z_n)' Dzigki temu mozemy wyliczy¢

z2n:
. T 1 1
\/— Sin(aﬂ.') Sln(n ﬁ) 2_l (Zn - Z_n) ZZn -1
2= tglam = cos(arm) cos(n=) "1 .. 1) @+ D
m  3(2"+5m)
Stad

zV2i+iV2 =22 -1

3 3
Latwo zauwazy¢, ze
Z2nm — Zan

(ZZn)m — (Zm)Zn

1 2\/E-m_ n _
(—§+Tl) = (—1)2 =1

Uzyskujemy tak, implikacje
1 2v2
a€Q=> \/(—§+Ti)m= 1

meN

. : 1, 2V2, . . . . :
Zaldézmy zatem, ze VmeN(_§+%— i)™=1. Roéwnowaznym zdaniem do niego jest

Vmen(—1 + 2v/2i)™= 3™. Cze$é nierzeczywista tej liczby jest rowna zero. Korzystajac ze
wzoru dwumianowego Newtona rozpisujemy cze$¢ nierzeczywistg

(M) @i () @t () @B st () ) @B 6=

Znaki jakie si¢ tam pojawiajg oraz to, na ktorej doktadnie warto$ci konczy si¢ ta suma zalezy
od reszty z dzielenia przez 4 liczby m. Nas jednak to nie interesuje, my zajmiemy si¢ jedynie
podzielnos$cig przez 2.

3 3
(Zﬁi)2k+1 — (ZEL‘)Zk-H — i23k+§i — i23k ) 2\/51:
Podzielmy stronami przez 2+/2i, otrzymujemy wtedy:

SWENWEN I AR

Wykorzystujac twierdzenie 4. mamy
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(') ()

=sRk+1;2)+s(n—2k—-1;2)—s(n;2) —s(1;2) —s(n—1;2)
+sm;2)=sk;2)+1+s(n—-2k—1;2)—1—-s(n—1;2)
=sk;2)+s(n—2k—1;2) —s(n—1;2)
=sk;2)+sn—-2k—1;2)—s(n—1;2) =0

Nierownos¢ wynika z twierdzenia 7. PokazaliSmy, ze kazdy wspdtczynnik dwumianowy
Newtona o nieparzystym indeksic mozna podzieli¢ co najmniej tyle razy przez 2, co
wspotczynnik z indeksem 1. W naszej rownosci kazdy wspotczynnik o nieparzystym indeksie
wickszym od 1 jest dodatkowo mnozony razy odpowiednig potege dwojki wigksza od 1.
Zatem w tej rownosci kazdy nieparzysty wspoétczynnik dwumianowy Newtona mozna
podzieli¢ wigcej razy przez 2 niz wspotczynnik z indeksem 1. Dzielac teraz rownos$¢ stronami
przez najwigksza potege dwojki przez jaka dzieli sig (T) uzyskamy po lewej stronie
doktadnie jeden wyraz nieparzysty i same wyrazy parzyste, podczas gdy po prawej stronie
jest liczba parzysta. Uzyskujemy rownos¢ liczby nieparzystej z parzystg — sprzecznos¢. Zatem
zatozenie, ze @ € Q prowadzi nas do sprzecznosci. Stad a jest niewymierna.

26



Bibliografia

[1] M. Aigner, G. Ziegler, Dowody z Ksiegi, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2002,

[2] R. L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Matematyka konkretna, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998.

[3] A. Nowicki, Cyfry liczb naturalnych,

http://www-users.mat.umk.pl/~anow/imperium/cyf03.pdf

27



