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Abstract

Tematem mojej pracy sa tréojkaty utworzone przez czewiany dowolnego tréjkata przecinajace sie
na okregu wpisanym w ten tréjkat. Wyznaczam wzdér na miare kata pomiedzy bokami a czewianami,
prezentuje wilasnosci takich tréjkatéw i pokazuje zwiazek niektérych z nich ze zlotym podziatem.
Przedostatni rozdzial przedstawia pewne uogdlnienie tego zagadnienia.

1 Definicja i podstawowe wlasnos$ci tréjkatéow kappa

Definicja. Na ptaszczyznie dane sg trzy rézne, niewspolliniowe punkty: A, B, C. Tworza one tréjkat
ANABC. Przez kazdy z nich poprowadzono prosta, tak aby przecinala przeciwlegly bok. Nazwijmy
przeciecia prostych przechodzacych przez Ai B, Bi C, C i A, odpowiednio: K, L, M. Jezeli tréjkat
AK LM jest niezdegenerowany i wpisany w okrag wpisany w tréjkat AABC, to jest on tréjkatem kappa
dla tréjkata AABC.

Rys.1. Tréjkat kappa AKLM.

7 definicji wynikajg nastepujgce wnioski:
Twierdzenie 1.1 Dla kazdego tréjkata istnieje tréjkat kappa.

Dowdd. Dany jest trojkat AABC i wpisany w niego okrag. Punkt D jest punktem stycznosci okregu
do boku AC. 7 wierzchotkéw A i B poprowadzono proste, ktére przeciely sie w punkcie L lezacym
na okregu, punkt K to czes¢ wspélna okregu i prostej AL, K # L. Zachodzi D € BL. Zeby zostal
utworzony tréjkat kappa punkt C musi byé¢ wspélliniowy z punktami K i D. Jednakze w tym przy-
padku prosta zawierajace te punkty przecina bok AC w punkcie D. Niech punkt D’ bedzie punktem
stycznosci okregu do boku BC. W tym samym tréjkacie poprowadzono z wierzchotkéw A i B polproste,
przecinajgce si¢ w punkcie L’ nalezgcym do tuku D’L okregu wpisanego niezawierajgcego punktu K, K’
to czesé wspélna okregu i AL, K’ # L', a M to cze$é wspdlna okregu i BL', M # L. Niech M’ bedzie
rzutem prostokatnym M na bok BC. Pélproste te poprowadzono w taki sposéb, zeby diugosé odcinka
D’ M’ byla jak najmniejsza. Wéwczas |D'M’| < |CD’|, poniewaz |D'M’'| moze przybraé¢ dowolnie mala
wartosé, a |C'D’| musi mie¢ niezerowa wartosé, gdyz w innym przypadku tréjkat ABC zdegeneruje sie
do odcinka. By przejsé od sytuacji pierwszej do drugiej, nalezy obréci¢ prosta AK wzgledem punktu
A, tak by przeszla na prostag AK’. Skoro wiec punkt C' lezy pomiedzy prostymi KD i K'M i obrét
ten jest operacja ciggla, to z twierdzenia Darboux zawsze da sie wskaza¢ taki punkt K lezacy na tuku
KK’ niezawierajgcym D', ze polprosta AK" wyznaczy taki punkt L na okregu taki, Zze wyznaczony na
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okregu przez pétprostg BL"” punkt M" bedzie wspoHiniowy z punktami K i C. O
Twierdzenie 1.2 Kazdy trdjkat jest tréjkatem kappa dla jakiegos tréjkata.

Dowdd. Dany jest tréojkat AK LM i opisany na nim okrag. Niech A bedzie punktem nalezgcym do
dopelnienia pélprostej KL do prostej K L. PoprowadZmy styczna do okregu przechodzaca przez punkt
A, tak by wyznaczyta ona punkt B nalezacy do dopeienia pétprostej LM do prostej LM . PoprowadZmy
styczna do okregu przechodzaca przez punkt B, tak by wyznaczyta ona punkt C nalezacy do dopeienia
potprostej MK do prostej M K. Poprowadzmy inng styczna do okregu przechodzaca przez punkt C.
Wyznaczy ona punkt D nalezacy do dopelnienia pélprostej KL do prostej K L. Mozemy teraz oddalaé
punkt A od punktu K. Woéwcezas punkt B bedzie zblizal sie do punktu, ktéry zostalby wyznaczony przez
styczna do okregu réwnolegla do prostej KL, ale nigdy go nie osiagnie. Styczna do okregu przez ten
punkt wyznaczy na prostej KM punkt, do ktérego zblizaé sie bedzie punkt C. Natomiast styczna do
okregu przez ten punkt wyznaczy na prostej AK punkt, do ktérego zblizaé sie bedzie punkt D, nazwijmy
go E. Dlatego w tym przypadku |DK| < |AK]|. Teraz przesurimy punkt A tak, aby nalezal do odcinka
EK. Wtedy |DK| > |AK]|. Skoro w dowolnym tréjkacie te dwie sytuacje sa mozliwe, to z racji ciagtosci
wykonywanych przez nas translacji i twierdzenia Darboux, istnieje posrednie polozenie punktu A, w
ktérym A = D. O

Twierdzenie 1.3 W tréjkatach podobnych pélproste tworzace tréjkat kappa sa wyprowadzone z wierz-
chotkéw pod tymi samymi katami do ich bokéw.

Dowdd. Kazdy tréjkat AA’B’C’ podobny do tréjkata AABC mozna otrzymaé stosujac jednoktadnosé
JE(AABC) dla pewnej skali k. Jako ze jednokladno$é zachowuje miary katéw, to teza jest prawdziwa.
O

2 Twierdzenie o tréjkatach kappa

Mozna postawi¢ problem o nastepujacej tresci:

Pod jakim kgtem do podstawy trojkgta ANABC nalezy poprowadzicé prostg z wierzcholka A, zZeby zawierala
bok trdjkgta kappa dla trojkgta NABC'?

Odpowiedzi na to pytanie dostarcza ponizsze twierdzenie.

Lemat 2.1 Dowolny tréjkat A ABC mozna umiesci¢ w kartezjariskim ukltadzie wspétrzednych, a nastepnie
za pomocyg translacji, jednoktadnosci i obrotéw przeksztalcié¢ plaszczyzne tak, aby bok AB lezal na prostej
y = —1, a srodek okregu wpisanego byt poczatkiem ukladu wspélrzednych. Wéwczas okrag ten bedzie
okregiem jednostkowym, a miary katéw zostana zachowane.

Dowdd. Kazdy tréjkat mozemy przeksztalcié¢ za pomoca jednokladnosci o skali %, gdzie r to promien
jego okregu wpisanego, tak by otrzymac tréjkat, ktérego okrag wpisany ma promieni 1. Nastepnie, jesli
wspoétrzedne obrazu srodka okregu wpisanego to (p, ¢), mozemy uzy¢ translacji o wektor [—p, —q], ktéry
przeprowadzi go na poczatek uktadu wspélrzednych. Wystarczy juz jedynie dokonaé obrotu wzgledem
poczatku uktadu wspéhrzednych o odpowiedni kat, aby odcinek AB byl réwnolegly z osig odcietych.
Jednoktadnosci, translacje oraz obroty nie zmieniajg miar katow. O

Twierdzenie 2.1 (o tréjkatach kappa)

Dany jest tréjkat AABC oraz jego tréjkat kappa AK LM, przy czym wspoétliniowe sa nastepujace
trojki punktéw: (A, K, L), (B,L, M), (C, M, K). Przyjmijmy ponadto o = |[ZBAC]| oraz 8 = |ZCBA].
Woéwezas zachodzi:

— (k+1)?
tg|/BAK| = oy egz—172

3coso<7cosﬁ+cos(chﬁ)Jrl:I:(57,'noz+s7,'nﬁ+sin(OLJF,B))\/5
+sina+cosa)sinB—(3+cosa—3sina)cosB+3sina+cosa—1

gdzie k = T



Dowdéd.
Korzystajac z Twierdzenia 1.3 i Lematu 2.1, mozemy bez straty ogdélnosci rozpatrywaé tréjkat AABC o

podstawie AB zawartej w prostej o réwnaniu y = —1, opisany na okregu o réwnaniu z2 + y? = 1.
Polozenie kazdego punktu okregu jednostkowego o srodku w poczatku ukladu wspélrzednych moze byé
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wyrazone wspélrzednymi (%7 %), gdzie t to pewien parametr rzeczywisty.
Przyjmijmy zatem nastepujace tozsamosci:

1-p> 2
A:(G,,—l) P:(1+£231+1;2) /\pER
-1 2l
B: (b7_]‘) L: (i+l27 1il2)

M = (l—m2 2m )

T+m?1 T+m?
Woéwcezas, wykorzystujac fakt, iz C' jest punktem przeciecia stycznych do okregu jednostkowego o srodku
w poczatku uktadu wspélrzednych, zawierajacych odpowiednio A i B, mozliwe jest wyznaczenie jego
wspoétrzednych w zaleznosci od a i b:

— +b b—1
C= (;b+1’ Zb+1)

Trzy punkty o wspotrzednych odpowiednio (z1,y1), (22, y2), (23, y3) sa wspolliniowe wtedy i tylko wtedy,
gdy:

1 oy 1
2 y2 1|=0
x3 ys 1

Uzywajac tej réwnowaznosci dla tréjek punktéw (A, K, L),(B, L, M),(C, M, K ), otrzymujemy nastepujace
trzy réwnania:
2(k=)(k+l+kltakl+l-a) _ g
(2D +1) =
2(l=m)(l4mtimtblmt1-b) _
(12+1)(m2+1) o
2(m—k)(m+k+km+km(a+b)+ab(m—1)(k—1)+1—a—b) __ 0
2T D) (B2 D) (abt1) =

k+l+kl+akl4+1—a=0
l+m+Im+bm+1-b=0
m+k+km(a+b+1)+abm—-1)(k—1)+1—a—-b=0

Poniewaz k =1 VIi=m V m=k < K=L V L=M VvV M = K, mozemy ten przy-
padek odrzucié, gdyz wtedy tréjkat AK LM zdegenerowalby sie do prostej lub punktu.

Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan otrzymujemy:

ab(1—ab)+b%—a’++/5a2b2(a—b)?2

ab(1+ab—a+3b)+b%—a?
Niech D = (0,—1), wéwczas |AD| = —a, |DB| = b, |OD| = 1. Jako ze AO lezy na dwusiecznej kata
/BAC, a OB na dwusiecznej kata ZCBA,

k=—

AD _
to ctgg = —,ODl‘ =5 = a=—ctgg
oraz ctgg = —Iggl = % =b = b= ctgg

Podstawiajac powyzsze tozsamosci do wzoru na parametr k oraz upraszaczajac otrzymujemy:

3



k— cos(,ﬁ)—Scos(a)—cos(a—ﬂ)—1:|:4sin2(%)sin2(§)\/56t92 S ctg? g (ctg%—‘,—ctgg)2
cos(a)—(cos(a)—3sin(a)+3)cos(B)+3sin(a)+(sin(a)+cos(a)+1)sin(B)—1

Jakoze o, 8 € (0,7) = %,g €(0,3) = ctgg >0A ctgg > 0, to mozemy dokonaé pierwiastkowania

pewnych czynnikéw i uproscié¢ otrzymany wzor:

k— 3cosa—cos,6’+cos(a—B)+1i(sina+sin6+sin(a+5))\/g
T (14sinatcosa)sinfS—(3+cosa—3sina)cosB~+3sina+cosa—1

Wraz ze zwiekszaniem parametru ¢, punkt (%’ %) przemieszcza sie po okregu jednostkowym prze-

ciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Punkt, ktérego nie da sie wyrazié¢ w ten sposéb, to (—1,0), gdyz
2t =0 — i—g = 1. Obracajac ten punkt wokét poczatku uktadu wspélrzednych przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara, przechodzimy od punktéw o parametrze ujemnym, przez punkt (1,0), dla
ktérego t = 0, do punktéw o parametrze dodatnim. Punkt K z przypadku pierwszego nalezy do
krétszego tuku pomiedzy punktami (—1,0) i (0,—1), gdyz Z|BAK| < § i jest on zawsze blizszym
punktem wspoélnym okregu i prostej przechodzacej przez A. Punkt K z przypadku drugiego nalezy do
dtuzszego tuku pomigdzy punktami (—1,0) i (0, 1), gdyz Z|BAK| > § i jest on zawsze dalszym punk-
tem wspdélnym okregu i prostej przechodzacej przez A. Dlatego wybierajac w powyzszym wzorze znak
minus, otrzymujemy parametr k dla przypadku pierwszego, a gdy znak plus, otrzymujemy parametr k

dla przypadku drugiego.

Rozpatrzmy przypadek pierwszy:

B y=-1

tg|£/BAK| = 1] urtl “odzie (zx,yx) to wspolrzedne punktu K, poniewaz:

lzx—al — zrx—a

yx € (-1,1) = yr+1€(0,2)
|/BAK|< §$ <% = 2xg>a = rx —a>0

2k
—=E 11 2 2
K| — ¥+l 1447 — k2 42k 41 — (k+1)
Zatem tg|/BAK| = eitetgS T 1=kZ e T 1-RZH(IHRY)ctgS T (WD) (ctg 3 —1)+2
1+k

Whniosek 2.1
Dla kazdego tréjkata istnieja doktadnie dwa tréjkaty kappa.

Dowdd. 7 Twierdzenia 2.1 wiemy juz, ze istnieja co najwyzej dwa tréjkaty kappa dla danego tréjkata.
3cosz—cosy+cos(x—y)+1E(sinz+siny+sin(z+y))V5
1+ sinz+cosz)siny—(3+cosz—3sinx)cosy+3sinz+cosz—1
rozwazany w dowodzie tego twierdzenia, ma te samg wartosé, niezaleznie od znaku przed ostatnim

wyrazem w liczniku. Oznaczalo by to jednak, ze v/5 = —/5, co daje sprzecznosé, tym samym dowodzac
tezy. O

Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy parametr k = (

Funkcja kappa

3005x7005y+cos(w7y)+17(sinz+siny+sin(m+y))\/5
1+sinz+cosz)siny—(3+cosr—3sinx)cosy+3sinz+cosr—1"
Definicja Funkcja kappa nazwijmy funkcje dwuargumentowa wyrazona nastepujacym wzorem:

(k(z,y)+1)*
E(z,y)2+1)(cot £ —1)+2

Rozwazmy teraz funkcje k(z,y) = 0

k(z,y) = arctg(( Jest ona funkcja miary kata pomiedzy bokiem AB i prosta

tworzaca tréjkat kappa przechodzaca przez punkt A od miar katéw przy wierzchotkach A i B (odpowied-
nio = i y) dla dowolnego tréjkata AABC. Zatem (z,y) € (0,7) x (0,7).



Rys.2. Miary katéw miedzy prostymi tworzacymi tréjkat kappa a bokami

Rys.3. Wykres funkcji k(z,y)

Twierdzenie 2.2 Dany jest tréjkat AABC oraz jego tréjkat kappa AK LM, przy czym wspétiniowe
sa nastepujace tréjki punktéw: (A, K,L), (B,L,M), (C,M,K). Przyjmijmy ponadto a = |ZBAC|
oraz 8 = |£ZCBA|. Dla sytuacji pierwszej z Twierdzenia 2.1 prosta KL dzieli bok BC w stosunku
1- (sinasinﬂ(tgﬁ%gn(a,ﬁ)) ~1)

tgBtgr(a,B)sin(a+B) :
Dowdd. Niech punkt S bedzie punktem przeciecia boku BC' i prostej K L. Niech S’ bedzie rzutem

prostokatnym punktu S na prosta AB. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: a = |AB|, x = |AS’|,
h=185"|, y = |SB|. Wéwczas |BS’| = a — x oraz |CS| = b — y. Z zaleznosci trygonometrycznych:
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tgr(a, B8) = g = h = ztgr(q, B)
tgs = ah = h=(a—2x)tgp

—XT
wtgr(a, B) = (a — 2)tgh = o= 2 s

- _ h _ _h . : : < _ st b—y _ b _ asinasinf
sinf = v = Y= sinp Ponadto z twierdzenia sinuséw b = 751‘?1215&0([3)' - =y 1= Tign(a.B)sin(aTB)
1= sinasinB(tgB+tgr(a,B)) 1 O

tgBtgr(a,B)sin(a+p)

Funkcja lambda

Definicja. Zdefiniujmy funkcje lambda jako dwuargumentows funkcje wyrazona nastepujacym wzorem:
)\((E y) _ sinzsiny(tgy+tgr(x,y))

’ tgytgr(z,y)sin(z+y)
zawierajaca wierzchotek A, dzieli przeciwlegty bok BC, od miar katéw przy wierzchotkach A i B

(odpowiednio z i y) dla dowolnego tréjkata AABC. Zatem (x,y) € (0,7) x (0, 7).

— 1. Jest ona funkcja stosunku w jakim prosta tworzaca tréjkat kappa

A g fA(y,0) B A fAly,B) f B

Rys.4. Stosunki dtugosci odcinkéw na jakie proste tworzace tréojkat kappa dziela boki

3 Wiasnosci tréjkatéw kappa

W dalszej czesci niniejszej pracy przez sformutowanie "tréjkat kappa dla danego tréjkata" bedzie rozu-
miany tréjkat kappa z przypadku pierwszego z Twierdzenia 2.1. Nie prowadzi to do straty ogdlnosci,
gdyz aby otrzymacé whasnosci tréjkata z przypadku drugiego, wystarczy zamieni¢ miejscami « i (.

Fakt 3.1

Katy wewnetrzne tréjkata kappa dla tréjkata o katach wewnetrznych o mierze «, 3, v, maja miare:
A =a + I‘E(’)/,Ot) - H(aaﬁ)a €= 6 + H(aaﬁ) - ﬁ(ﬂ7’7)7 C =7 + H(ﬂvﬁ’) - H(P)/va)'

Dowdd. Jesli A jest wierzchotkiem, przy ktérym znajduje sie kat o mierze a oraz C' tym, przy ktérym zna-
jduje sie kat o mierze v oraz punkt K jest przecieciem prostych tworzacych tréjkat ABC zawierajacych
te punkty, to: |[ZKAC| = a — k(a, ), |[ZCKA| =7 — a+ k(a, 8) — k(7,a) 1 ostatecznie miara kata
w tréjkacie kappa przy wierzchotku K, to: m — |[ZCKA| = o+ k(y,a) — k(«, 8). Analogicznie nalezy
postapi¢ dla pozostalych katéw. O

Fakt 3.2
Dhugosci bokéw tréjkata kappa dla tréjkata o bokach diugosci a, b, ¢ i polu powierzchni A, to: k =

4ﬁfZZCA, l= iﬁii’;, m = %ﬁiﬁf Gdzie A, €, ¢ to miary katéw wewnetrznych tréjkata kappa lezacych
naprzeciw odpowiedajacych im bokéw.
Dowdd. Dla dowolnego tréjkata zachodzi A =r(a+b+c¢) = r= #ﬁ_c, gdzie r to promien okregu

wen wpisanego. r jest réwniez promieniem okregu opisanego na tréjkacie kappa dla tego tréjkata, wprost

z definicji. To pozwala nam zastosowaé twierdzenie sinuséw: —£c = 2r = k = 2838  Apglogicznie
sin/A\ a-+b+tc

nalezy postapi¢ dla pozostalych bokéw. O

Fakt 3.3 N
Pole tréjkata kappa dla tréjkata o bokach a, b, ¢ wynosi Pa, = %%W

Dowdd. Ze wzoru na pole tréjkata przy uzyciu promienia okregu opisanego



_ klm _ 8risinAsinesin¢ __ 8A%sinAsinesint
PA” — Ar 4r - (a+b+c)? O

Fakt 3.4

Ciag rekurencyjny tréjkatow Aq,Ao,... taki, ze dla kazdego n € N tréjkat A\, 11 jest tréjkatem kappa
dla tréjkata /\,,, ma granice w postaci jednoznacznie wyznaczonego punktu.

Dowdd. Dla kazdego tréjkata promieri okregu wpisanego jest mniejszy od promienia okregu opisanego.
Ciag promieni okregéow wpisanych w te trojkaty 71,79, ... jest wiec Scisle malejacy, jednocze$nie majac
ograniczenie z dotu: 0. Z twierdzenia Eulera:

lim, yoo d? — 71y 1(rn_1 —2r,) =0 = lim, 500 d? + 712 = lim, soody, = 0Alim, oo, =0,

gdzie d,, to odleglo$¢ pomiedzy srodkiem okregu wpisanego i srodkiem okregu opisanego w tréjkacie A\,,.
Zatem cigg promieni okregéw wpisanych w te trdjkaty jest zbiezny do zera. O

4 Przypadki szczegdlne tréjkatow kappa

4.1 Tréjkat ré6wnoramienny

Rozpatrywaé bedziemy tréjkaty, ktorych katy wewnetrzne maja miare: a, o, m — 2 A e € (0, §).

Twierdzenie 4.1

Tréjkaty kappa dla danego tréjkata réwnoramiennego sa przystajace.

Dowod. Wystarczy uzyé Faktu 3.1, by przekonaé sie, ze odpowiednie katy w obydwu tréjkatach kappa
maja taka sama miare. Lub, mozemy odbié¢ symetrycznie tréjkat wzgledem symetralnej jego podstawy.
Woéwecezas przejdzie on sam na siebie, obraz tréjkata kappa nadal bedzie wpisany w okrag, a jego wierz-
chotki wspélliniowe z wierzchotkami, lecz bedzie innym tréjkatem - zatem drugim tréjkatem kappa. Jako
ze symetria nie zmienia katéw ani dtugosci bokéw, sa one przystajace. O

Rys.5. Tréjkaty kappa dla tréjkata réwnoramiennego.

Twierdzenie 4.2

Prosta zawierajaca bok tréjkata kappa, ktéra przecina podstawe tréjkata rownoramiennego, dzieli ja w

stosunku 1 : 2, gdzie ¢ = 1+T‘/5

1+\/5cos % —sin % +cosx

cosT—sinTfeinz " Mozemy teraz policzy¢ x(x, y)

Dowdd. Dla z = 7 —2a iy = « zachodzi k(z,y) =

oraz ostatecznie A(z,y), ktére wynosi:

2
24+ (14+/5)(cos E —sin ) 145
A(l’,y) - <1+\/g+2(cos§sin§)> = ( _'—2\[)2 = 8027

poniewaz dla kazdego rzeczywistego ¢ zachodzi
4+21+V5)g=-1-V5+V5+5+2¢(1+5) = 22+ (1+V5)g) = (1 +V5)(-1+V5+2q) =

2
2004v5)g _ 14v5 <2+(1+\/5)(cos;—smg)> = (155)2, gdy q = (cos% — sin%)

—14+v642¢ 2 —14+5+2(cos % —sinZ)
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1/ @2

Rys.5. Zwiazek tréjkatéw kappa dla tréjkatéw: réwnoramiennego, réwnobocznego, prostokatnego
réwnoramiennego ze ztotym podzialem.

4.2 Tréjkat ré6wnoboczny

Korzystajac z Twierdzenia 2.1:
Fakt 4.1

K5, 2) = arccos(ﬂg) = arccos(gﬂl) ~ 15, 52249°

Korzystajac z Faktu 3.1:
Fakt 4.2
Tréjkat kappa dla tréjkata réwnobocznego jest tréjkatem réwnobocznym.

Fakt 4.3
Tréjkat kappa dla tréjkata réwnobocznego jest do niego podobny w skali %

Dowdd. Jezeli tréjkat réwnoboczny ma bok dlugosci a, to promienl okregu werl wpisanego wynosi av3,

6
7 twierdzenia cosinuséw otrzymujemy diugosé boku tréjkata kappa:

Vr2 412 — 2r2¢05120° = V312 = % =2

Korzystajac z Twierdzenia 4.2:

Fakt 4.4

Kazda prosta zawierajaca bok tréjkata kappa dla tréjkata réwnobocznego dzieli bok na przeciw wierz-
cholka, ktéry zawiera, w stosunku 1 : 2.

Fakt 4.5

Punkty A, B sa punktami przecie¢ przekatnej pieciokata foremnego z dwoma innymi przekatnymi. C
jest takim wierzchotkiem tego pieciokata, ze lezy w takiej samej odleglosci od A, co od B. FE, F sa
konicami przekatnej, do ktérej nalezg jednoczesnie A i B. Punkt D i punkty F, F sa wierzcholkami
tréjkata réwnobocznego. Wowczas |ZADB| = k(3, §)-

Dowdd. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze punkt E lezy blizej punktu A niz B (patrz Rys.6.). Niech
a = |EC| = |CF| bedzie dlugoscia boku tego pieciokata. Wowczas, |EF| = ap oraz |[FA| = e
Zatem |AB| = |[EF| - 2|EA| = .

_—a_ a
2c0s36° T ¢’

D] =\ (EEE)" + (471" = av2

7 twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABD:

o1 = 4a*(1 — cos|/ADB|) = |Z/ADB| = arccos(32=1) = k(%5

1 )
8
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Rys.6. Kat o mierze x(%, %). Rys.7. Trojkat kappa dla zlotego gnomona.

4.3 Tréjkat prostokatny ré6wnoramienny

Korzystajac z Twierdzenia 2.1:
Fakt 4.6

K(%, %) _ aTCCtg(:H_Q\/g) = arcctg(g;)?) =~ 20,90516°

Korzystajac z Twierdzenia 4.2:

Fakt 4.7

Prosta zawierajaca bok tréjkata kappa dla tréjkata prostokatnego réwnoramiennego, ktéra przecina
przeciwprostokatna, dzieli ja w stosunku 1 : 2.

4.4 Zloty gnomon

T 3T

Zloty gnomon, czyli tréjkat, ktérego katy wewnetrzne majg miare ¢, £, %, jest czescig gwiazdy pitagore-

jskiej. Dlugosé jego ramienia do dlugosci podstawy ma sie jak 1 : ¢.

Fakt 4.8

Poélprosta zawierajaca bok tréjkata kappa dla ztotego gnomona i przecinajaca jego ramie jest dwusieczna
kata przy jego podstawie.

Dowdd. K(%,2) =7 =3-% O
Fakt 4.9

Trojkat kappa dla zlotego gnomona jest tréjkatem prostokatnym.

Dowdd. Na podstawie Faktu 4.8 stwierdzamy, ze jeden z bokéw tréjkata kappa jest Srednicg okregu
opisanego na nim, gdyz zawiera sie w dwusiecznej kata wewnetrznego tréjkata, dla ktérego okrag ten
jest okregiem opisanym. Stad, jeden z katéw wewnetrznych tréjkata kappa musi by¢ prosty. O

Fakt 4.10

Pétprosta zawierajaca bok tréjkata kappa dla zlotego gnomona i przecinajaca jego ramie, tnie je w sto-
sunku 1 : i.

Dowdd. A(Z,%) = =155 =1

Korzystajac z Twierdzenia 4.2:

Fakt 4.11
Prosta zawierajaca bok tréjkata kappa dla zlotego gnomona, ktéra przecina podstawe, dzieli ja w sto-
sunku 1 : 2.



Fakt 4.12

Dany jest pieciokat foremny ABC DE. Przeciecie przekatnych BE i AC oznaczono jako F', a przekatnych
BD i AC jako G. Woéwcezas, w proste] EG zawiera sie bok tréjkata kappa dla tréjkata ACEF (patrz
Rys.7.).

Dowdd. 7 zalezno$ci pomiedzy odcinkami w gwiezdzie pitagorejskiej oraz Faktu 4.10:

5 Uogéblnienie zagadnienia na wielokaty foremne

Definicja. Jezeli n prostych zawierajacych odpowiednio punkty: Aj,As,...,A, przetnie sie na okregu
wpisanym w wielokat A; As...A,, to wielokat By Bs...B,, jest wielokatem kappa dla wielokata A;As...A,,
gdzie B; to punkt przeciecia prostych zawierajacych punkty A,,, A; oraz B; to punkt przeciecia prostych
zawierajacych punkty B;_1, B; dlai € {2,3,...,n}.

Mozna postawié¢ problem analogiczny do tego z Rozdziatu 2.:
Pod jakim kgtem do podstawy wielokgta foremnego AiAs...A, naleiy poprowadzié prostg z wierzcholka
A, zZeby zawierata bok wielokgta kappa dla wielokgta Ay As... A, ?

Twierdzenie 5.1
Dany jest wielokat foremny A;As...A, oraz jego wielokat kappa BiBs...B,,, przy czym wspoélliniowe sg
nastepujace tréjki punktéw: (Ay, By, B2), (As, Ba, Bs), ..., (An, Bn, B1). Dla n > 3 zachodzi:

tg|LA3A1By| = W

gdzie h = 1(2 — (1 — cos2E)ctg? T )ctg™

Rys.8. Wielokat kappa dla pieciokata foremnego.

Dowdéd.
Obrét dowolnego m-kata foremnego o ’“7—,” wzgledem srodka jego okregu wpisanego S, gdzie k € Z,
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jest tozsamoscia, zatem zachodzi |£AsA1Bi| = |£LA3A3Bs| = ... = |£A1A,B,|. Zatem tréjkaty
A1A3By, A3 A3Bs, ..., A, A1 By sa przystajace, a ich suma jest réznica wielokatéw A1 As... A, oraz B1Bs...B,,.
Jako ze tréjkaty te sa rozlgczne, mozemy zapisaé: nPa, a,..4, = PajA,..A, — PB,B,...B, - Z pOWYZSZ€]
réwnosci miar katéw wykazaé mozna tatwo foremnosé wielokata By Bs...B,,. Dla prostszych rachunkéw
przyjmijmy a = 1. Zrzutujmy punkt By na prosta A; As otrzymujac punkt Bj i oznaczmy h = | By Bj|.
Zachodzi h = 2P4, 4,B,. Ponadto niech b = |B1 B/, |r = SB1].

— 1 s
7”—2Ctgn

b=/2r2(1 - cos2Z) = ctg(Z),/ 3(1 — cos2E)

_n s
Pa,a,..a, = Fctgh

Pp,p,..5, = §b7ctg] = §(1 — cos’F)ctg’ %

Pa,ay...A,—PBBy...B 1 2 2
Pp,a,p, = 52t 212220n — (2 — (1 — cos<)ctg T )ctg ™

h=2Pa a,8, = $(2— (1 — cos®)ctg = )ctg™

Teraz znajac dlugosé odcinka BB’, mozemy okresli¢ dlugosé odcinka A; B), a nastepnie obliczy¢ tan-
gens kata /ByB4A;. Oznaczmy g = |41 B)|. Umiesémy wielokat AjAs...A, w kartezjanskim ukladzie
wspotrzednych, tak aby $rodek jego okregu wpisanego byt poczatkiem uktadu, a o$ odcietych symetralng

boku A; As. Wéwezas wspéhrzedne punktu Bs to (g — %, h—r).

2= (= 52+ (h= 1)’

g=13+h(2r—h) =3+ /h(ctgZ —h)

—_ h _ h — h
tglcA MBIl = § = T = T e

Whiosek 5.1
Interesujacym wydaje sie fakt, iz podstawiajac n = 4, otrzymujemy

tg|éA2A1B1‘ = % —— |ZA2A131| = % = 15°.

6 Perspektywy rozwoju

Poza udowodnieniem nowych wlasnosci tréjkatéow kappa, z pewnoscia da sie uogdlnié¢ ten problem na
wiele sposobéw. Na przyktad uwzgledniajac inne okregi niz okrag wpisany. Mozna tez rozwazaé kon-
strukcje odwrotne - szukanie tréjkatéw, dla ktérych dany tréjkat jest tréjkatem kappa. Inng droga bytoby
badanie analogonéw przestrzennych dla czworoscianéw.

Mozna pokusi¢ si¢ 0 wyznaczenie polozenia punktu zbieznosci kolejnych tréjkatow kappa (patrz Fakt
3.4). i sprawdzenie czy jest powiazany z innymi zagadnieniami geometrii tréjkata. Mozliwe, ze istnieja,
inne niz tréjkaty réwnoboczne, klasy tréjkatéow, ktérych pewna para katéw wewnetrznych daje te sama
wartosé funkeji A(z,y). Pomocne w badaniach byloby zapewne lepsze poznanie wlasnosci funkcji x(z, y).
Jej wykres wykazuje pewna asymetrie, mozna pyta¢ o argument x dla jakiego funkcja ta przyjmuje
najwicksza wartos¢ dla danego y.

Ponadto, z moich obserwacji wynika, ze odpowiednie punkty wspdlne bokéw tréjkatow kappa dla danego
tréjkata sg wspétliniowe z odpowiednimi parami wierzchotkéw tego tréjkata i punktéw stycznosci okregu
wpisanego z przeciwleglymi bokami. Wynika z tego, ze proste te (w sumie trzy) sa wspélpekowe -
przecinaja sie¢ w jednym punkcie, ktéry nosi miano punktu Gergonne’a.

Kat x(%, ) odgrywa znaczaca rolg w publikacji opatrzonej numerem 4. w rozdziale Literatura. Majac

na przyklad dwadziescia czworo$cianéw foremnych o wspdlnym wierzchotku i obracajac je wokét osi,
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przechodzacych przez ten wierzcholek i srodki przeciwleglych podstaw, tak by zetknely sie $cianami,
otrzymamy czworosciany foremne obrécone wzgledem siebie o ten wtasnie kat. By¢ moze zagadnienie to
ma jakis Scislejszy zwiazek z tréjkatami kappa niz tylko miara tych katéw.
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