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Streszczenie.

Praca Jadwigi Czyzewskiej ,,Kolorowanie ptaszczyzny, prostych i okregéw” [I] odpowiada na
pytania dotyczace ograniczen na liczbe koloréw uzytych do pokolorowania plaszczyzny R? w
zaleznosci od ograniczen na liczbe koloréw znajdujacych si¢ na prostej czy okregu. W niektorych
przypadkach odpowiedzia byto ,nieskonczonos¢”, czyli ze mozna uzy¢ dowolnie duzej liczby
kolorow. W tej pracy rozpatrzymy warunek ,kazda prosta zawiera co najwyzej trzy kolory”
ograniczajac si¢ do plaszczyzny Fp.

1 Wprowadzenie.

W calej pracy przez p oznaczamy liczbe¢ pierwsza nieparzysta. Definiujemy IF2 jako cialo otrzy-
mane przez rozszerzenie ciata F, o element w taki, ze w? = r, gdzie ( %) = -1. Zbiér F . sklada
sie wtedy z elementéw postaci a + bw, gdzie a,b € F),, a ich dodawanie i mnozenie jest zdefi-
niowane zgodnie z zasadg w? = r. Latwo zauwazy¢, ze jest to rzeczywiscie cialo. Definiujemy
tez sprzezenie a +bw = a — bw dla a,b € F,, oraz norme N(z) = 27 € F, dla x € Fj2. Zauwaz-

my, ze dla dowolnych wy,ws takich, ze w} = rq,w? = ry, gdzie (%) = (%) = -1, ciala F,(w)

i Fp(w2) sa do siebie izomorficzne, gdzie izomorfizm ¢ : F,(wy) = F,(w2) jest zadany reguta
d(a+bwy) = a+btws, gdzie a,belF,, at?= L (t ey, bo 1 jest reszta kwadratowa). Zatem nie
ma znaczenia, ktérag doktadnie reszte wybierzemy jako r do konstrukcji.

1.1 Proste w F.

Zbior I(A,B) = {A+x(B-A):xelF,}, gdzie A, B € Fj2, A #+ B nazywamy prostq. Interpre-
tacja geometryczng [(A, B) jest linia prosta przechodzaca przez punkty A, B. Wykazemy kilka
wlasnosci pokazujacych, ze proste w IF,2 zachowuja sie jak proste w R2.

Wtasnoéé 1. Dla kazdych A,B €F 2, A+ B zachodzi [l(A, B)| = p.
Dowdd. Zgodnie z definicja [(A,B) = {A+x(B - A):z €F,}, za$ elementy A+ z(B - A) sa

parami rézne dla parami réznych x, wiec |I[(A, B)| = |F,| = p. O
Zauwazmy, ze przeksztalcenie afiniczne dane wzorem f(P) = KP + L, gdzie P, K, L € F,

przerzuca proste na proste.

Wtasnoséé 2. Dla dowolnych A, B,C,D €2, A# B,C # D zachodzi
(A, B) nI(C, D)| € {0,1,p}.

Jezeli [Il(A, B)nl(C, D)| 1, to proste [(A, B) i l(C, D) nazywamy réwnoleglymi (co oznaczamy
I(A,B) || I(C,D)). Réwnoleglosé prostych zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy £=2 € F,, i jest
relacjg rownowaznosci.



Dowdd. Rozwazmy przeksztalcenie f(P) = 525 (P — A). To przeksztalcenie f nie zmienia war-

B-A (. B-A _ f(B)-f(4)

tosci ilorazu 2=, D-C = FD)-FO) i przeksztalca proste na proste. Zatem mozemy zastapic¢

punkty A, B,C, D punktami f(A) =0, f(B) =1, f(C), f(D).

Niech A = 0, B = 1. Liczba punktow w przecieciu prostych jest rowna liczbie rozwigzan
rownania z = C' +y(D - C) dla z,y € F,,, co oznacza, ze C +y(D - C) € F,. Niech C = ¢; + cow
i D =dy + dyw. Wtedy réwnanie przyjmuje postaé ¢z + y(da — ¢2) = 0, co ma dokltadnie jedno
rozwiazanie, chyba ze dy — ¢y = 0, 1 wtedy mamy 0 lub p rozwiazan, a proste sa réwnolegte.
Ponadto dy —co =0« D - C €l,. czyli B-4 ¢ F,.

D-C
Zatem, jezeli dla jakichs X,Y,Z,T,V,W I(X,Y) || (Z,T) i (Z,T) | [(V,W), to 3= =

%% eF,, czyli (X,Y) || LI(V,W). Wigc relacja rownolegtosci jest przechodnia, co wraz ze
zwrotnoscia i symetrycznoscig oznacza, ze jest to relacja rownowaznosci. O]
Wtasnoéé 3. Dla kazdych A,B,C € F 2, A+ B istnieje D takie, ze [(A,B) || [(C, D).

Dowaéd. Wystarczy przyja¢ D = C + B — A, wtedy g—:‘é = % =1. O]

Witasnosé 4. Roznych prostych przechodzgcych przez punkt, i zarazem klas réownowaznosci
relacyi rownoleglosci jest p + 1.

Dowdd. Bez straty ogoélnosci zatézmy, ze rozwazamy liczbe prostych przechodzacych przez 0.
Dwie proste (0, B) i1(0, C') zgodnie z Wlasnoscia [2] sa rézne wtedy i tylko wtedy, gdy |1(0, B)n
1(0,C)] < 1, wiec 1(0, B)nl(0,C) = {0}. Wiec jezeli [(0, B) #1(0,C), te proste sa roztaczne poza
0, czyli dziela zbiér Fj2 \ {0} na roztaczne podzbiory. Kazdy z tych podzbioréw ma rozmiar
p-1, natomiast caly zbiér ma rozmiar p? -1, wiec liczba podzbioréw, a zarazem liczba prostych,

to ’% = p+ 1. Z Wlasnosci |3 wynika, ze te proste odpowiadaja kazdej klasie réwnowaznosci
relacji rownolegtosci. O

1.2 Okregi w Fpe.

Dla niezerowej reszty d € I, zbiér S(d) oznacza zbiér {P : N(P) = d}. W dalszej czesci pracy

nazywamy go okregiem, przez analogie do okregéw w R2.

Wtasnos$é 5. Dla kazdej prostej k i reszty d € Fy, zachodzi |k 0 S(d)] < 2.

Dowdd. Istotnie, jezeli k =1(A, B), to kazdy punkt przeciecia jest wyznaczony przez réwnanie
N(A+(B-A)z)=d< N(A)+(A(B-A)+A(B-A))z+N(B-A)2?=d,

co jest nietozsamosciowym (bo B # A) réwnaniem drugiego stopnia w F,, czyli ki S(d) maja

co najwyzej dwa przeciecia. O]

Wtasnos$é 6. Dla kaidego niezerowego d € F,, S(d) # .

Dowdd. Zgodnie z definicja musimy znalez¢ takie a,b € F),, ze a® — rb?> = d. Rozwazmy ciag

d,2d,...,(p-1)d,0, i wezmy w nim ostatnia niezerowa niereszte kwadratowa c. Wtedy, z de-
finicji, ¢ + d jest resztg kwadratows, tak samo (C}/TT) = (i) / (g) =(-1)/(-1) = 1. Wezmy zatem
a?=c+dib?=clr. Wtedy a? -rb®=c+d-c=d, wiec a+bw € S(d). O

Wtlasnosé 7. Dla kazdego niezerowego d € F, mamy, ze |S(d)|=p+1.

Dowdd. Zauwazmy, ze jezeli N(P) = d (takie P istnieje z Whasnosci [6), to X € S(1) < PX
S(d) ze wzgledu na multiplikatywno$é normy. Zatem dla kazdego niezerowego d mamy |S(d)| =
|S(1)]. Zatem

P-1=[Fp~ {0} =S US@2)u...uS(p-1)| = (p- DIS(L)]
wiec

1
=p+1

SI=15(@)] =5
p



2 Gléwny rezultat.

Dla P € F,2 niech Col(P) oznacza kolor punktu P. Natomiast dla zbioru A niech Col(A) =
{Col(P) : P e A}. Ponadto niech I = Col(F,2). Gléwnym rezultatem tej pracy jest nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli p > 7 i dla kazdej prostej k c Fp |Col(k)| < 3, to [I'| < p+2. Tego
ograniczenia nie da Ssi¢ poprawic.

Dowdd. Dowiedziemy tego twierdzenia przez sprzecznos¢. Przez dalszy ciag pracy bedziemy
zaktadad, ze dla kazdej prostej k |Col(k)| < 3, oraz ze |I'| = p+ 3. Mozemy zalozy¢, ze |I'| = p+ 3,
poniewaz gdyby byto wiecej kolorow, mogliby$my kilka z nich utozsamic¢ bez szkody dla zatozen.

Lemat 1. Niech A to zbidr p+2 punktéw w F2. Wtedy istnieje prosta k taka, ze |k n A| > 3.

Dowdd. Zatdbzmy przez sprzecznosé, ze nie ma takiej prostej. Wezmy dowolng prosta k i wszyst-
kie do niej rownolegte. Na kazdej z nich lezy 2, 1, lub 0 punktow z A. Jednakze te wszystkie
proste pokrywaja )2, czyli suma punktow lezacych na tych prostych to p + 2, co jest liczbg
nieparzysta. Zatem w tej sumie musi si¢ przynajmniej raz pojawic¢ liczba nieparzysta, czyli 1.
Niech ten punkt lezacy na prostej, na ktorej lezy doktadnie jeden punkt, to P.

Rozwazmy wszystkie proste przechodzace przez P. Z Wtasnosci [ jest ich p + 1. Ponadto
wiemy, ze istnieje przynajmniej jedna prosta, na ktérej nie lezy zaden inny punkt z A poza P
zgodnie z definicjg P, co pozostawia nam p prostych, na ktérych moga leze¢ pozostate punkty
z A. Lecz pozostalych punktéw jest p+ 1, czyli z zasady szufladkowej ktores dwa z nich lezg na
jednej prostej wychodzacej z P. Zatem uzyskaliSmy taka prosta, na ktorej leza trzy punkty z
A, co daje sprzeczno$c. n

Lemat 2. Nie istniejqg takie proste ki, ko takie, Ze |Col(ky)| =|Col(ka)| =3 i Col(ky)n Col(ks) =
g.

Dowadd. Zatézmy, ze takie proste istnieja. Nie mogg sie przecinaé, poniewaz gdyby si¢ przecinaty,
ich zbiory koloréw nie bylyby roztaczne. Zatem ki || ks.

Poniewaz p > 7,1 |T'| =p+3, to |T'| > 10. Zatem |I' \ (Col(k;) u Col(ks))| > 4. Wezmy cztery
punkty o parami réznych kolorach spoza Col(k;) u Col(ks), niech to beda Py, P, Ps, Py. Niech
takze m; to prosta réwnolegta do k; przechodzaca przez P; dla i € {1,2,3,4}. Jezeli wszystkie
m; sa sobie réwne, to |Col(m;)| > 4 — sprzecznosé. Zatem niech bez straty ogdlnosci my # mo.
Wtedy [( Py, Py) || my, poniewaz Py ¢ my, gdyz my || ms. Zatem

|Z(P1,P2) N k’1| = |Z(P1,P2) N k’2| =1.

Oznacza to, ze |Col(I( Py, Py))nCol(ky)| = |Col(I( Py, P2))nCol(ky)| > 1, co daje |Col(I( Py, P2))| >
4 — sprzecznosc. 0

Lemat 3. Liczba punktow o danym kolorze nie przekracza 4.

Dowéd. Zat6zmy, ze liczba punktéw o kolorze F wynosi co najmniej 5. Poniewaz |I'| = p + 3, to
'~ {F}| =p+2. Niech Py, Ps,..., Pya to punkty o parami réznych kolorach réznych od F. Z
Lematu [1] istnieje prosta przechodzaca przez 3 z nich, nazwijmy ja k. Bez straty ogdlnosci k
przechodzi przez punkty Pi, P, P;. Niech Q = {Fy,..., Pyia}.

Niech 5 punktéw o kolorze F to Fy, Fy, F3, Fy, F5. Niech takze fi; = ((F;, Fj) dlal1<i<j<5,
i®={f;:1<i<j<b}, gdzie ® jest traktowane jako multizbiér. Zauwazmy, ze na kazdej
z prostych f € ® moze leze¢ co najwyzej jeden z punktéow z (), poniewaz gdyby dwa z tych
punktéw lezaly na f, k i f przeczylyby Lematowi [2] Poniewaz |®| = 10, to wsréd punktéw z Q
co najwyzej 5 z nich lezy na co najmniej dwoch prostych z ®. Lecz |Q| = p—1 > 6, wiec istnieje



punkt z @) lezacy na co najwyzej jednej z prostych f;;. Bez straty ogélnosci ten punkt to Py, a
prosta to fis.

Niech R = {Fy, F3, Fy, Fs} u@Q ~ {P;}. Rbznych prostych przechodzacych przez Py jest p+ 1,
lecz |R| = p + 2, wiec istnieja dwa punkty z R lezace na tej samej prostej m wychodzacej z
Py, nazwijmy je X,Y. Gdyby Col(X) # Col(Y), |Col(m)| = [{Col(X),Col(Y),Col(Py)}| =3, a
zarazem Col(m)nCol(k) = @ — sprzecznos¢ z Lematem [2] Zatem Col(X) = Col(Y), a jedynymi
punktami o tym samym kolorze w R sg I, Fs, Iy, F5. Lecz gdyby X = F;, Y = F};, P) nalezaloby
do prostej fi; dla (4,7) # (1,2), co daje sprzecznos¢ z definicja Py. ]

Wréémy teraz do gtéwnego twierdzenia. Lemat |3 méwi nam, ze dla kazdego koloru liczba
punktéw w danym kolorze wynosi co najwyzej 4. Poniewaz koloréw jest p+3, daje to, ze punktow
ogotem w [F,2 moze by¢ co najwyzej 4(p+3) =4p + 12. Lecz |[Fj2| = p? = p(p—2) + 14 > 4p + 12
— sprzecznosé. Zatem nie da uzy¢ sie wiecej niz p + 2 koloréw.

Pozostaje pokazaé, ze istotnie p + 2 starczy. Takim kolorowaniem bedzie pokolorowanie
kazdego punktu w S(1) na inny kolor, i kazdego punktu spoza S(1) na jeden dodatkowy kolor.
Wtedy, z Wtasnosci , kazda prosta jest co najwyzej trzykolorowa, bo przecina S(1) w co
najwyzej dwoch miejscach. Jednoczesnie, z Wtlasnosci [7] |S(1)| = p + 1, wiec to kolorowanie
uzywa p + 2 koloréw.

O

3 Uwagi koncowe.

Powyzszy dowod dziata jedynie dla p > 7, i korzysta z tego zatozenia w kilku miejscach. Wia-
domo, ze dla p = 3 twierdzenie jest nieprawdziwe, poniewaz mozna wtedy pokolorowaé kazdy z
9 punktéw na inny kolor, tym samym przeczac |I'| < 5. Warto zwrécié uwage, ze maksymalny
mozliwy rozmiar zbioru I' dla p = 5 nie jest znany autorowi pracy — dolnym ograniczeniem jest
podany przyktad kolorowania na p + 2 = 7 koloréw, ale nie jest wykluczona mozliwos¢ istnienia
kolorowania na 8 koloréw. Ten nieintuicyjny fakt, ze tatwiej jest dowie$¢ to twierdzenie dla
wiekszych p (oryginalna wersja dowodu dziatala dopiero od p > 19), jest zwiazany z tym, ze
gdy plaszczyna jest wieksza, jest wiecej ,miejsca” na pojawienie sie nietrywialnych ograniczen
na kolorowanie.

Podany przyktad kolorowania na p + 2 koloréw jest adaptacja przyktadu podanego przez
Jadwige Czyzewska w [I] na to, ze da sie ptaszczyzne R? pokolorowaé nieskorniczona liczba
kolorow tak, zeby kazda prosta byta co najwyzej trzykolorowa.
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