Hexapawn wydtuzony

Wstep

Hexapawn to gra zastosowana przez Martina Gardnera, aby zilustrowac
zasady uczenia maszynowego. Jej reguty sg bardzo proste. Rozgrywka toczy
sie na planszy o wymiarach 3x3. W pierwszym rzedzie znajdujg sie trzy biate
piony, a w trzecim — trzy czarne piony. Piony poruszajg sie szachowo (biate
wzwyz, czarne w doét, zwykly ruch na wprost, bicie po skosie; brak tylko
mozliwosci podwdjnego skoku w pierwszym ruchu). Gracze wykonujg ruchy
naprzemiennie, zaczyna wiasciciel pionow biatych. Wygrywa ten, kto jako
pierwszy doprowadzi piona do przemiany Ilub zapatuje przeciwnika
(uniemozliwi mu ruch). W oryginalnym opisie Gardnera trzecim sposobem na
zwyciestwo byto zbicie wszystkich piondw przeciwnika, ale nie bedziemy
odtagd rozpatrywac tej reguty osobno, gdyz efektywnie jest ona pochodng
zasady pata: nie majgc piondw, nie mozna wykonac ruchu.
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Badajgc poszczegdlne mozliwosci przebiegu rozgrywki, tatwo zauwazyc, ze
przy najlepszej grze obu stron czarne muszg wygra¢, co zresztg byto
dokfadnie opisane w artykule Kamili tyczek ,Hexapawn, czyli czego mozna
nauczy¢ pudetka” (Delta, lipiec 2016). To budzi naturalng ciekawosc¢: co by
byto, gdyby wydtuzy¢ plansze? Nie zmieniajgc pozostatych regut, mozna dac
kazdemu graczowi po osiem piondéw na planszy 8x3 albo po tysigc pionow na
planszy 1000x3.

Zdawatoby sie, ze odpowiedZz na tak narzucajgce sie pytanie juz dawno
powinna by¢ znana. W Internecie brakuje jednak jakichkolwiek informacji na
ten temat. Najwyrazniej dotychczas rozpatrywano tylko (pod nazwg ,szachow
Dawsona”) wariant, w ktoérym istotnie kazdy gracz ma n pionéw na planszy
nx3 — bicie jest jednak obowigzkowe, co bardzo sptyca istote gry.

Po lekturze artykutu Marthy i Mateusza tackich ,Gra Grim i twierdzenie
Sprague'a-Grundy'ego” (Delta, czerwiec 2014) tatwo domyslic¢ sie, ze gra byla
rozpatrywana z obowigzkowym biciem dlatego, iz wowczas jest w oczywisty
sposoOb bezstronna (ang. impartial) — daje sie przeksztatci¢ rownowaznie do
postaci, w ktorej zestaw dostepnych ruchéw nie zalezy od tego, ktoéry gracz
ma je wykonac¢. Takie gry mozna analizowa¢ przy uzyciu tytutowego
twierdzenia Sprague'a-Grundy'ego, ktore daje bardzo obszerne mozliwosci.

Z tego powodu rozwazania w niniejszym artykule nad problemem hexapawna
wydiuzonego bedg podzielone na pie¢ watkdw. W pierwszym watku
zaprezentujemy przyktadowg rozgrywke; w drugim watku wykazemy, ze
hexapawn wydtuzony jest grg skonczong, rozstrzygalng i — wbrew pozorom —
bezstronng; w trzecim watku wesprzemy sie twierdzeniem Sprague'a-




Grundy'ego, aby udowodni¢ poprawnos¢ wzorow rekurencyjnych
okreslajgcych tak zwane nimbery dla kolejnych wartosci n; w czwartym watku
pokazemy program komputerowy stuzgcy pomocg w tych obliczeniach i
pozwalajgcy odnalezC wzorce okresowe; w pigtym watku wykazemy
prawdziwos¢ tych wzorcow, co pozwoli nam rozstrzygngC hexapawn
wydtuzony.

Watek 1
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Najdtuzsza gra, jakg mozna rozegraC przy uzyciu zwyktego zestawu
szachowego. Pierwszy ruch nalezy do biatych.
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Biate ruszyty pionem. Czarne muszg go pobi¢, w przeciwnym razie grozi
promocja.
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Teraz pion czarnych stanowi zagrozenie i biate muszg go pobic.
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Ruch czarnych. Pierwszy raz widac¢ roznice w stosunku do szachéw
Dawsona: czarne nie muszg bi¢ piona, cho¢ majg takg mozliwosc.
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Biate takze nie muszg bic piona, ale decydujg sie to zrobic.
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Pion grozi promocjg na trzy sposoby i nie pozostawia czarnym wyboru:
muszg go pobic.
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Ruch biatych. Jak wida¢, w tym momencie gra 8x3 podzielita sie na dwie
osobne gry (3x3 oraz 1x3).
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Po ruchu biatych pozostata juz tylko gra 3x3. Czarne zaczynajg, a zatem
muszg przegrac.
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Ruch biatych. Bicie jest konieczne.
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Niezaleznie od tego, ktérym pionem pobijg czarne, ich los jest przesgdzony.
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Ruch biatych. Bicie bytoby btedem
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Czarne majg tylko jeden dostepny ruch.
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W szachach Dawsona pozycja biatych bytaby przegrana, a w rozpatrywanym
przez nas wariancie jest wygrana.
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Biate mianowaty hetmana i tym samym rozstrzygnety partie na swojg korzysc.
Jak wkrotce pokazemy, przy optymalnej grze obu stron biate istotnie powinny
wygrac rozgrywke 8x3.

Watek 2

Lemat 1: kazda partia zostanie zakonczona po skonczonej liczbie posuniec.
Istotnie, w kazdym ruchu jeden pion przesuwa sie 0 jeden rzad, a rzedy sg
tylko trzy, wiec ograniczenie dtugosci partii przez 4n posuniec jest oczywiste.
De facto mozna wyprowadzi¢ duzo mocniejsze ograniczenie, ale nie jest to
do niczego potrzebne.

Lemat 2: partia nie moze sie zakonczyC inaczej niz zwyciestwem jednej ze
stron. Zatbzmy, ze — przeciwnie — istnieje pewna pozycja, w ktorej partia jest
zakonczona, ale zadna ze stron nie wygrata. Wéwczas (zgodnie z regutami
okreslajgcymi zwyciestwo) zaden z piondw nie znajduje sie w trzecim rzedzie
ze swojej perspektywy (poniewaz wowczas dysponujgca nim strona
wygrataby), a gracz majgcy wykonac¢ ruch dysponuje pewnym poprawnym
posunieciem (inaczej wtasnie by przegrat, zgodnie z regutg pata). Wobec
tego partia — sprzecznie z zatozeniem — nie jest zakonczona, co poprzez
reductio ad absurdum konczy dowod lematu drugiego.

Twierdzenie 1: w hexapawnie w kazdej pozycji jeden z graczy dysponuje
strategig wygrywajgcg. Zatézmy, ze — przeciwnie — istnieje pewna pozycja P,
w ktorej zaden z graczy nie dysponuje strategig wygrywajgca.
Lemat 3: jezeli istnieje taka pozycja P, mozna z niej dojs¢ pojedynczym
legalnym ruchem do przynajmniej jednej innej pozyciji f(P) o takiej samej
charakterystyce. Gdyby bowiem nie byto to mozliwe, we wszystkich
pozycjach bezposrednio wywodzgcych sie z P (czyli takich, do ktérych
mozna dojs¢ z P pojedynczym legalnym ruchem) jeden z graczy
dysponowatby strategig wygrywajgcg. Wobec tego zachodzitaby jedna z
dwoch ewentualnosci.
Pierwsza ewentualnos¢: we wszystkich pozycjach bezposrednio
wywodzgcych sie z P gracz rozpoczynajgcy ma strategie wygrywajaca.
W takim przypadku w P gracz drugi miatby strategie wygrywajgcg, co
bytoby sprzeczne z zatozeniem.
Druga ewentualnosc: istnieje pozycja g(P) bezposrednio wywodzgca
sie z P, w ktérej gracz drugi ma strategie wygrywajgca, czyli w P gracz
rozpoczynajgcy ma strategie wygrywajgcg (ktorej pierwszy element
polega na przejsciu do g(P)). To takze bytoby sprzeczne z zatozeniem,
ze w P zaden z graczy nie ma strategii wygrywajgce,.
W ten sposob dowiedlismy przez reductio ad absurdum, ze istnieje
opisana przez nas pozycja f(P).
Nazwijmy nieistnienie strategii wygrywajgcej dla zadnego 2z graczy
wiasnoscig S. W Swietle lematu 3, z istnienia pozycji P o wlasnosci S wynika



istnienie pozycji f(P) o witasnosci S, pozycji f(f(P)) o wtasnosci S i ogotem
istnienie pozycji f(P) o wlasnosci S dla kazdego naturalnego k. Z lematu 1
wynika jednak, ze istnieje pewne naturalne m bedgce kresem gérnym
dtugosci wszystkich mozliwych partii zaczynajgcych sie z pozycji P. Stosujgc
lemat 2, stwierdzamy teraz, ze najdalej po m ruchach pojawia sie pozycja, w
ktorej gracz drugi dysponuje strategia wygrywajgcg (a w szczegdlnosci:
witasnie wygrat swoim ostatnim posunieciem poprzez promocje lub
zapatowanie). Dlatego istnieje pewne | (ISm), dla ktérego f(P) nie dysponuje
wlasnoscig S (partia wiasnie sie zakonczyta, gracz drugi dysponuje strategig
wygrywajgcg). Jak jednak pokazaliSmy, z istnienia pozycji P o wtasnosci S
wynikatoby cos wprost przeciwnego (a z prawdy fatsz nie wynika). W ten
sposoOb pokazaliSmy przez reductio ad absurdum, ze pozycja P nie istnieje,
co konczy dowdd twierdzenia pierwszego.

Uwaga ogdlna: twierdzenie 1 jest podprzypadkiem szerszego twierdzenia
mowigcego, ze w kazdej skonczonej, dwuosobowej, pozbawionej remiséw
grze o petnej informaciji istnieje strategia wygrywajgca dla jednego z graczy.
Przyjmijmy teraz nastepujgce oznaczenia: pozycje sktadajgca sie z dwodch
rzedow piondw w miejscach poczatkowych o dtugosci k bedziemy nazywali
P(k); pozycje o takiej samej charakterystyce, w ktérej jednak jeden z pionow
skrajnych gracza drugiego jest wysuniety do rzedu srodkowego, bedziemy
nazywali P'(k); pozycje o takiej samej charakterystyce, w ktorej jednak jeden
z pionodw nieskrajnych gracza drugiego jest wysuniety do rzedu srodkowego,
bedziemy nazywali P'(x)-P'(y) (x, y>1), gdzie x to liczba kolumn od lewego
kranca planszy do wysunietego piona, a y to liczba kolumn od wysunietego
piona do prawego kranca planszy.
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P'(3)-P'(6) (przy ruchu czarnych)
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Zgodnie z tymi oznaczeniami, pozycje poczatkowg w grze 3xn bedziemy
okresla¢ jako P(n). Ruch lub wymuszong sekwencje ruchow, po ktorej
zmienia sie gracz majgcy posuniecie, nazwiemy ,przejsciem”; wymuszong
sekwencje, po ktérej gracz majgcy posuniecie nie zmienia sie, nazwiemy
,2utozsamieniem” (przy czym w dalszym toku rozwazan rozpoczecie takiej
sekwencji prowadzgcej z pozycji a do pozycji b réwniez okreslimy jako
utozsamienie pozycji a i b, wzglednie powiemy o ,utrzymaniu sie przy pozycji
b”).

Lemat 4: dysponujgc pozycjg P'(k), aby unikng¢ porazki, mozna jedynie
przejs¢ do P'(k-1) lub utozsami¢ jg z P(k-2). Rzeczywiscie, w pozycji P'(k)
wysuniety pion skrajny grozi promocjg w nastepnym ruchu, a zapobiec temu
mozna jedynie na dwa sposoby: bijgc go lub ruszajgc sie pionem sgsiednim.
Pierwszy sposob: jezeli sie go pobije, gracz drugi bedzie oczywiscie
zmuszony odbi¢, a zatem pozycja P'(k) zostanie wtedy utozsamiona z
pozycjg P(k-2): dwa piony wzajemnie zablokowane i pozbawione sgsiadow
rownie dobrze mozna by zdjg¢ z planszy.
Drugi sposéb: jezeli wybierze sie ruch pionem sgsiednim, dwa piony skrajne
ponownie okazg sie wzajemnie zablokowane. Ponadto bedg niezdolne do
interakcji z sgsiadami: ten wysuniety nie otrzyma juz nigdy mozliwosci bicia,
ten cofniety zas wprawdzie moze jg otrzymac, ale nie bedzie wéwczas mogt
jej zrealizowa¢, gdyz umozliwitby temu wysunietemu natychmiastowg
promocje. Piony te wiec znow mozna by zdjg¢ z planszy, co oznacza
przejscie z P'(k) do P'(k-1).
Pozycja omawiana w sposobie drugim (ruch czarnych). Skrajny prawy pion
czarny juz nigdy nie bedzie mdégt wykonac ruchu.

4 &4 &2 12 2
A1 &

A | &1 8 4 &

Skrajny prawy pion biaty moze otrzymaé szanse wykonania ruchu, ale
zrobienie tego oznaczatoby natychmiastowg porazke.

F S S 3
F S 3
& | &1 8 &4 &




Jak widac¢, obydwa skrajne prawe piony rownie dobrze mozna by zdjgc.
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To konczy dowdd lematu czwartego.

Lemat 5: dysponujgc pozycjg P(k), mozna jedynie przejs¢ do P'(k) lub do
P'(x)-P'(y), gdzie x+y=k+1. Prawdziwos$¢ lematu wynika bezposrednio z
definicji wymienionych pozycji oraz z obserwacji, ze jedyng mozliwoscig w
pozycji P(k) jest ruch do przodu dowolnie wybranym pionem.

Lemat 6: jezeli kolumna K jest pusta, czesci rozgrywki po jej lewej i prawej
stronie réwnie dobrze mozna traktowacC jako toczgce sie na niezaleznych
planszach. Wynika to wprost z opisanych wyzej zasad poruszania sie pionow.
Jak tatwo zauwazy¢, pozycja typu P' wymaga natychmiastowego
przeksztatcenia dla unikniecia porazki, a zatem zadna suma niezaleznych
pozycji uzyskana w wyniku optymalnej rozgrywki nie bedzie zawierata wiecej
niz jednej pozycji typu P'.

Lemat 7: dysponujgc pozycjg P'(x)-P'(y), mozna jedynie utozsami¢ jg z
dwiema niezaleznymi pozycjami P(x-2) i P'(y) lub z dwiema niezaleznymi
pozycjami P'(x) i P(y-2). Zauwazmy przede wszystkim, ze wysuniety pion
zagraza promocjg na dwa sposoby, zatem dla unikniecia natychmiastowej
porazki trzeba go pobi¢ (co takze mozna uczyni¢ na dwa sposoby). Pion
uzyty do bicia zagraza nastepnie promocjg az na trzy sposoby, wiec gracz
odpowiadajgcy takze musi dokonaé bicia. Chcemy udowodni¢, ze musi
odpowiedzie¢ symetrycznie (na bicie z lewej odpowiedzieé biciem z lewej, a
na bicie z prawej — biciem z prawej). W tym celu przesledzmy przebieg
rozgrywki.

Analizowana pozycja.
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Czarne muszg bic. Bijg — przyktadowo — z lewe.
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Biate muszg bi¢. Zobaczmy, co statoby sie, gdyby pobity asymetrycznie.
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Czarne dysponujg teraz doskonatg odpowiedzig.
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Biate mogg unikng¢ natychmiastowej porazki tylko w jeden sposob.
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Nie wystarcza to jednak na dtugo
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Biate majg ruch, ale nie mogg unikng¢ porazki w nastepnym posunieciu.
Rozgrywka przebiegataby tak samo niezaleznie od liczby kolumn po lewej i
po prawej stronie (ewentualnie mogtaby ulec skréceniu o dwa ruchy bez
zmiany wyniku, gdyby kolumna pusta na ostatnim diagramie byta pusta juz od
poczagtku).

Wobec tego bicie asymetryczne zawsze przegrywa: na bicie z lewej trzeba
odpowiedzie¢ biciem z lewej. Dowod faktu, ze na bicie z prawej trzeba
odpowiedzie¢ biciem z prawej — jest catkowicie analogiczny. Zgodnie z
podanymi wyzej definicjami, cigg dwoch bi¢ z lewej oznacza utozsamienie
pozycji P'(x)-P'(y) z sumg dwdch niezaleznych pozycji P(x-2) i P'(y), za$ ciag
dwoch bi¢ z prawej oznacza utozsamienie pozycji P'(x)-P'(y) z sumg dwdch
niezaleznych pozycji P'(x) i P(y-2), co konczy dowod lematu si6dmego.

Twierdzenie 2: z lematow 4—-7 wynika — wprost z definicji — bezstronnos¢
hexapawna. Jak pokazujg te lematy, pozycja typu P przy poprawnej grze
moze wyewoluowac tylko w pozycje typu P' lub w sume niezaleznych pozyciji
typu P i P', zas pozycja typu P' moze wyewoluowacé tylko w pozycje typu P lub
P'. Lematy te opisujg wszystkie mozliwe i nieprowadzgce do natychmiastowe;j
porazki ruchy z tych pozycji, nigdzie nie czynigc rozroéznienia pomiedzy
ruchami mozliwymi dla biatych a ruchami mozliwymi dla czarnych. Gra jest
zatem bezstronna, a scislej rzecz biorgc — jest bezstronna, gdy zaczyna sie z
pozycji typu P, przy czym obie strony grajg optymalnie. Co wiecej, lematy te
pokazujg, ze kazda optymalna rozgrywka musi byC rozstrzygnieta poprzez
regute pata: dopuszczenie do promocji jest zawsze wynikiem popetnionego
btedu.



Watek 3

Na potrzeby dalszych rozwazanh przypomnijmy tres¢ twierdzenia Sprague'a-
Grundy'ego. Kazdej mozliwej pozycji w grze przydzielimy pewng wartos¢
numeryczng zwang nimberem. Nimber bedzie zdefiniowany jako mex (czyli
najmniejsza wartos¢ nieobecna sposrdd liczb catkowitych nieujemnych)
zbioru nimberow pozycji, do ktérych mozna dojs¢ z danej pozycji
pojedynczym ruchem; w szczegolnosci, nimberem pozycji patowej bedzie 0.
(Taka definicja ma sens tylko wtedy, gdy rozwazana gra jest bezstronna.)

Lemat 8: gracz drugi ma strategie wygrywajgcg w danej pozycji wtedy i tylko
wtedy, gdy jej nimber wynosi 0. Rzeczywiscie: zgodnie z definicjg, z kazdej
pozycji o nimberze dodatnim mozna przej$¢ do pozycji o nimberze 0, lecz z
zadnej pozycji o nimberze 0 nie mozna przejs¢ do pozycji o nimberze 0.
Strategia wygrywajgca gracza drugiego polega na tym, aby przy kazdym
kolejnym ruchu przechodzi¢ do pozycji o nimberze 0 (jak pokazalismy,
zawsze bedzie to mozliwe). Poniewaz jedynym mozliwym sposobem
zakonczenia gry jest pat, ktory moze przydarzyC sie jedynie w pozycji o
nimberze 0, gracz drugi musi wygrac. Jezeli nimber pozycji poczgtkowej jest
rozny od O, strategia wygrywajgcg dysponuje gracz pierwszy: musi w
pierwszym ruchu przejs¢ do pozycji o nimberze 0, a dalej — jak wyze,.

Twierdzenie 3 (Sprague, Grundy): jezeli partnerzy rozgrywajg pewng liczbe
gier bezstronnych i rozstrzyganych przez regute pata jednoczesnie, przy
czym kazdy w swojej kolejce wykonuje ruch na doktadnie jednej planszy,
gracz drugi dysponuje strategig wygrywajgcg wtedy i tylko wtedy, gdy xor
(alternatywa wykluczajgca w zapisie bitowym) nimberow poszczegdlnych gier
wynosi 0. Jak wiadomo, xor liczb catkowitych nieujemnych zawsze jest liczbg
catkowitg nieujemng; co wiecej, suma niezaleznych pozycji patowych ma xor
nimberow rowny 0, gdyz xor pewnej liczby zer to zero. Dlatego — jezeli uda
nam sie wykazac, ze z kazdej sumy niezaleznych pozycji o xorze nimberéw
wiekszym od 0 mozna przejs¢ do sumy niezaleznych pozycji o xorze
nimberdw rownym 0, a z zadnej sumy niezaleznych pozycji o xorze nimberéw
rownym O nie mozna przejs¢ do sumy niezaleznych pozycji o xorze nimberow
rownym 0 — reszte dowodu mozna bedzie przeprowadzi¢ analogicznie do
powyzszego dowodu lematu ésmego.
Lemat 9: z Zadnej sumy niezaleznych pozycji o xorze nimberow
rownym O nie mozna przejs¢ do sumy niezaleznych pozycji o xorze
nimberéw réwnym 0. Aby to udowodni¢, oznaczmy przez P pozycje, w
ktérej chcielibysmy wykonac ruch. Zwréémy tutaj uwage na trzy wazne
witasnosci xora: jest on dziataniem tgcznym i przemiennym, a jedynag
wartoscig x spetniajgcg rownanie x xor a=0 dla ustalonego a jest x=a.
Jezeli zatem rozwazana suma niezaleznych pozycji ma xor nimberow
rowny 0, oznacza to, ze xor nimberow wszystkich tych pozycji z
wyjatkiem P jest rowny nimberowi P. Zgodnie z podanymi wiasnosciami



xora, dla utrzymania po posunieciu xora nimberéw wszystkich
rozwazanych pozycji rownego 0 nalezatoby wykonac ruch, ktéry nie
zmieni nimberu P. Nie jest to jednak mozliwe (zgodnie z definicjg
nimberu: mex zbioru nimberéw pozycji bezposrednio osiggalnych), co
konczy dowdd lematu dziewigtego.
Lemat 10: z kazdej sumy niezaleznych pozycji o dodatnim xorze
nimberow mozna przejS¢ do sumy niezaleznych pozycji o xorze
nimberéw rownym 0. Aby to udowodni¢, oznaczmy xor nimberow
wszystkich rozwazanych pozycji przez x. Jak zatozylismy, x jest
niezerowe, a zatem w jego =zapisie binarnym musi wystgpi¢
przynajmniej jedna jedynka. Przypusémy, ze najbardziej znaczgca
(potozona najdalej na lewo) jedynka wystgpi przy wspoétczynniku 2V.
Zgodnie z definicjg xora jako sumy bitowej bez przenoszenia, musi
istnie¢ przynajmniej jedna pozycja P, ktorej nimber w zapisie binarnym
ma réwniez jedynke przy wspoétczynniku 2. Oznaczmy ten nimber przez
p. Oznaczmy xor nimberow wszystkich pozostatych pozycji przez q.
Zauwazmy, ze (wobec tgcznosci xora) p xor g=x. Skoro najbardziej
znaczgca jedynka w zapisie binarnym x wystepuje przy wspotczynniku
2Y, dla kazdego z>y — zgodnie z definicjg xora — cyfry przy
wspotczynniku 22 muszg byc¢ takie same w p i w . Jak powiedzielismy,
p ma jedynke przy wspotczynniku 2Y, wiec q ma zero przy
wspoétczynniku 2Y. Dlatego p>q. Z tego wynika jednak (w Swietle definiciji
nimberu), ze istnieje pozycja o nimberze q bezposrednio osiggalna z
pozycji o nimberze p. Wobec tego wystarczy wybra¢ w celu wykonania
posuniecia pozycje P i przejs¢ z niej do pozycji o nimberze q, aby w
rezultacie przejs¢ do sumy niezaleznych pozycji o xorze nimberow
rownym 0, co konczy dowdd lematu dziesigtego.

Jak juz uprzednio pokazalismy, z lematow 8-10 wprost wynika twierdzenie

trzecie, ktore niezaleznie wyprowadzili Ronald Sprague w 1935 roku i Patrick

Grundy w roku 1939.

Dysponujgc tym narzedziem, mozemy przystgpi¢ do obliczania wartosci
nimberow w hexapawnie. W tym celu oznaczymy przez f(x) nimber pozycji
P(x), zas przez g(x) nimber pozycji P'(x).

Z oczywistych przyczyn f(0)=g(1)=0: obie te pozycje sg patowe. Z P(1) mozna
jedynie przejs¢ do P'(1), wiec f(1)=mex(0)=1.

Ciekawym przypadkiem jest g(2). Z P'(2) mozna przejs¢ do P'(1), mozna tez
utozsami¢ P'(2) z P(0). Oznacza to, ze kazda suma niezaleznych pozycji
zawierajgca P'(2) jest wygrana dla gracza rozpoczynajgcego, ktory moze
zlikwidowac¢ pozycje P'(2), decydujgc przy tym, czy w grze bedgcej sumg
pozostatych pozycji chce by¢ graczem rozpoczynajgcym, czy graczem
drugim (jak wiadomo, ktéry$ z nich musi dysponowac strategig wygrywajgca).
Dlatego g(2) jest wartoscig nieoznaczong. Mozna jednak zauwazy¢, ze skoro
przejscie do pozycji P'(2) zawsze oznacza porazke, pozycja ta rownie dobrze
mogtaby nie istnie¢ (brak mozliwosci ruchu nie jest pod zadnym wzgledem



gorszy od mozliwosci ruchu przegrywajgcego). To zatozenie pozwoli bez
trudnosci kontynuowac obliczenia. (Na marginesie warto dodaé, ze — jak sie
wkrétce przekonamy przy pomocy indukcji — P'(2) jest jedyng pozycjg o tej
szczegoblnej wiasnosci.)

Zdelegalizowanie pozycji P'(2) oznacza, ze z pozycji P(2) nie ma teraz
zadnych legalnych ruchéw, wiec f(2)=0. Z kolei P'(3) mozna jedynie
utozsami¢ z P(1), zatem g(3)=f(1)=mex(0)=1.

Skoro P'(2) jest pozycjg uniwersalnie wygrywajgca, przy przechodzeniu do
pozycji typu P'(x)-P'(y) nalezy zabroni¢ wybierania pozycji z x=2 lub y=2 (to
umozliwitoby przeciwnikowi utozsamienie swojej pozycji z pozycjg
zawierajgcg jako jeden ze sktadnikéw P'(2)). Dlatego z P(3) mozna przejs¢
wytgcznie do P'(3), co oznacza, ze f(3)=mex(1)=0.

Rozwazmy z kolei P'(4). Z P'(4) mozna przejs¢ do P'(3), mozna tez utozsami¢
P'(4) z P(2), pozbawiajgc sie mozliwosci wykonywania dalszych ruchow.
Dlatego jedyng wartoscig w zbiorze nimberdéw pozycji osiggalnych z P'(4) jest
1, wobec czego g(4)=mex(1)=0.

Podobnie do przypadku P(3), z P(4) mozna przejs¢ wytgcznie do P'(4), zatem
f(4)=mex(0)=1.

Rozpatrzmy P'(5). Niewatpliwie mozna stad przejs¢ do P'(4), co w zbiorze
nimberow pozycji osiggalnych z P'(5) umieszcza g(4)=0. Mozna takze
utozsamic¢ P'(5) z P(3), co daje jedynie mozliwos¢ przejscia do P'(3); skoro
g(3)=1, ta metoda dodaje do zbioru nimberéw pozycji osiggalnych z P'(5)
jedynke. Dlatego g(5)=mex(0, 1)=2.

Przy P(5) pierwszy raz pojawi sie nierozpatrywany dotad typ ruchu, gdyz z
P(5) mozna przejs¢ do P'(5) lub do P'(3)-P'(3). W tym drugim przypadku
odpowiadajgcy bedzie mogt jedynie utozsami¢ te pozycje z sumg
niezaleznych pozycji P'(3) i P(1). Nimber tej sumy to g(3) xor f(1)=1 xor 1=0, z
kolei g(5)=2, wiec f(5)=mex(0, 2)=1.

Rozwazmy P'(6). Jak wiemy, pozycja ta umozliwia jedynie utrzymanie sie
przy P(4) lub przejscie do P'(5). Jak stwierdzilismy powyzej, g(5)=2, zas zbior
nimberéw pozycji osiggalnych bezposrednio z P(4) sklada sie wytgcznie z 0.
Z tego powodu g(6)=mex(0, 2)=1.

Ciekawszym przypadkiem jest P(6). Z P(6) mozna przejs¢ do P'(6) lub do
P'(3)-P'(4) (oczywiscie P'(3)-P'(4) niczym sie nie ro6zni od P'(4)-P'(3)). W tym
drugim przypadku przeciwnik moze utozsami¢ te pozycje z sumami
niezaleznych pozycji P'(4) i P(1) lub P(2) i P'(3). Okazuje sie, ze g(4) xor
f(1)=0 xor 1=1, a takze f(2) xor g(3)=0 xor 1=1. Wskutek tego przejscie do
P'(3)-P'(4) oznacza, niezaleznie od wyboru gracza drugiego, przejscie do
pozycji o nimberze 1. Co wiecej, zachodzi takze g(6)=1, wiec z P(6) mozna
przejsc tylko do pozycji o nimberze 1: f(6)=mex(1)=0.

Wezmy pod uwage P'(7). Jak wiemy, pozycja ta umozliwia jedynie utrzymanie
sie przy P(5) lub przejscie do P'(6). Jak stwierdzilismy powyzej, g(6)=1, za$
zbior nimberdéw pozycji osiggalnych bezposrednio z P(5) sktada sie z0i 2. Z
tego powodu g(7)=mex(0, 1, 2)=3.



Lemat 11: jezeli f(x-2) xor g(y)#g(x) xor f(y-2), kazda suma niezaleznych
pozycji zawierajgca P'(x)-P'(y) jest wygrana dla gracza rozpoczynajgcego.
Istotnie: przypusémy, ze xor nimberow pozostatych pozycji z tej sumy wynosi
a. Na mocy twierdzenia 3 cata suma pozycji bytaby przegrana dla gracza
rozpoczynajgcego tylko w przypadku, gdyby xor nimberéw wszystkich tych
pozycji wynosit O; jedyng liczbg catkowitg nieujemng x spetniajgcg rownanie x
xor a=0 jest x=a. Skoro jednak f(x-2) xor g(y)#g(x) xor f(y-2), zachodzi f(x-2)
xor g(y)#a lub a#g(x) xor f(y-2). Gracz rozpoczynajgcy moze zatem utozsamic
pozycje P'(x)-P'(y) z tg spo$rod sum niezaleznych pozycji P'(x) i P(y-2), P(x-2)
i P'(y), ktéra bedzie miata nimber rézny od a. To zapewni mu posiadanie
strategii wygrywajgcej, co konczy dowdd lematu jedenastego.

Przeanalizujmy P(7). Z P(7) mozna przejs¢ do P'(7), P'(4)-P'(4) Iub
P'(3)-P'(5). Wiemy, ze g(7)=3. Jak tatwo spostrzec, nimber P'(4)-P'(4)=g(4)
xor f(2)=0 xor 0=0. Pozycje P'(3)-P'(5) przeciwnik mogtby utozsamié z
sumami niezaleznych pozycji P'(3) i P(3) lub P(1) i P'(5). Okazuje sie, ze g(3)
xor f(3)=1 xor 0=1, ale f(1) xor g(5)=1 xor 2=3. Dlatego — na mocy lematu
jedenastego — przejscie do pozycji P'(3)-P'(5) byloby zawsze przegrywajgcym
btedem i — podobnie jak w przypadku P'(2) — mozemy zignorowacé istnienie
takiej pozyciji, zatem f(7)=mex(0, 3)=1.

Rozwazmy P'(8). Jak wiemy, pozycja ta umozliwia jedynie utrzymanie sie
przy P(6) lub przejscie do P'(7). Jak stwierdziliSmy powyzej, g(7)=3, zas zbior
nimberéw pozycji osiggalnych bezposrednio z f(6) sktada sie z 1. Z tego
powodu g(8)=mex(1, 3)=0.

Rozpatrzmy P(8). Z P(8) mozna przejs¢ do P'(8), P'(3)-P'(6) lub P'(4)-P'(5).
Wiemy, ze g(8)=0. Jak tatwo spostrzec, nimber P'(3)-P'(6)=g(3) xor f(4)=f(1)
xor g(6)=1 xor 1=0. Okazuje sie, ze g(4) xor f(3)=0 xor 0=0, ale f(2) xor
g(5)=0 xor 2=2, wskutek czego przejscie do pozycji P'(4)-P'(5) bytoby zawsze
przegrywajgcym btedem. Stad wynika, ze f(8)=mex(0)=1.

W ten sposéb pokazalismy recznie, ze w rozgrywce na planszy o dtugosci 8
(w szczegolnosci na szachownicy) gracz rozpoczynajgcy powinien wygrac,
przy czym wygrywajgce sg (wedtug notacji szachowej) otwarcia pionami a, c,
f, h. Co jednak istotniejsze, niejako przy okazji opracowalismy algorytm
indukcyjny pozwalajgcy ustali¢ wartosci f(x) oraz g(x+2), jezeli dysponujemy
wartosciami f(a) dla kazdego 1<a<x oraz g(b) dla kazdego 1<b<x+2.

Wartosci poczagtkowe: f(0)=0; g(1)=0; f(1)=1; g(2) jest niezdefiniowane; f(2)=0;
9(3)=1; g(4)=0.

Krok indukcyjny: chcemy ustali¢ zbior Z nimberow pozycji, do ktérych mozna
przejs¢ bezposrednio z pozycji P(x); nastepnie bedziemy wiedzieli, ze
f(x)=mex(Z). Jak juz stwierdzilismy, w zbiorze Z znajdzie sie g(x). Znajdzie sie
w nim jeszcze g(a) xor f(x-1-a) dla 3<a<(x+1)/2, ale jedynie pod warunkiem,
ze g(a) xor f(x-1-a)=f(a-2) xor g(x+1-a). Wiemy takze, ze g(x+2)=mex(g(x+1),
Z), co wystarcza do wykonania kroku indukcyjnego.

Dowdd poprawnosci: wartosci poczatkowe wynikajg z podanych powyzej



rozwazan, kompletnos¢ opisywanych mozliwosci ruchu (a zatem wiasciwe
okreslenie zbioru Z) z lematoéw 4—7 oraz spostrzezenia o wykluczeniu pozycji
P'(2), rownosci f(x)=mex(Z) i g(x+2)=mex(g(x+1), Z) z twierdzenia 3, wreszcie
wymaog g(a) xor f(x-1-a)=f(a-2) xor g(x+1-a) z lematu 11.

Watek 4

Skoro dysponujemy teraz wzorem indukcyjnym okreslajgcym kolejne wartosci
funkcji f i g w czasie obliczeniowym okoto O(n?) (w n-tej iteracji trzeba
wykonac¢ okoto n operacji), naturalnym krokiem jest stworzenie programu
komputerowego obliczajgcego te wartosci, aby poszuka¢ wzorcéw. Oto taki
program, napisany w jezyku Free Pascal (z dodang numeracja linii co piec).

program hexapawn_3xn;

var

a, b, c,d,e,f g, h:longint;

t, u, mex: array[0..10000003] of longint;

begin s

writeln('Program oblicza nimbery w grze hexapawn 3xn. Wpisz, do kiedy.");
readin(a);

for b:=1 to a+2 do begin t[b]:=-1; u[b]:=-1 end;
u[1]:=0; t[1]:=1; u[3]:=1; t[2]:=0; u[4]:=0;
writeln('f(1)=1; g(3)=1;'); 1o

writeln('f(2)=0; g(4)=0;');

for b:=3 to ado

begin

mex[u[b]]:=1; d:=u[b];

for c:=3 to (b+1) div 2 do if u[c] xor t[b-1-c]=t[c-2] xor u[b+1-C] then 45
begin

mex[u[c] xor t[b-1-c]]:=1;

if u[c] xor t[b-1-c]>d then d:=u[c] xor t[b-1-C]
end;

e:=0; while u[b+2]=-1 do 2

begin

if (mex[e]=0) and (i[b]=-1) then t[b]:=e;

if (mex[e]=0) and (u[b+1]<>e) then u[b+2]:=¢;
inc(e)

end; 2

for f:=0 to d do mex[f]:=0;

writeln('f(", b, )=, t[b], '; g(’, b+2, ")=', u[b+2], ;")
end;

writeln(‘obliczenia skonczone.');

readln 3o

end.



W linii 1 podana jest nazwa programu; linie 2—4 definiujg zmienne; linia 5
rozpoczyna program; linia 6 wypisuje informacje dla uzytkownika. W linii 7
wczytywana jest zmienna a, ktéra bedzie opisywata dtugos¢ dziatania
programu (wartosci f(n) zostang wypisane do n=a, wartosci g(n) do n=a+2).
Linia 8 to przygotowanie do uzytku tablic (tablica t bedzie odpowiadata za
wartosci funkcji f, tablica u za wartosci funkciji g). Linia 9 powiadamia program
o kilku pierwszych warto$ciach tych funkcji (rozpoczecie indukciji); linie 10—11
powiadamiajg uzytkownika o tych pierwszych wartosciach — schemat
wypisywania bedzie wygladat tak, ze w jednej linii zostang zawsze wypisane
f(n) i g(n+2).

Linie 12—-13 otwierajg gtdwng petle programu (zmienna tej petli typu ,for” to
b). W linii 14 przydzielamy komdrce tablicy mex o indeksie u[b] (czyli g(b))
wartos¢ 1. Tablica mex bedzie stuzyta do zapamietywania zbioru Z, czyli
nimberdéw, do ktorych mozna dotrze¢ bezposrednio z pozycji P(b). Komorka
tablicy mex o indeksie obecnym w zbiorze Z bedzie miata wartos¢ 1, komérka
o indeksie nieobecnym w zbiorze Z — wartos¢ 0. Poniewaz g(b) niewatpliwie
nalezy do zbioru Z (zgodnie z opisem algorytmu indukcyjnego), wpisujemy te
wartos¢ od razu. Dodatkowo nadajemy zmiennej d wartos¢ g(b) — zmienna ta
bedzie stuzyta do zapamietania aktualnej dtugosci tablicy mex.

W liniach 15-16 otwiera sie petla dziatajgca od 3 do (b+1)/2 (zmienna petli
nosi nazwe c¢) z warunkiem wykonania g(c) xor f(b-1-c)=f(c-2) xor g(b+1-c). W
linii 17 — zgodnie z opisem algorytmu indukcyjnego — uzupetniamy tablice
mex, czyli zbiér Z. W linii 18 aktualizujemy zmienng d (dtugosc¢ niezerowego
fragmentu tablicy mex), o ile jest to niezbedne. Linia 19 kohczy wykonanie tej
zagniezdzonej petili.

Linie 20—21 rozpoczyna nastepng podpetle, tym razem typu ,while”. Zmienng
petli bedzie e, ktéremu na poczatku przydzielamy wartos¢ 0 (dlatego, ze 0
jest najmniejszg mozliwg wartoscig funkcji mex). Petla bedzie dziata¢ dopdty,
dopdki nie zostanie ustalona wartos¢ g(b+2). W linii 22 sprawdzamy, czy
zachodzg naraz dwa warunki: mex[e]=0 (czyli e nie nalezy do zbioru Z) oraz
tlb]=-1 (czyli wartos¢ f(b) nie jest jeszcze ustalona, a zatem e jest
najmniejszym elementem nieobecnym w zbiorze Z). Jezeli tak, przydzielamy
f(b) wartos¢ e. W linii 23 réwniez sprawdzamy, czy zachodzg naraz dwa
warunki: mex[e]=0 (czyli e nie nalezy do zbioru Z) oraz g(b+1)#e (czyli e nie
jest réwne jedynej wartosci nimberu spoza Z, do ktérej mozna przejsc
bezposrednio z pozycji P'(b+2)). Jezeli tak, przydzielamy g(b+2) wartos¢ e i
bedzie to ostatnia iteracja tej podpetli. Zauwazmy, ze — zgodnie z algorytmem
— g(b+2) nigdy nie moze zostaC ustalone przed f(b). Linia 24 stuzy do
zwiekszenia wartosci e o 1. sprawdzajgc kolejne liczby poczgwszy od O,
trzeba w koncu znalez¢ wartos¢ funkcji mex, gdyz liczba elementéw zbioru Z
jest skonczona (a nawet, jak wynika z algorytmu, mniejsza od n — dlatego
ztozono$¢ wynosi O(n?)). Linia 25 koriczy wykonanie tej zagniezdzonej petli.
W linii 26 tablica mex ulega wyczyszczeniu — do efektywnego wykonania tej
operacji byta potrzebna zmienna d. Samej zmiennej d nie trzeba zerowac,
gdyz jej wartos¢ zostaje odnowiona na poczagtku kazdego kolejnego



wykonania gtéwnej petli (linia 14). Linia 27 powiadamia uzytkownika
programu o wartosciach f(b) i g(b+2); linia 28 konczy wykonanie gtownej petli.
a linia 29 informuje o zakonczeniu (,obliczenia” matg literg, poniewaz
poprzednia linia wyjscia konczy sie srednikiem, a nie kropkg). Linia 30
dodana jest po to, aby program nie wytgczyt sie od razu i rezultaty obliczen
byty mozliwe do odczytania; po wecisnieciu przycisku ,enter” program sie
konczy, co zapewnia linia 31.

Uruchomienie programu z wartoscig a=200 pozwala dojs¢ do cennych
wnioskéw. Okazuje sie, ze wartosci obydwu funkcji (f i g) tworzg cykle o
okresie 10. Cykle te mozna tatwo ujgé w postaci tabeli.

n mod 10 f(n) g(n)
0 0 4
1 1 0
2 0 2
3 0 1
4 1 0
5 1 4
6 0 1
7 1 2
8 1 0
9 0 1

Jak pokazuje program, od tego wzorca (przy a=200) dla funkcji f nie ma
zadnych odstepstw, za$ ostatnim odstepstwem dla funkcji g jest g(65)=3.

Watek 5

Twierdzenie 4: wzigwszy pod uwage podany wyzej wzor indukcyjny, jezeli
cyklicznos¢ funkcji f i g utrzymuje sie dostatecznie dtugo, bedzie sie
utrzymywac zawsze. Aby to udowodniC, przypuscémy, ze istnieje pewna
wartos¢ a, dla ktorej przy b>a+10 i b<3a zachodzi zawsze f(b)=f(b-10),
g(b+2)=g(b-8). (Istotnie, opisany w watku czwartym program pokazuje, ze
a=64 spetnia te warunki.) Teraz przypuscmy, ze istniatoby jednak takie
najmniejsze x>a, iz zachodzitoby f(x)#f(x-10) Iub g(x+2)#g(x-8). Jak
pamietamy, w koncowej czesci watku 3 jest zdefiniowany taki zbior Z, ze
f(x)=mex(Z), zas g(x+2)=mex(g(x+1), Z). Zgodnie z zatozeniem, niewatpliwie
g(x+1)=g(x-9), zatem nasze przypuszczenie mogtoby byé prawdziwe jedynie
wtedy, gdy wartosci mex(Z) bytyby rézne dla x i dla x-10. W zbiorze Z (dla x)
znajduje sie g(x), ale wiemy takze, ze g(x)=g(x-10). Pozostaje jeszcze fakt, iz
zbiér Z jest tworzony przez wartosci g(c) xor f(d), gdzie c+d=x-1. Gdyby
zatem zbior Z(x) miat zawierac liczbe nieobecng w zbiorze Z(x-10), musiataby



istnie¢ taka para c, d, ze g(c) xor f(d)#g(c) xor f(d-10) oraz g(c) xor f(d)#g(c-
10) xor f(d). To jednak jest niemozliwe, z zatozen wynika bowiem, ze jezeli
d=c, f(d)=f(d-10); jezeli zas c=d, g(c)=g(c-10). Stad zbidr Z(x) nie zawiera
zadnej liczby nieobecnej w zbiorze Z(x-10). Dowdd, ze zbidr Z(x-10) nie
zawiera zadnej liczby nieobecnej w zbiorze Z(x) — jest zupetnie analogiczny.
Poprzez sprowadzenie do sprzecznosci konczy to dowod twierdzenia
czwartego.

Znajomos¢ wynikow obliczen wykonanych przez podany w watku czwartym
program komputerowy pozwala teraz stwierdzi¢, ze w hexapawnie 3xn gracz
rozpoczynajgcy ma strategie wygrywajgcg dla n konczgcego sie (w zapisie
dziesietnym) cyframi 1, 4, 5, 7, 8; gracz drugi zas — gdy n konczy sie cyfrg 0,
2,3,6Iub 9.

Cho¢ ten wniosek konczy rozwazania bedgce podmiotem niniejszej pracy,
bynajmniej nie jest to rozstrzygniecie wszystkich dylematow zwigzanych z
hexapawnem. Oto pie¢ propozycji zagadnien otwierajgcych dalsze pole do
badan.

Jaki jest oczekiwany wynik w hexapawnie 3xn rozgrywanym tak, aby celem
gry byto zmuszenie przeciwnika do promociji lub zapatowania? (Anglicy takg
gre na opak okreslajg eleganckim sformutowaniem to play under a misere
condition.)

Jaki jest oczekiwany wynik w hexapawnie mxn, rozgrywanym normainie lub z
uzyciem warunku misere?

Jaki jest oczekiwany wynik przy dowolnym z powyzszych zatozen, ale przy
uzyciu pionow Beroliny (ktore poruszajg sie skosem, a bijg na wprost)?

Czy hexapawn (w ktorymkolwiek z wymienionych wariantow) daje sie
przenies¢ na siatke szesSciokgtng?

Czy istnieje sposbéb na takie przeksztatcenie tej gry, aby mogty w nig graé
wiecej niz dwie osoby jednoczesnie?

Czytelnik moze czué sie zachecony do rozwazania powyzszych pytan lub do
poszukiwania wtasnych wariantow gry.



