Czworokaty Blizniacze

Stanistaw Hauke

Wstep

W czworokat wypukly ABCD jest wpisany okrag. Przez érodek
kazdego z odcinkéw AB, BC, CD, D A poprowadzono proste pro-
stopadte do przeciwleglych bokéw czworokata ABCD. Proste te
ograniczajg obszar bedacy czworokatem wypuklym. Wykazaé, ze
W obszar ten mozna wpisaé okrag.

Powyzsze zadanie zostato przedstawione na stronie gogeometry.com jako pro-
blem 1351 bez znanego geometrycznego dowodu, skad zostalo zaczerpniete do
geometrycznej ligi zadaniowej Pana Profesora Waldemara Pompe, gdzie przez
miesigc nie zostalo rozwiazane. Méj dowdd tego zadania opieral sie na pomysle,
by w pewien sposob przyporzadkowac¢ kazdemu czworokatowi wypuklemu jego
brata blizniaka. Przypu$émy, ze dane mamy dwa czworokaty wypukte ABC'D
i A*B*C*D* takie, ze ich odpowiednie boki i przekatne sa do siebie réwno-
leglte. Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawaé, ze czworokaty te musza
by¢ do siebie podobne, okazuje sie, ze jest tez druga mozliwosé¢, ze powyzsze
czworokaty sa wlasnie blizniacze. W ponizszej pracy bede chcial przyblizyc
temat tak zdefiniowanych czworokatow bliZzniaczych. Na poczatku przedsta-
wie dokladna definicje owych czworokatéow oraz ich podstawowe wlasnosci, w
drugiej czesci sformutuje i udowodnie dwa twierdzenia. W trzeciej zas przed-
stawie najwiekszy wynik mojej pracy, wspdlne uogélnienie poprzednich dwéch
twierdzen, pokaze tez jak z niego wynika prawdziwos¢ poprzednich twierdzen.
Na koricu przedstawie trzy zadania wraz z rozwiazaniami opartymi o motywy
czworokatéw blizniaczych.

Czworokaty wypukte ABCD i A*B*C*D* bede nazywal blizniaczymi, je-
gli spetnione sa dwa warunki:

(1) LA+ LAY =B+ 4B =/4C+ LC* = 4D + £/D* = 180°

oraz
(2) /A*E*B* = /AEB

gdzie punkty F i E* sa odpowiednio przecieciami prostych AC i BD oraz

A*C* i B*D*. Zapis ABCD =~ A*B*C*D* oznacza, ze czworokaty ABC'D

i A*B*C*D* sa blizniacze.

Stwierdzenie 1
Czworokat blizniaczy A*B*C*D* dla danego czworokata ABCD jest wyzna-
czany jednoznacznie, z doktadnoscia do podobienstwa.

Dowdéd

Przypu$émy, ze dla danego czworokata ABCD istnieja dwa czworokaty bliz-
niacze, A*B*C*D* i A’B'C’'D’ narysujmy je tak, by B* = B’ oraz C* = (',
oraz by punkty A* i A’ lezaly po tej samej stronie prostej B*C* = B'C’. Za-
16zmy, ze punkty A*, A’ i B’ sa w tej kolejnosci wspétliniowe.


http://www.gogeometry.com/school-college/4/p1351-circumscribed-tangential-quadrilateral-midpoint-perpendicular.htm
https://www.mimuw.edu.pl/~pompe/gl

Gdyby tak nie bylo, to zamiast bra¢ B* = B’ i C* = C' wzielibySmy po prostu
A* = A" i D* = D’. 7 definicji musiatoby zachodzi¢: /B'E'C' = /B'E*C’,
ale punkt E’ lezy wewnatrz tréjkata AB* E*C*, wiec réwnosé tych katéw zajsé
nie moze.

Przedstawie teraz dwie konstrukcje czworokata bliZzniaczego, dla danego czwo-
rokata ABCD.

Konstrukcja 1

Niech B* bedzie punktem przeciecia prostej AB i prostej rownolegtej do proste;j
AC, przechodzacej przez punkt D, niech zas§ C* bedzie punktem przecigca
prostej C'D i prostej réwnolegtej do prostej BD przechodzacej przez punkt A.
Wéwezas AB*C*D ~ ABCD.

Dowéd

Poniewaz AC* || BD i AC || B*D to na mocy twierdzenia Pappusa dla punk-
téw B*, A, B i C, D, C* mamy, ze BC || B*C*. Z tego, ze AC* || BD i
AC' || B*D wynika prawdziwo$¢ warunku (2). Oczywiste jest, tez, ze:

ZDAB* + /BAD = ZC*DA + ZADC = 180°
za$ na mocy BC' || B*C* mamy:
4B*C*D + = /LAB*C* + = 180°

wiec warunek (1) tez jest spelniony.

Konkstrukcja 2

Rozwazmy inwersje (lub antyinwersje), o srodku w punkcie E, i skali k. Niech
obrazami punktéow A, B, C, D w tej inwersji beda odpowiednio punkty A*, B*,
C*, D*. Wéwcezas A*B*C*D* ~ ABCD.

Dowéd

Warunek (2) jest spelniony w sposéb oczywisty. Zauwazmy, ze EB - EB* =
k= FEA-FEA* 7 tego wynika, ze punkty A, B, B* i A* lezg na jednym okregu,
skad mamy réwnosé: LA*B*E = /EAB. Analogicznie wnioskujemy rownosé:
JATDYE = /ZFEAD. Wiec:

LA+ LA =LEAB+ /FEAD + LA* = ZA*"B*E+ /A"D"E+ ZA* = 180°

rozumujac analogicznie dla wierzchotkéw B, C, D, widzimy, ze warunek (1)
tez jest spelniony.



Wtasnosé 1

Jesli ABCD ~ A*B*C*D*, to AE - A*E* = BE - B*E* = CE - C*E* =
DE - D*E*. Wynika to bezposrednio z prawdziwosci konstrukcji 2, poniewaz
kazdy z powyzszych iloczynéw jest réwny k.

Wtlasnosé 2
Jesli ABCD ~ A*B*C*D*, to:

A*B* - "D~ EkAI-L‘EBB ) EkéqlgD _AB-CD

* (Tx *T)x  _k-BC k-AD
B*C* - A*D BEEC " BAkD BC - AD

rownodci te wynikaja ze wzoru na odlegtosé obrazdéw inwersyjnych dwoch punk-
téw. Zachodzi tez wlasnosé odwrotna, jesli zachodza réwnoéci katow:

LA+ LA =/B+ 4B =/C+ LC* = 4D + £ZD* = 180°
oraz
AB-CD  A*B*-C*D*
BC-AD  B*C*- A*D*
to ABCD =~ A*B*C*D*. Wiemy, ze powyzsze warunki spelnia czworokat

blizniaczy czworokata ABCD), zal6zmy, nie wprost, ze istnieje jeszcze jeden
czworokat A’ B'C’'D’ réwnokatny z A* B*C* D* oraz spelniajacy warunek:

A'B'-C'D'  A*B*.C*D*
B'C"-A'D' ~ B*C*- A*D~

narysujmy teraz czworokaty A*B*C*D* i A’B'C'D’ tak, by punkty B* i B’
oraz punkty C* i C’ sie pokrywaly. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze punkt
przeciecia prostych A’B’ i C'D’ oraz punkty D', D* i C’ leza w tej kolejnosci
na prostej C'D’, wéwczas zachodza nieréwosci:

D'C' > D*C', A’B' > A*B', AD' < A*D*
one za$ implikuja, ze:

A'B'-C'D’ S A*B* .- C*D*
B'C'-A'D' " B*C*- A*D*

powyzsza niedorzecznos¢ konczy dowadd.

‘Wtlasnosc 3
Jedli ABCD ~ A*B*C*D*, to zachodza podobienstwa tréjkatow:

ADEA ~ AA*E*D* ~

AAEB ~ AB*E* A* ~

Z definicji wiemy, ze ZAEB = /A*E*B*, ponadto, z wlasno$ci 1 mamy, ze:
FEA-E*A* = EB- E*B*, czyli % = %, wiec na mocy cechy podobienstwa
tréjkatow bok-kat-bok mamy, ze: AAEB ~ AB*E*A*. Analogicznie dowo-

dzimy pozostale trzy podobienstwa.

Oznaczenia

W tej pracy, jesli nie bedzie napisane inaczej, obowiazywaé¢ beda oznaczenia:
E i E* punkty przecigcia odpowiednio prostych AC' i BD oraz A*C* i B*D*.
wa,wp,wWe 1 wp, okregi opisane odpowiednio na tréjkatach ABCD,AACD,
AABD i AABC. Analogicznie definiujemy okregi wa™*, wp™, we™ i wp*.



W koncu, niech w i w* oznaczaja odpowiednio okregi opisane na czworokatach
ABCD i A*B*C*D*, jesli takowe istnieja.

Definicja

Katem skierowanym miedzy prosta k i [, nazywamy taka liczbe « z przedziatu
[0°,180°), ze po obrdceniu prostej k przeciwzegarowo o kat « proste k' il sa
rownolegle. Kat skierowany miedzy prostymi Y X i YZ bede oznaczal przez
LXYZ.

Podstawowa wlasnosé katéw skierowanych to: kat skierowany miedzy prosta k
il jest réwny katowi skierowanemu miedzy prosta k' i I’ i r6zny od 0° wtedy i
tylko wtedy, gdy punkty kNI E' NI, kNk',INI leza na jednym okregu. Bede
ja nazywal wlasnoscig 4.

Twierdzenia 1 i 2

Wyzej wymienione dwie konstrukcje i trzy podstawowe wlasnosci czworoka-
tow blizniaczych postuza mi jako narzedzia przy dowodzie kolejnych twierdzen.
Zajme sig teraz sformutowaniem Twierdzenia 1 i udowodnieniem go.

Twierdzenie 1

Jesli ABCD =~ A*B*C*D*, to z tego, ze w czworokat ABCD da si¢ wpisaé
okrag wynika, ze w czworokat A* B*C*D* tez da si¢ wpisaé okrag.

Pierwszy dowéd Twierdzenia 1
Zacznijmy od dowodu ponizszego lematu.

Lemat 1
Jesli w czworokat wypukly ABC D da sie wpisaé¢ okrag, to zachodzi réwnoéé:

AB - [CDE] + CD - [ABE] = DA - [BCE|] + BC - [ADE)

gdzie [F] oznacza pole figury F.




Przyjmijmy oznaczenia: F' = ABNCD, o ile tylko proste AB i C'D nie sa réw-
nolegte, hg,hy, he, hg - odlegtosci punktu E od prostych AB, BC, CD, DA
odpowiednio. K, M, N punkty stycznosci okregu wpisanego w ABCD z pro-
stymi AB, CD, DA odpowiednio. Niech z i y beda odleglosciami punktéw K
i N od odpowiednio prostych CD i BC.

Z twierdzenia Brianchona, dla szesciokata DN AK BC' wiemy, ze proste BN, DK
i AC sa wspdlpekowe, oznaczmy ich punkt przeciecia przez W. Z twierdzenia
Brianchona, dla sze$ciokata DAK BC M wiemy, ze prosta M K przechodzi przez
punkt E.

Poniewaz AKF M jest réwnoramienny, to suma odlegloéci punktu nalezacego
do jego podstawy od jego ramion, jest rowna wysokosci poprowadzonej z wierz-
chotka K [Rysunek 1], na mocy tego faktu mamy: = = h, + h., podobnie
wnioskujemy, ze: y = hy + hq, jeSli AB || CD to powyzsze dwie réwnosci oczy-
wiscie tez zachodza.

Przeksztalémy teraz teze réwnowaznie:

AB-[CDE)+ CD - [ABE] = DA -[BCE] + BC - [ADE)
AB-CD - -h.+CD-AB-hy,=DA-BC -hy+ BC-DA-hy
AB-CD-z=DA-BC -y
AB~CD-33:1
DA-BC -y
Zauwazmy, ze:

CD-z [DKC)|

BC -y  [BNC]
oraz
AB  AB-AN -sin(BAD) [BNA]
DA~ DA-AK -sin(BAD) ~ [DKA]
wiec:

AB CD-z [BNA] [DKC] [BNA] [DKC] AW CW _

DA BC-y [DKA] [BNC] [BNC] [DKA ~CW AW !

tutaj korzystatem dwa razy z faktu, ze stosunek pét tréjkatow AXY PiAXYQ

Wynosi %, gdzie Z = PQ N XY [Rysunek 2]. Co koniczy dowdd lematu 1.

F ' K Q X
Rysunek 1 Rysunek 2

Przejdzmy do dowodu Twierdzenia 1. Czworokat A*B*C*D* jest opisany
na okregu, wtedy i tylko wtedy, gdy:

3) A*B*+ C*D* = B*C* + A*D*
korzystajac z konstrukcji 2 oraz wzoru na odleglos¢ obrazéw inwersyjnych
dwéch punktéw mamy réwnoscei:

k-AB k- BC
4 xpx v T ®eve VT
(4) A'B AE - BE’ Bc BE-CFE



k-CD k-DA
C*D* = 22 DrAT = T
CE-DE’ DE - AE
podstawiajac réwnosci (4) do réwnania (3) otrzymujemy, ze réwnowazne tezie
jest to, ze:
AB CD BC DA

AE BE CE.DE _ BE.CE  DE.AE
AB - (CE-DE)+CD - (AE - BE) = BC - (AE - DE) + DA - (BE - CE)

sin(£LBEC)
2

to za$ po pomnozeniu stronami przez , oraz po skorzystaniu ze wzoru

na pole tréjkata, daje:
AB-[CDE]+CD-[ABE]| = BC -[ADE]|+ AD - [BCE]

co, jest prawda na mocy lematu 1, gdyz w czworokat ABCD da si¢ wpisaé
okrag, co konczy dowdd.

Okazuje sie, ze mozna p6j$é¢ o krok dalej i uogélnié¢ to twierdzenie:

Twierdzenie 1.2

Jesli ABCD ~ A*B*C*D* oraz w czworkat ABCD da si¢ wpisaé elipse e, to
istnieje taka elipsa e* wpisana w czworokat A* B*C*D* podobna do elipsy e,
ze zachodza réwnosci katow:

/AEK = /B*E*K*, /BEK = ZA*"E*K”™

gdzie punkty K i K* to punkty stycznodci elips e i e* odpowiednio z prostymi
AB i A*B*. Analogiczne rownosci katow zachodza dla pozostaltych punktéw
stycznosci.

Dowéd

Rozwazmy ulozenia czworokatéw ABCD i A* B*C*D* tak jak w konstrukcji
1. Rozwazmy takie przeksztalcenie afiniczne a, by obrazem elipsy e byl okrag
o. Poniewaz przeksztalcenie afiniczne zachowuje rownoleglosci, to na mocy
konstrukcji 1 czworokaty a(ABCD) i a(A*B*C*D*) sa blizniacze. Na mocy
Twierdzenia 1 w czworokat a(A*B*C*D*) da si¢ wpisaé okrag, nazwijmy
go 0*. Okrag o* przechodzi na okrag o w pewnej jednokladnosci o srodku w
F = ABNCD. Elipsa a~'(0*) jest wpisana w czworokat A*B*C*D* oraz
poniewaz a o Jp o a”! = Jp to jest ona podobna do elipsy e.

Niech punkty M i N beda punktami stycznosci okregu o odpowiednio z pro-
stymi AB i C'D, podobnie definiujemy punkty M* i N*. Poniewaz M N || M*N*
toa L (MN) || a=*(M*N*). Namocy twierdzenia Brianchona, proste a =1 (M N)
i a=t(M*N*) przechodza przez odpowienio punkty E i E*. Laczac wyzej wy-
mienione réwnoleglosci z rénolegloscia prostych BC' || B*C* otrzymujemy réw-
nosci katéw LAEM = /B*E*M*, /BEM = ZA*E*M*, co konczy dowdd.

Przejdzmy do kolejnego twierdzenia, tym razem konieczne bedzie zalozenie, ze
czworokaty w tezie sa zgodnie zorientowane.

Twierdzenie 2

Jesli czworokaty ABCD i A*B*C*D* sa blizniacze i zgodnie zorientowane, to
jesli proste AC*,CA* i BD* sg wspdélpekowe, to przez ich punkt przeciecia
przechodzi prosta DB*’

Pierwszy dowéd Twierdzenia 2

Lemat 2

Popatrzmy na taka konfiguracje: rozwazmy takie punkty P,Q,R,S,T,U, ze
leza one w takich kolejnosciach P,@Q, R i S,T,U na pewnych dwoch nierow-
noleglych prostych oraz, ze zachodzi réwnosé g% = % Ustalmy kat «, po-
prowadzmy teraz przez punkty @ i T odpowiednio proste g, i to, tak by kat
skierowany miedzy prosta g, a prosta PR, byl taki, jak kat skierowany miedzy

prosta t, a prosta SU i rowny «.




Oznaczmy: q, Nt, = X, oraz PRN SU = Y. Na polprostej] X,Q, poza
odcinkiem X,Q, wybierzmy taki punkt (), by zachodzito:

TS QR
QRaQ = X,
analogicznie definijemy T, wiec:
T.T = PQ-TU
RQXq

Wykaze teraz, ze proste: RU, PS i Q,T, sa wspdlpekowe. Najpierw wykaze,
ze dla wszystkich katéw « proste Q,T, pokrywaja sie, nastepnie pokaze, ze
dla pewnego szczegdlnego oy teza lematu 2 zachodzi.

Zauwazmy, ze:

Q.Q 1 TS-QR PQ-TU 1 _ T,T
QX. QX. TX.  QX. TX., TX.

wiec na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy: QT || Qo Ts.

Teraz pokaze, ze odlegtos¢ prostej Q.1 od prostej QT nie zalezy od wyboru
kata . Odleglos¢ ta wynosi:

T,T - Sin(éXaTaQa) =T, QXa . w
QT
_PQTU . sin({TYQ) _ sin(£TYQ)-PQ-TU
Tox, Yt Tar T o7

Pierwsza rownosé zachodzi na mocy twierdzenia sinuséw dla AQX,T, druga
za$, z faktu: ZQX,T + ZTYQ = 180°, ktéry wynika z wpisywalnosci czworo-

kata YT X,Q w okrag. Wyrazenie SM£LYQ)-PQTU

or nie zalezy od miary kata a.

Poniewaz przy zmieniajacym si¢ kacie a, prosta (Q,7, nie zmienia swojego
nachylenia, nie zmienia swojej odlegtosci od prostej QT oraz jest stale po tej
samej stronie prostej QT co punkt Y, to dla wszystkich katéw « proste QoT,
pokrywaja sie.

Teraz pokaze konstrukcje kata «aq, dla ktérego udowodnie teze lematu 2.
Oznaczmy RU N PS = W, drugie przeciecie okregdéw 01 i 02, czyli odpowiednio
okregéw opisanych na APRW i ASUW nazwijmy X'.



Ze znanej konstrukcji srodka podbienstwa spiralnego wiemy, ze podobienstwo
spiralne przeksztalcajace odcinek PR na odcinek SU, ma $rodek w X'. Ob-
razem punktu @ w tym przeksztalceniu, z warunku g% = %, jest punkt T.
Z tego za$ wynika, ze /X'TS = /X'QP. Wezmy teraz oy = Z/X'TS, niech
Xa, = X'. Niech w oznacza prosta réwnolegla do QT przechodzaca przez W,
oznaczmy: w N X,,Q = Q.

wowczas mamy:

(5) IWQ' Xy, = LTQX,, = LZURXy, = ZWRX,,

pierwsza réwnosé wynika z tego, ze w || QT', druga za$ z tego, ze jesli w podo-
bienstwie spiralnym, o srodku w X, punkty R i @ przechodza na punkty U
i T odpowiednio, to ARX,, U ~ AQX,,T. Z (5), wynika, ze Q' € o1, skad
mamy:

_QQ-QXa, _Pot(Qo) PQ-QR _TS-QR

©  Qe=T % T oX. | oX. | Tx, 9@

przedostatnia réwno$¢ zachodzi na mocy APQX,, ~ ASTX,,. Z (6) wy-
nika, ze Q' = Q.,, analogicznie definiujemy T”, analogicznie dowodzimy, ze
T =T,,. Wiec: w = Qu,Ta,, poniewaz proste RU, PSS i w sa wsp6lpekowe, to
proste RU, PS i Qqa, Ty, tez, a zatem proste RU, PS i Q,T, sa wspolpekowe
dla kazdego kata «, zatem teza lematu 2 zostala dowiedziona.

Wykaze teraz prawdziwos¢ Twierdzenia 2, przy uzyciu lematu 2. Zalézmy,
ze proste AC' i A*C* nie sg réwnolegle. Niech P bedzie punktem przeciecia
prostych AC*, CA* i BD*. Rozwazmy taka jednokladnosé, by Jp(D*) = B.
Z wlasnosci 1 mamy, ze:

CE _ Jp(A")Jp(E")
AE ~ Jp(C*)Jp(E*)

z zalozenia mamy réwnosé katéw LBEC = ZBJp(E*)Jp(A*). Z wlasnosci
1 mamy, ze:

 Jp(A%)Jp(EY) - AE

_ CE-Jp(C*)Jp(E")
DE = Jp(D*)Jp(E*)

skorzystajmy teraz z lematu 2 dla:

(P,Q,R,S,T,U,a) = (C,E, A, Jp(A*), Jp(E*), Jp(C*), ZBEC)



A

z wyzej wypisanych warunkéw wynika, ze wszystkie zalozenia lematu 2 sa
spelnione. Wigc proste CJp(A*), AJp(C*) i DJp(B*) sa wspolpekowe, ponie-
waz proste CJp(A*) 1 AJp(C*) tna si¢ w punkcie P, to punkty D, Jp(B*) i
P sa wspélliniowe, poniewaz punkty B*, Jp(B*) i P sa wspdlliniowe, to tez
punkty D, B* i P musza by¢ wspotliniowe, co konczy dowdd tego przypadka.
Jedli proste AC i A*C* bylyby réwnolegle, to proste BD i B*D* tez bylyby
rownolegte. Jednoktadnosé o srodku w punkcie P przeprowadzajaca odcinek
AC na odcinek C* A*, z warunku % = %, przeprowadza punkt F na punkt
FE*, wiec jednoktadno$é o érodku w punkcie P przeprowadzajaca punkt B na
punkt D* przeprowadza punkt F na punkt F*, a z warunku % = % prze-
prowadzi punkt D na punkt B*, wiec punkty D, B* i P sa wspotliniowe, co
konczy dowdd.

Warty odnotowania jest przypadek szczegélny Twierdzenia 2, gdy punkty B
i D* sie pokrywaja. Wlasnosé ta widnieje na plakacie "W jednym punkcie"
Pana Profesora Waldemara Pompe.

Twierdzenie 2.1
Jesli czworokaty ABC'D i A* B*C* D* sa blizniacze, zgodnie zorientowane oraz
D = B*, to proste AC*,CA* i B*D sa wspo6lpekowe.

Twierdzenie 3

Konstrukcje 1 i 2 przeprowadzaja wierzchotki czworokata ABCD na wierz-
cholki czworokata A* B*C* D*, lecz w zaden sposob nie przeprowadzaja one po-
zostalych punktéw czworokagta ABC D na pewne punkty czworokata A* B*C* D*.
Okazuje sie jednak, ze istnieje pewne wzajemnie jednoznaczne przyporzadko-
wanie (jak sie pdéZniej okaze, nie dla wszyskich puktéw) punktéw czworkata
ABCD punktom czworokata A*B*C*D*. O wlasnosciach tego przyporzadko-
wania méwi Twierdzenie 3. Zanim jednak je sformuluje i dowiode, zdefinio-
waé musze co$ takiego jak wspolrzedne katowe.


http://sem.edu.pl/konferencja-2015/materialy/Pompe/plakat.pdf

Definicja
Niech dany bedzie czworokat ABCD oraz punkt P, wtedy wspélrzednymi
katowymi punktu P wzgledem czworokata ABC D nazwiemy czwoérke:

(LAPB,LBPC,£CPD,{DPA)
Wspétrzedne katowe punktu P wzgledem czworokata ABCD bede oznaczal:
wk(P,ABCD) = ({APB,{BPC,{CPD,{DPA)
przyjmijmy ponadto, ze:
wk(A, ABCD) = (180°,£{BAC, £{C AD,180°)

zapis

wk(A, ABCD) = wk(E, FGHI)

oznacza, ze ABAC = AGFEH oraz {CAD = {HFI, analogicznie, dla A :=
B,C,D.

Stwierdzenie 2

Jedli czworokaty ABCD i A’B’'C’'D’ sg réwnokatne oraz istniejg takie dwa
punkty P i P, ze wk(P,ABCD) = wk(P',A’B'C'D’), to te czworokaty sa
podobne.

Dowéd

Zalézmy nie wprost, ze zaistniala taka sytuacja, narysujmy te czworokaty tak,
by punkty B i B’ oraz C' i C’ si¢ pokrywaly, oraz punkty P i P’ byly po tej
samej stronie prostej BC. Wtedy proste AD i A’D’ sa réwnolegle. Czworokat
BPP'C jest wpisany w okrag. Niech O bedzie takim obrotem, wokét srodka
okregu opisanego na BPP'C, ze O(P) = P'. wéwczas O(PD) = P'D’ oraz
O(PA) = P'A’, czyli jedli DC < D'C, to AB > A’'B oraz gdy DC > D'C,
to AB < A’B, wiec proste AD i A’D’ moga by¢ réwnolegle wtedy i tylko
gdy DC = D'C oraz AB = A'B, czyli gdy D = D’ oraz A = A’ czyli, gdy
ABCD ~ A'B'C'D’, co koniczy dowdd.

Twierdzenie 3
Jesli ABCD ~ A*B*C*D*, wowczas dla kazdego punktu P istnieje taki punkt
P*, ze:

wk(P, ABCD) = wk(P*,C*D*A*B*)

Dowéd

Rozwazmy antyinwerse AlL, gdzie t = AE - CE. Oznaczmy Al%(B) = B*
oraz AIL(D) = D*, latwo zauwazy¢, ze AIL(C) = A oraz AIL(A) = C. Na
mocy prawdziwosci konstrukcji 2 czworokaty ABCD i CB*AD* s bliznia-
cze. Niech wy i we beda odpowiednio okregami opisanymi na tréjkatach ABDP
i AACP, niech punkt @ bedzie drugim przecigciem okregdéw wy i we. Wykaze,
ze szukanym punktem P* jest punkt AL (Q) = Q*.
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Poniewaz Pot(E,ws) = t to okrag wy, w tej antyinwersji, przechodzi sam na
siebie. zastanéwmy sie teraz czym jest okrag ws = Al (w;y). Okrag ws przecho-
dzi na okrag wy w pewnej jednokladnosci o érodku F, przechodzi on tez przez
punkty B* i D*. Poniewaz @ jest przecieciem okregdéw wi i we, to punkt Q*
jest takim przecieciem okregéw ws i ws, ze punkty @, E i Q* sa wspolliniowe.
Oznaczmy jeszcze Al (P) = P”, wtedy puknty P, E i P” sa wspolliniowe.

Najpierw wykaze réwno$c:

ADPA = £B*Q* A

na mocy wtasnosci 4 wystarczy wykazaé, ze proste Q*B* i PD przecinaja sie
na okregu ws.

To za$, na mocy wlasnosci 4 jest réwnowazne temu, ze zachodzi réwnosé:
) AP"PD = LP"Q*B*

niech P’ bedzie drugim przecigciem prostej PP z okregiem ws. Poniewaz
okrag ws przechodzi na okrag w; w pewnej jednokladnosci o srodku w E,| to
proste DP i B*P’ s réwnolegle, stad wynika, ze:

(8) 4P"PD = £P"P'B*

poniewaz punkty P, P', Q* i B* leza na jednym okregu to na mocy wlasnosci
4 zachodzi réwnosc:

(9) KPHP/B* — LP”Q*B*

warunki (8) i (9) implikuja prawdziwos$¢ (7), wiec réwosé¢ LDPA = L B*Q*A
jest spelniona. Nie trudno jest stwierdzié, ze zachodzi réwnos¢ L DPB =
AB*Q*D*, na jej podstawie, mozna wywnioskowaé, ze:

LAPB = LAPD + ADPB = LA*Q*B* + {B*Q*D* = L{A*Q*D

analogicznie udowadniamy réownos¢ LCPD = £CQ*B*, w koncu prawdziwa
tez bedzie rownos¢ £ BPC = £D*Q*C. Poniewaz:

LAPB = LAQ* D", ABPC = 4D*Q*C
LCPD = £0Q*B*, ADPA = 4B*Q*A

to
wk(P,ABCD) = ({APB,{BPC,{CPD,{DPA)
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= (LAQ*D*, 4D*Q*C*, £CQ*B*, {B*Q* A) = wk(Q*,C*D* A*B*)

wiec punkt Q* jest szukanym punktem P*, co konczy dowdd.

Stwierdzenie 3
Jesli czworokaty ABCD i A*B*C* D* spelniajg warunek:

LA+ LA =B+ /B* =/C+ £LC* = 4D + £D* = 180°
oraz istnieja takie punkty P i P*, ze
wk(P, ABCD) = wk(P*,C*D*A*B*)
to te czworokaty sa bliZniacze.

Dowéd
Niech A'B’C’'D’ bedzie czworokatem blizniaczym do czworokata ABC D, wow-
czas na mocy Twierdzenia 3 istnieje taki punkt P’, ze:

wk(P, ABCD) = wk(P',C'D'A'B') = wk(P*,C*D* A*B*)

z tej réwnosci, oraz z tego, ze czworokaty A'B'C'D’ i A*B*C*D* sa réwno-
katne wynika, na mocy stwierdzenia 2, ze sa one podobne, z tego zas wynika,
ze czworokaty ABCD i A*B*C*D* sg blizniacze, co konczy dowdd.

Stwierdzenie 4
Przyporzadkowanie, o ktérym wspomnialem na poczatku tego paragrafu to
takie przyporzadkowanie P +— P*, ze zachodzi:

(10) wk(P, ABCD) = wk(P*,C*D* A* B¥)

Pokaze teraz dla jakich punktéw P jest ono wzajemnie jednoznaczne, a dla
tych punktéw P, dla ktorych nie jest, wskaze wszystkie puknty P* takie, ze
zachodzi (10).

Przypadek 1, czworokat ABC D nie jest wpisany w okrag.

Wéwezas jesli P = A, B,C, D, to zbiorami takich punktéw P*, ze spelniony
jest warunek (10) sa odpowiednio zbiory wes,wps,wax,wps. Jesli P € wy, to
jedynym punktem P*, dla ktérego jest spelniony warunek (10) jest punkt C*.

Analogiczne wyniki otrzymujemy, gdy: P € wp,P € wg, P € wp, sa to od-
powiednio punkty: D*, A*, B*. Gdy punkt P nie nalezy do zadnego z wymie-
nionych wyzej okregéw, to istnieje doktadnie jeden taki punkt P*, ze warunek
(10) jest spelniony.

Przypadek 2, czworokat ABCD jest wpisany w okrag.

Wéwezas jesli P € w, to zbiorem punktéw P*, dla ktorych jest spelniony wa-
runek (10) jest okrag w*. Jesli P ¢ w to istnieje dokladnie jeden taki punkt
P*, ze warunek (10) jest spelniony.

Pomine prosty dowod powyzszych zaleznosci, wynikajacy wprost z wlasno-
$ci 3. Teraz jeszcze raz dowiode Twierdzen 1 i 2, tym razem przy pomocy
Twierdzenia 3.

Twierdzenie 1
Jesli ABCD =~ A*B*C*D*, to z tego, ze w czworokat ABCD da si¢ wpisaé
okrag wynika, ze w czworokat A*B*C*D* tez da si¢ wpisaé¢ okrag.

Drugi dow6d Twierdzenia 1

Niech I oznacza srodek okregu wpisanego w czworokat ABC' D. Zauwazmy, ze:

LO+ 4D LD+ LA LA+ LB ZB+ ZC
2 7 2 7 2 2

wk(I, ABCD) = ( )

wobec tego na mocy Twierdzenia 3 istnieje punkt I* taki, ze:

LA+ /LB /ZB+/ZC LC+ 4D £ZD+ ZA
(e e s e

wk(I*, A*B*C*D*)
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zauwazmy, ze zachodzi:

LA+ /B 180° — LA* +180° — ZB*  360° — LA* — /B*  /C* + D*
2 B 2 - 2 B 2

przeprowadzajac analogiczne obliczenia dla pozostalych wspolrzednych docho-
dzimy do wniosku, ze:

LC* + 4D* LD*+ LA* LA*+ /B* /B*+ LC*

wk(I*, A*B*C*D*) = ( 5 , 5 , 5 , 3 )

Niech A’B'C'D’ bedzie czworokatem réwnokatnym z A*B*C*D*, w ktéry da
sie wpisaé okrag, oznaczmy jego $rodek przez I', zauwazmy, ze:

LA+ LB LB+ LC LC 42D LD+ LA,
2 2 2 2
= wk(I*, A*B*C*D*)

wk(I', A'B'C'D’) = (

z tego za$, na mocy stwierdzenia 2 wynika, ze A’B'C'D’' ~ A*B*C*D*, to
za$ implikuje, ze w czworokat A*B*C*D* da sie wpisa¢ okrag, co koriczy do-
wod.

Drugi dowéd Twierdzenia 1 jest praktycznie natychmiastowa konsekwencja
Twierdzenia 3. Zastosowanie tego twierdzenia bardzo skroécilo i uproscito
nasz dowdd, nie inaczej bedzie w przypadku Twierdzenia 2.

Twierdzenie 2
Jesli ABCD ~ A*B*C*D* oraz proste AC*,CA* i BD* sa wspolpekowe, to
przez ich punkt przeciecia przechodzi prosta DB*.

Drugi dowéd Twierdzenia 2
Niech punkt P bedzie przecieciem wyzej wymienionych trzech prostych.

Przypadek 1, czworokat ABC D nie jest wpisany w okrag.
Przypadek 1.1, P = A, B,C, D, A*, B*,C* lub D*.
Wystarczy rozpatrzy¢ przypadki, gdy P = D, A reszta przypadkdéw jest analo-

giczna.

Jedli P = D, to prosta DB* jest prosta PB* wiec przechodzi przez punkt P.

C

Jesli P = A, to z zalozenn mamy, ze D* € AB oraz A* € AC. Poniewaz czwo-
rokaty ABCD i A*B*C*D* sa zgodnie zorientowane, to na mocy wlasno$ci
3 katy skierowane sa réwne:

£BAC = £D*B* A*
wiec na czworokacie AB* A* D* mozna opisa¢ okrag. Stad za$ wynika réwnosé

katow:
£B*A*D* = {B*AB
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taczac to z faktem £ B*A*D* + LBAD = 180°, otrzymujemy, ze punkty D, B*
i A sa wspétliniowe, wiec teza zachodzi.

Przypadek 1.2, P € wa,wp,we, wWp,Wax,Wpx,wo= 1ub wps.

Jedli P pokrywa sie z jednym z wierzchotkow to teza sprowadza sie do przy-
padku 1.1, zalézmy, wiec ze tak nie jest. Znowu wystarczy rozwazy¢ przy-
padki, gdy P € wp,wa, reszta przypadkéw bedzie analogiczna.

Rozwazmy przypadek, gdy P € wp.
LC*B*D* £ LACB £ £APB £ £C*PD*

AD*B*A* = {BAC 2 {BPC 2 (D*PA*

Pierwsze réwnosci zachodzg na mocy wlasnosci 3, drugie poniewaz P € wp
trzecie za$ poniewaz proste AC*, CA* i BD* sa wspdlpekowe. Stad wynika,
ze czworokaty PD*C*B* i PD*B* A* sa wpisane w okregi, poniewaz na czwo-
rokacie A*B*C*D* nie da sie opisaé okregu, to musi zachodzi¢ P = B* lub
P = D*. Skoro P = B* lub P = D* to teza sprowadza sie do przypadku 1.1.

Rozwazmy przypadek, gdy P € wy.

LA*C*D* = {BDC = £BPC = LA*PD*

Pierwsza réwnos¢ zachodzi na mocy wtasnosci 3, druga poniewaz P € wy
trzecia za$ poniewaz proste AC*, CA* i BD* sa wspdlpekowe.

Stad wynika, ze czworokat PD*A*C* jest wpisany w okrag.
LAPB = LC*PD* = LC*AD* = {ADB

Pierwsza réwnosé zachodzi, poniewaz proste AC*, CA* i BD* sg wspdlpekowe,
druga, poniewaz czworokat PD*C*A* jest wpisany w okrag, trzecia za$ wy-
nika z wlasnosci 3. Stad wynika, ze czworokat PBD A jest wpisany w okrag.
Poniewaz czworokat PBCD tez jest wpisany w okrag, ale czworokat ABC'D
nie jest, to musi zachodzi¢: P = D lub P = B, wiec teza sprowadza sie do
przypadku 1.1.

Przypadek 1.3, P ¢ wa,wp,wo,Wp,wWas, W, Wos Oraz Wps.
Rozwazmy taki punkt P*, by:

(11) wk(P, ABCD) = wk(P*,C*D*A*B*)
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istnienie takiego punktu gwarantuje Twierdzenie 3. Poniewaz proste AC*, C A*
i BD* sa wspolpekowe, to zachodza rownosci katéw:

LC*P*D* = LAPB = LC*PD*
LA*P*C* = LACPA = LA*PC*

one za$ implikuja, ze czworokaty PD*C*P* i PC* A* P* sg wpisane w okregi.
Poniewaz czworokat PD*C*A* nie jest wpisany w okrag. to musi zachodzié:
P = P*. Poniewaz P = P*, to z (11) wynika, ze LA*PB* = LCPD, z tego
za$ mamy, ze punkty D, P i B* sa wspoétliniowe, wiec teza zachodzi.

Przypadek 2, czworokat ABCD jest wpisany w okrag.
Przypadek 2.1, P € w.

LC*PA* = LAPC = LABC = £C*B* A"

Pierwsza réwnosé zachodzi, poniewaz proste AC*, CA* i BD* sg wspélpekowe,
druga poniewaz P € w, trzecia wynika z zalozen. Z powyzszej réwnosci wynika,
ze P e w*.

LCPD = LCAD = LA*D*B* = {A*PB*

Pierwsza réwnosé zachodzi, poniewaz P € w, druga na mocy wlasnosci 3,
trzecia poniewaz P € w*. Z réwnosci katow £ DPC = £ B*PA* wynika, ze
punkty D, P i B* leza na jednej prostej.

Przypadek 2.2, P ¢ w.
W tym przypadku mozemy przeprowadzi¢ zupelnie analogiczne rozumowanie
co w Przypadku 1.3.

Na pierwszy rzut oka moze si¢ wydawacé, ze drugi dowéd Twierdzenia 2 jest
dhuzszy i bardziej skomplikowany od pierwszej wersji, lecz sednem tego dowodu
jest krétki przypadek 1.3, pozostala czesé to jedynie wymijanie niewygod-
nych konfiguracji, w ktérych trudniej jest zastosowaé¢ motyw wspdlrzednych
katowych.

Zadania

Przedstawie teraz trzy zadania razem z rozwiazaniami opartymi na motywach
czworokatéw blizniaczych.

Zadanie 1 (Gl 2017/18, zadanie 10)

W czworokat wypukly ABCD jest wpisany C
okrag. Przez $rodek kazdego z odcinkéw

AB,BC,CD,DA poprowadzono proste pro- D

stopadle do przeciwleglych bokéw czworokata

ABCD. Proste te ograniczaja obszar be-

dacy czworokatem wypuklym. Wykazaé, ze

w obszar ten mozna wpisa¢ okrag.

Zadanie 2

Niech ¢ bedzie inwersja na prostej ¢, P za$ po-
dobienstwem na plaszczyznie. Udowodnié¢, ze
zbiorem punktéw X spelniajacych warunek:

Ja,Beq X = Af(B)N Bf(A)

jest prosta, gdzie f = P oi.
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Zadanie 3 (autorskie)

Dane sg punkty A, B,C,D lezace w tej ko-
lejnoéci na okregu w. Niech E = AC N
BD, niech dwusieczna kata {AEB prze-
cina prosta AB w punkcie P, za$§ pro-
sta DC w punkcie R, niech dwusieczna
kata A BEC przecina prosta BC w punk-
cie @, za$ prosta AD w punkcie S. Udo-
wodni¢, ze okregi opisane na tréjkatach:
APBQ,AQCR,ARDS,ASAP maja punkt
wspolny.

Rozwiazanie zadania 1

Niech A* bedzie punktem przecigcia prostej prostopadtej do prostej C' D, prze-
chodzacej przez srodek odcinka AB oraz prostej prostopadlej do prostej CB
przechodzacej przez $rodek odcinka AD. Podobnie definiujemy punkty B*, C*
i D*. Niech [ oznacza prosta prostopadia do prostej BD przechodzaca przez
srodek odcinka AC. Niech J bedzie jednokladnoscig o $rodku w pukncie C'
i skali 2. Zauwazmy, ze punkt J(A*) jest ortocentrum tréjkata AABD, stad
wynika, ze A* € [. Analogicznie wykazujemy, ze C* € [, skad wynika, ze pro-
ste A*C* i BD sa prostopadte. Podobnie wykazujemy, ze proste B*D* i AC
sa prostopadle. Przesuiimy czworokat A* B*C*D* o wektor [D*, D], nastepnie
jego obraz przeksztalé¢my takim podobientwem spiralnym, o $rodku w punkie
D, by punkt A* + [D*, D] przeszed! na punkt A. Czytelnik sam zechce sie
przekonadé, ze powstaly czworokat, jest czworokatem opisanym w konstrukcji
1, wiec blizniaczym z ABC'D. Poniewaz ABC'D =~ A*B*C*D*, to poniewaz w
czworokat ABC'D jest opisany na okregu, to na mocy Twierdzenia 1, czwo-
rokat A*B*C*D* tez.

Rozwigzanie zadania 2

Niech T bedzie érodkiem inwersji ¢, zad k jej skala. Niech punkt W bedzie
przecieciem prostych prostopadtych do prostych ¢ i f(q), przechodzacych od-
powienio przez punkty T i f(T). Niech T" i f(T)" beda takim punktami na
odpowiednio pétprostych WT i W f(T), poza odpowiednio odcinkami W f(T)
i Wf(T), ze zachodzi:

1 k / _ k
(12) T = f(T)W7 f(T) f(T) - W
Niech A, B € g, wtedy:
(13) AT - f(A)f(T)=SB- f(T)f(B) =k

taczac (12), (13) oraz fakt, ze LAf(T)W = AWTf(A) = 90° mamy, ze
AT'BW =~ f(A)W f(B)f(T) na mocy konstrukecji 2, wiec, na mocy Twier-
dzenia 2.1, proste Af(B),Bf(A) i T'f(T)" sa wspé6lpekowe. Wiec punkt
Af(B)NBf(A) lezy na prostej T' f(T)’, ktérej polozenie nie zalezy od wyboru
punktéw A i B, co konczy dowdd.
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Rozwigzanie zadania 3
Niech @* bedzie obrazem punktu () w jednoktadnosci o skali f% i srodku w
punkcie R, niech P* bedzie obrazem punktu P w jednoktadnosci o skali —%

i srodku w punkcie S.

Czytelnik zechce sam sie przekonaé, ze ponizsze réwnoéci sg prawdziwe na mocy
kilkukrotnie uzytego twierdzenia o dwusiecznej.

* : QC
D PEEC DR qQc 2L 55 BQ AE £5 QB QB
DFE
AE

«  DS-PA DS - " PA ~— o EAC -
DP T vl PA 5 BP EC =5 PB PB

Laczac ten fakt z rownoscia katéw: £ P*DQ* = £ PB(@ mamy podobiefistwo
tréjkatow ~
Skad wniosek, ze:

(14) ARQP + AP*Q*"R = ARQP + £P*Q*D + £DQ*R

= ARQP + £PQB+ £CQR = 180°
w sposob oczywisty zachodza réwnosci:
(15) £Q*RS + £SRQ = LPSR+ LRSP* = 180°

Znowu korzystajac kilka razy z twierdzenia o dwusiecznej mamy, ze:

P*Q*-SR SP-RQ PS RQ PQ AS RC DQ"

P*S-Q*R PQ-SR P*S RQ* PQ DS RD BQ
_AS RC QC-3¢ AE CE CE DE _ Pot(E,w) _

T“AD RD  BQ  DE DE BE CE Pot(B,w)
skad wniosek, ze:

PQ*-SR  PQ-SR
P*S-Q*R  SP-RQ
laczac (14),(15) i (16) mamy, na mocy wlasnosci 2, ze:

PQRS ~ P*Q*RS

(16)

Zauwazmy, ze:
wk(D, P*Q*RS) = ({P*DQ*,£Q*"DR,L{RDS, LSDP*)
wiec, na mocy Twierdzenia 3, istnieje taki punkt D*, Ze:
wk(D*, RSPQ) = ({P*DQ*, {Q*DR,{RDS, £SDP")
= ({PBQ,£QCR,{RDS, £{S5AP)

skad latwo wynika, ze kazdy z okregéw z tezy przechodzi przez punkt D*, co
konczy dowdd.
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