O podzielnosci rozwigzan rownania Pella

Adam Baranski

1 Wprowadzenie

Réwnanie Pella to rownanie diofantyczne postaci

xQ - dy2 = ]-7 (1)

gdzie d jest dodatnia liczba catkowita. Oczywistymi rozwiazaniami tego réwnania sg
x =1,y =0oraz x = —1,y = 0. Wszystkie pozostale rozwiazania (gdzie z # 0,y # 0)
mozna podzieli¢ na czworki rézniace sie jedynie znakiem przy x,y. Bedziemy zajmowaé sie
tak zwanymi dodatnimi rozwigzaniami, kiedy z,y > 0. Latwo wykaza¢, ze dla d bedacego
kwadratem liczby catkowitej takich rozwiazan nie ma. Wiemy réwniez, ze jesli d nie jest
kwadratem liczby caltkowitej, to rozwigzan takich jest nieskonczenie wiele. Kazda taka pare
rozwiagzan bedziemy oznaczaé przez (x,,y,) 1 mozemy ja zapisa¢ w postaci

Tn + yn\/g = (561 + yl\/a)na (2)

gdzie (x1,y1) jest pierwsza nietrywialng para rozwiazan réwnania (1), to znaczy z; # 1 oraz
dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi z; > x; (wiecej mozemy przeczytaé na przyktad w
[1, rozdzial XI| oraz w [2]).

W niniejszej pracy udowodnimy kilka twierdzen dotyczacych podzielnosci wspétrzednych
(%, yn) tego réwnania przez rézne liczby naturalne. Praca podzielona jest na sze$¢ rozdzialow.
W rozdziatach 2-4 bedziemy przyjmowac, ze d jest dana dowolna liczba naturalna, nie
bedaca kwadratem liczby catkowitej. W rozdziale 5 rozwazamy sytuacje, gdy d = 2. W
ostatnim rozdziale rozpatrywane beda oba wyzej wymienione przypadki.

W drugim rozdziale przedstawimy podstawowe wtasnosci ciagéw (), (y,,) 1 ich okreséw
modulo rézne liczby naturalne. W trzecim zajmiemy si¢ dzielnikami pierwszymi w ogdlnosci,
a wiec rozwazymy podstawowe wtasnosci zbioréw P(x,,), P(y,), zbioréw liczb pierwszych, dla
ktorych istnieja wyrazy odpowiednio ciagéw (x,,), (y,) podzielne przez te liczbe. W rozdziale
czwartym przyjrzymy sie liczbom pierwszym oraz ztozonym jako dzielnikom wyrazéw ciagu
(x,), badajac problem dla jakich liczb pierwszych (badz ztozonych) istnieje wyraz ciagu (z,)
podzielny przez te liczbe. W kolejnym, piatym rozdziale doktadniej rozwazymy przyktad
podzielnosci elementéw ciagu (x,,) przez liczby pierwsze, dla ustalonego d = 2. W ostatnim
za$ przedstawimy proponowane tematy dalszych badan oraz rozwigzane problemy, ktore
trudno zakwalifikowaé¢ do ktorejs z powyzszych grup, a mimo to warte sg opisania.



2 Podstawowe wlasnosci

Najpierw pokazemy, ze ciag (x,) jest rekurencyjny. A mianowicie spetnia taka sama reku-
rencje jak ciag
v+ 1V, (z1 + yl\/a)za (z1 + yl\/a)ga e

Mamy
g=ztypVd = (g-11)° = (nVd)? <= ¢* = g2n—(ai-dyf) = ¢g""* = g™ 201—g",
to znaczy, ze ciag (z,) spelnia rekurencje
Tpao = 2Ty - Tpil — Tp. (3)
Ponadto przyjmujemy zo = 1.
Lemat 1. Niech m > 2. Istnieje takie t € N, Zze
ry=1 modm 1+ x4 =21 modm.

Dowdd. Niech f,,: Z — Zy, ={0,1,2,...,m — 1} bedzie dane wzorem

fm(z) =1 <= x=r mod m.
Dla kazdej liczby k£ € N mamy

(fm(@k)s fn(Trt1)) € Ly X Ly,

Zbior Ly X Ly ma m? elementéw. Zatem istnieje takie k < [, ze

(fm(xk)a fm(xk+1>> = (fm(xl)a fm(lerl)), CZyli

T =x; mod m oraz rpy, = x;pp mod m.

Z (3) wynika wowczas, ze
Tp_1 =x;—1 mod m,

To = x;—)r mod m,
wtedy t =1 — k. ]

Najmniejsze takie t € N bedziemy nazywaé okresem ciagu (z,) mod m. Poniewaz ciag
(yn) speia taka sama rekurencje, mamy

Y =1y =0 modm

Lemat 2. Niech m > 2 oraz t — okres ciggu (x,) mod m. Wtedy dla dowolnej liczby
k € N mamy
Tk = Ty mod m.
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Dowdd. Zauwazmy, ze z (2) wynika

Tiik + yt+k\/c_l = (a2 + yt\/g)(xk + yk\/g)u

czyli
Tprk = Tk + Yelrd.

Lecz z Lematu 1 z; =1 mod m oraz y; = 0 mod m. Podstawiajac, otrzymujemy

Toop =12+ 0=z, mod m.

Bezposrednio z Lematu 2 mamy

tlk < zp =2, =129 mod m. (4)

W ten sposéb udowodnilismy, ze ciag (z,) mod m jest okresowy. Mozemy teraz udo-
wodni¢ podstawowe wtasnosci jego okreséw. Najpierw jednak zdefiniujmy pojecie reszty
kwadratowe;.

Reszta kwadratowa mod p, dla liczby pierwszej p, to taka liczba catkowita a, ze istnieje
catkowite rozwigzanie kongruencji

2:

x a mod p.

Dla dowolnych liczb a € N, p € P, gdzie P jest zbiorem wszystkich liczb pierwszych, przez
(%) oznaczamy symbol Legendre’a. Definiujemy go nastepujaco

0  jesli pla
a
() =41  jedli a jest resztg kwadratowa mod p

P —1 jesli a nie jest reszta kwadratowg mod p

Lemat 3. Przez t oznaczmy okres ciggu (x,) mod p, gdzie p jest dowolng liczbg pierwszq
wiekszqg od 2. Zachodzg wtedy réownowaznosci

(;l) et 1, (5)
<;l> — 1 e ot (6)

Dowdd. 7 (2) mamy

2y + ypVd = (21 + y1Vd)? = zpj <p> 2y Vap*,



To znaczy, ze

> <p> AP, V=3 (i) Ty (V).

2k k 20k

Jednakze dla p > k > 0, p|(£), gdyz p € P, a wiec
r, =27 modp oraz y, = yfd% mod p,

co na mocy Matego Twierdzenia Fermata (patrz [1, rozdzial IV, Twierdzenie 4]) jest

rownowazne z
_ — d
T, =x1 modp oraz Yy, =1y (5) mod p.

Czyli z (2) mamy
Tpi1 + Yps1Vd = (1 + yVd) (21 + 11Vd),

tym samym x,,1 = 2,71 + ypy1d mod p, co oznacza, ze zachodzi
_ 2, a2, (d
Tpr1 =] + V) ’ mod p.

Jedli () =1, to 2,01 = 22 + y?d mod p, czyli korzystajac z (1) otrzymujemy

P P+ 1 Y1
Ty =227 — (2] — y*d) =225 — 1 mod p.

Ale 7z rekurencji (3) mamy x, 1 = 2212, — Tpi1, tym samym

z, 1 =217 — (227 —1) =1 mod p,

wiec na podstawie (4)
tlp — 1.

Jesli za$ (g) = —1, to xpy1 = 2% — y3d mod p, wiec korzystajac z (1),

ZTpr1 =1 mod p,

czyli
tlp+ 1.

Lemat 4. Niech m € N, m > 2, t bedzie okresem ciggu (x,) mod m. Wtedy

ElkEN m|:1:k <~ 4|t



Dowdd. 1) Uznajmy, ze istnieje takie k, ze m|zy. Mozemy przyjaé, ze jest to najmniejsza
taka liczba naturalna. Wtedy z (2)

(zr + yk\/E)Q = T + ka\/C_i-
Czyli zor = 7 + y2d mod m. Zachodza nastepujace réownowaznosci
Top = 73 +yid mod m <= g, =275 — (v} —ypd) mod m <= xo, = —1 mod m,
bowiem x; = 0 mod m. Analogicznie
(Zok + Y2 Vd)?: = zap + yarVd.
Mamy
Ty, = 25, +ysd mod m = w4 = 223, — (23, —y5,d) mod m <= zg4 =1 mod m.

To znaczy, ze z (4) mamy t|4k. Oprocz tego, poniewaz x9, = —1 mod m, to t 1 2k. Ponadto
t > k, gdyz oczywistym jest, ze t # k, a w przeciwnym razie k —t € N, wiec z Lematu 2
mamy x, = Tr_; mod m. Czyli

Tr—¢ =0 mod m,
jednakze k —t < k, a zalozyliSmy, ze k jest najmniejsza taka liczba naturalna. Czyli
t|dk, t12k, t > k =t = 4k,
poniewaz jedynymi dzielnikami liczby 4k wickszymi od k sg liczby 2k i 4k.

2) Uznajmy, ze 4|t. Wtedy t = 4k, dla pewnego k € N. A wiec z (2)
(wop + y2k\/3)2 = T, + yueVd.
Mamy
13 +ysd = x4, mod m <= 223, — (23, —y5.d) = x4 mod m <= x5 =1 mod m.
Lecz 4k 1 2k, wiec z (4) zop £ 1 mod m, to znaczy, ze

Tor = —1 mod m.

Podobnie
() + yk\/a)2 = Xok + y2k\/6_l,

to znaczy, ze 3 + yid = xy, mod m. Ponadto zachodzi
T+ yid = v mod m <= 21} — (77 —yid) = 9 mod m <= 2z; =0 mod m.

Ale m > 2, czyli
m|zy.

]

Na tym zakonczymy te cze$¢. Powyzsze lematy wykorzystane zostang w nastepnych
rozdziatach.



3 Zbiory P(x,), P(y,)

Oznaczmy przez
e P(y,) zbiér takich liczb pierwszych, ze istnieje i € N, ze y; =0 mod p,
e P(z,,) zbidr takich liczb pierwszych, ze istnieje i € N, ze z; =0 mod p.
Udowodnimy, ze

Twierdzenie 1. P(y,) = P.

Twierdzenie 2. #P(z,) = co.

Twierdzenie 3. #P \ P(z,) = cc.

Dowdd Twierdzenia 1. Istnienie okresu ciagu (z,) oznacza, ze rowniez ciag (y,) jest okre-
sowy. Oznaczmy okres ciagu (y,,) przez t. Analogicznie dla ciagu (y,), z Lematu 2

Y=y modp <= 1y, =0 mod p.
Tym samym znalezliémy ¢ € N, ze y; =0 mod p. [
Dowdd Twierdzenia 2. Uznajmy nie wprost, ze #P(z,) = k, dla pewnego k € N. Oznaczmy
wszystkie liczby pierwsze nalezace do P(x,,), jako p1,pa, ..., pg. Niech
t; to okres ciagu (z,) mod p;, dlai € {1,2,...,k}.

Niech

T= 1] ¢t

i€{1,2,....k}

Z (4)
vz‘e{l,2,...,k} T =x9 mod p,

tym samym
Vieq1,2,.ky Tr =1 mod p;.

A wiec zadna z liczb py, pa, ..., pr nie dzieli zp. Jednakze wtedy dla ¢ € P i ¢|zr mamy
qEP($n)7 Q%plvp%"'apk?
wigc otrzymaliSmy sprzecznosé. ]

Dowdd Twierdzenia 3. Zaldzmy, ze zbiér P\ P(x,,) jest skoficzony. To znaczy, ze od pewnej
liczby naturalnej m dla kazdego p € P, p > m istnieje takie k naturalne, ze

p|$k7



Jednakze z (1)
7, =0 modp < —yid=1 mod p.

Wiec
—d

N
o

mod p,

CO ozZnacza

/N

—d
p

A wiec dla kazdej liczby p > m mamy

Jest to jednak niemozliwe, co zaraz udowodnimy. Roztézmy d na czynniki pierwsze, a wiec
d=q" - q" 45",

gdzie q1, qo, ..., qs € P. Dla porzadku przyjmijmy
g < gz < -+ <(s.

Rozwazmy przypadki:

I) q > 2
Wiemy, ze istnieje x € {1,2,...,s}, ze a, =1 mod 2 — wynika to z zalozenia, ze d
nie jest kwadratem liczby catkowitej. Poniewaz liczby 8, q1, qo, . . . , ¢s sa parami wzglednie

pierwsze, to na podstawie Chinskiego Twierdzenia o Resztach (patrz [3, Twierdzenie 5.8])
istnieje taka liczba catkowita k, ze

k=1 mod8
k=r; modgq dlaie{1,2,....s}\{z} ,

k=n, mod q,

gdzie ry,ry, ..., 14 to reszty kwadratowe odpowiednio mod q1, s, ..., qs (bez q.), zas n,
to niereszta kwadratowa mod ¢,. Zauwazmy, ze jesli NWD(k,8d) > 1 to jedna z liczb
2,q1,q2, - - ., qs musi dzieli¢ NWD(k, 8d) — wynika to wprost z rozktadu liczby 8d na czynniki
pierwsze. Jednak z drugiej strony zadna z tych liczb nie dzieli k£, bowiem k jest nieparzyste
OTazZ 1,72, . .y Ny, - - ., T's 58 Wzglednie pierwsze odpowiednio z qy, qs, - . . , ¢s, gdyz sg resztami
(i w jednym przypadku niereszta) kwadratowymi. Czyli mamy

kL 8d.

A wiec na mocy Twierdzenia Lejeune-Dirichleta o liczbach pierwszych w postepie
arytmetycznym (patrz [1, str. 79]), istnieje liczba catkowita a, taka ze

8d-a+k=pelP oraz p>m.



Zatem

-G

—1 p—1 2 p2-1
() =(-1)=z =1, <> =(—1)"5 =1, poniewaz p=1 mod 8.

Ale

(patrz [1, rozdzial XIV, wtasnosé 11, IV]). Ponadto mamy p = & mod 8d.
1) Dlaie{1,2,...,s}\ {z}

p=k=r, modgqg = <p> = <ri>:1,
q; q;

ale z Prawa Wzajemnosci Reszt Kwadratowych (patrz [1, rozdzial XIV, wtasno$¢ V]

)

z czego wynika
2) Podobnie

wiec

G\ (P _ (_ygtest =) _ _
(p) <%>_( 1) 1;»<p> 1.

():1-16“---(—1)%---1%:_1,

otrzymalismy sprzecznosc.

ITa) g1 = 2 oraz istnieje q, # 2, ze a, = 1 mod 2. Skoro k =1 mod 8, to (g) =1-
mimo, ze liczby (8, ¢; = 2) nie sa wzglednie pierwsze, to istnieje k spetniajace uktad modulo
z (I). Pozostata cze$é dowodu przebiega analogicznie.

To znaczy, ze

IIb) ¢; = 2 oraz nie istnieje q, # 2, ze a, =1 mod 2. Wtedy mamy
d=2r?

dla pewnego r catkowitego. Wiec



Ale wtedy wystarczy wzia¢ np. p = —1 mod 8 oraz p > m i mamy

—d
< N _1’
p
czyli sprzeczno$é z wezesniejszym zatozeniem na m.

We wszystkich przypadkach I, I1a, IIb uzyskaliSmy sprzeczno$¢, wiec niemozliwe jest by
dla kazdej liczby p > m
)
— ) =1,
p

co oznacza, ze zbioér P\ P(x,,) jest nieskonczony. O

4 Liczby pierwsze i zlozone jako dzielniki
Najpierw sprawdzmy podzielnosé wyrazéw ciagu (x,,) przez rézne potegi dwjki. Niech
va(c) = a <= 2%c oraz 2T { ¢,

v9(c) bedziemy nazywaé¢ wyktadnikiem 2-adycznym liczby ¢. Udowodnimy nastepujacy
lemat

Lemat 5. Dla dowolnej liczby k € N,
Uz(x%) =0, U2($2k—1) = U2($1).

Dowdd Lematu 5. 7 (2)
o, + yarVd = (21, + ypVd)?.

To oznacza, ze xop = 22 + yid, czyli
Top = ;) +ypd = 275 — (22 — dy}) = 227 — 1

A wiec ve(xer) = 0, dla kazdego k naturalnego.
Udowodnimy indukcyjnie, ze vg(zox—1) = v2(x1) dla kazdego k£ € N. Dla k = 1 mamy
vo(x1) = va(x1). Zalézmy, ze dla pewnego k > 1 mamy

va(Zop—1) = va(11) = a,
dla pewnej liczby catkowitej a. Wykazemy, ze

Ua(Tok41) = va(21) = .
Czyli z zatozenia indukcyjnego mamy

x1 =2% 7, XTop_q =2%-7,

9



dla pewnych r, r' nieparzystych. Z rekurencji (3)
Vo (Topr1) = V2(211 - Top — Top_1) = V2(2% - 2wopr — 2% - 1) = Vo (2% (2w — 17)).
Jednak skoro 1’ jest nieparzyste, to 2xe,r — ' réwniez, a wiec vg(2%(2zoxr — 1)) = «, czyli
V2 (Tak 1) = @,

co chcieliSmy wykazac. O

Teraz mozemy zajac sie pozostatymi liczbami pierwszymi, wiekszymi od 2. Zauwazmy,
ze bezposrednio z Lematow 3, 4 otrzymujemy

d d
2, =0 modpi(()zl,pzl m0d4\/<>:—1,p53 m0d4>, (7)
p p

bowiem w przeciwnym razie, w obydwu przypadkach otrzymaliby$my 4|2, co jest oczywiscie
niemozliwe.
Ujemne réwnanie Pella to réwnanie diofantyczne postaci

a’ —dv* = —1,
gdzie d jest dodatnig liczba catkowityg. Udowodnimy, ze

Twierdzenie 4. Niech p € P, p > 2. Dla takiego d, zZe ujemne rownanie Pella ma
rozwigzanie, zachodzi

d
() =—1,p=3 mod4d=d; xr;, =0 mod p.
p

Dowdd Twierdzenia 4. Przez (a,b) oznaczmy pierwsza pare rozwiazan ujemnego réwnania
Pella. Znanym faktem jest, ze zachodzi

(a+bVd)? = zy + 1y Vd.

Czyli
(a+bVAP = w1 + Yo Vd,
wiec
p+1
1
Tpir = Z <p+ )ak<b\/&)p+1k’

2
20k k

jednak dla p > k > 1, p|(p;gl), gdyz p € P, oznacza to, ze
— ptl fge g o [ d ) 25
xpTH:ap +0VPd T =a"+ b |- |d=a”—bd=—1 mod p.
p

10



Niech ¢ to okres ciagu (z,) mod p. Wtedy

pt1
2 Y

tf

ponadto z Lematu 3
tlp + 1,

a wiec z tych dwoch wlasnosci otrzymujemy
va(p + 1) = va(t).
Ale p =3 mod 4, czyli
va(p+1) 22 <= 19(t) > 2 = 4t,

wiec z Lematu 4
4, z; =0 mod p.

]

Co ciekawe dla d takiego, ze istnieje rozwigzanie ujemnego rownania Pella, nie zawsze
wystarczy (g) =1, p=1 mod 4, aby 3; z; =0 mod p — przyktadem sa d = 5, p = 29.

Ponownie zajmujemy sie tylko réwnaniem Pella postaci (1). Skoro wiemy juz, dla jakich
liczb pierwszych istnieje rozwiazanie x, tego rownania podzielne przez te liczbe, od razu
narzuca si¢ pytanie, dla jakich liczb ztozonych m jest to mozliwe. Warto wiec rozwazy¢ dwa
prostsze przypadki, ktore postuza nam do rozwigzania ogdlnego.

Lemat 6. Niech t, — okres ciggu (z,) mod p®. Dla kazdej liczby pierwszej p > 2 nie
bedgcej dzielnikiem d © dowolnej o € N zachodzi

va(t1) = va(ts).

Lemat 7. Niech p,q to dowolne wzglednie pierwsze liczby nieparzyste, takie zZe dla pewnych
i,j €N, plz; i glz;. Oznaczmy odpowiednio przez t,s okresy ciggu (x,) modulo p,q. Wtedy

vo(t) = v9(s) <= Fren pq|Ti-

Dowéd Lematu 6. Dowdd tego lematu przeprowadzimy za pomoca indukeji. Dla o = 1 jest
to prawda. Zalézmy wiec, ze dla pewnej a > 1

Ug(ta) = ’Ug(tl).

Wykazemy, ze
Va(tar1) = va(ty).

11



Zauwazmy, ze 7 (2)
p
xtap + ytap\/a = ('rta + yta \/a)p <~ xtap + ytap\/a = Z <Z> xfa (yta \/;Z>p_k'
k=0

Jednak skoro z;, = 1 mod p*, to z (1) yfad = 0 mod p*. Czyli dla nieparzystych k €
{1,2,...p— 2} mamy

pI(1) oras 1l v

czyli po‘“](Z) (. V/d)P~*, gdy k nieparzyste, a wiec
p
Tiop = D (Z) af (y VAP =22 mod p*! =z, = 2% mod ptl.
2k
Poniewaz p®|x;, — 1, to z LTE (Lifting The Exponent Lemma) (patrz [3, Twierdzenie 2.18])
vp(ay, — 1) = vp(m, — 1) +vp(p) >+ 1,

czyli

1

p*tHa) —1 <= 2 =1 mod p**! <= z;,, =1 mod p**".

Lecz z Lematu 2 oznacza to, ze toy1|tap, z czego wynika
Va(tat1) < va(tap) = va(ta).

Jednak oczywistym jest, ze jesli z;,, =1 mod p**™!, to tym bardziej z;,,, =1 mod p~,
czyli to|tar, wiec
Va(tat1) = va(ta).

To oznacza zas, ze otrzymujemy
Ua(ta) 2 valtat1) 2 va(ta) <= va(tat1) = va(la),
co konczy dowdd. n
Do dowodu Lematu 7 bedziemy potrzebowali nastepujacej wlasnosci

Lemat 8. Niech m bedzie dowolng liczbg nieparzystq, dla ktorej istnieje taka liczba 1, zZe
m|xz;. Przez 4t oznaczmy okres ciggu (x,) mod m. Dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej
k zachodzi wtedy

r, =0 modm <= k=t mod 2L

Dowdd Lematu 8. 7 Lematu 4 wynika, ze ¢ jest liczba naturalna. Niech k' € {1,2,... 4t} i
m|zp . Mamy wiec

Tow =22 +1y2d=222 —1=—-1 modm
Top' + yzk/ﬁ = (xp + yk/\/a)z — { 2k kT Yk k

Yorr = 2Ty =0 mod m

12



Czyli

.2 2 70,2 _
Ty = x5 +ysd =225, —1=1 mod m
Tap + y4k/\/8 = (:c%/ —+ ka/\/g_i)Z _— B 2k 2k_ 2%k
Yap = 2Ty =0 mod m

A wiec z Lematu 2 mamy 4¢|4k", tym samym
tk' .

Ale to znaczy, ze k' € {t,2t,3t,4t}, jednak zo; = —1 mod m, x4 =1 mod m, wiec k' =t
lub k" = 3t. Ale ze wzoru (2)

T3t + y3t\/3 = (a2, + yt\/a)(@t + y2t\/a)a

czyli
T3 = T4l + YYord = —xy; mod m,
bowiem z (2) mamy x9, = —1, zas yo = 0 mod m. Czyli x; = x3; = 0 mod m. A wiec
zachodzi
ml|r, < J. (k=t+4t-cVk=3t+4t-c),
ale

d.(k=t+4t-cVk=3t+4t-¢c) < k=t mod 2t.

Zatem mamy
m|z, <= k=t mod 2t.

O

Dowdd Lematu 7. 7 Lematu 4, 4]t,s. Czyli istnieja takie t',s" € N, ze t = 4/, s = 4.
Ponadto zauwazmy, ze z Lematu 8

plr; < i=t mod 2t
qlz; <= i=s mod 2s".

A wiec, poniewaz NWD(p, ¢) = 1, to mamy

. | g k=t mod 2t
T —
keN Pq|Tk keN k= mod 2s

Udowodnimy, ze

k=t mod 2¢
3 = t) = N.
hen {k =5 mod 2s v(t) = vo(s)

Oczywiste jest, ze

k=t mod 2t
3 = up(t') = ",
her {k; =5 mod 25 ve(t) = va(s)

13



bo wtedy
czyli

To znaczy, ze wystarczy wykazaé

k=t mod 2t

t) = N =3
va(t’) = va(s) kEN{k‘Es’ mod 25’

Niech vy(t') = v2(s") = ¢, dla pewnego ¢ € N. A wigc 2¢-t" = t' oraz 2¢- §" = &, gdzie t”, 5"
sg nieparzyste. Istotnie istnienie rozwigzan k, k' uktadéw kongruencji

k=t mod 2t K =t" mod 2"
k=5 mod?2s kK =s" mod 25"

jest réwnowazne, bowiem jesli £’ spelia drugi uktad, to 2¢- k' jest rozwigzaniem pierwszego
(i odwrotnie, bo 2¢|k, dla kazdego k spelniajacego pierwszu uklad). Jednakze dla k' =" - 5"

many
t”|k:/, S//|k/ /\ 2‘2(/_//’1,]{:/7 2‘8///1,]{:/’

poniewaz 2 { t”,s". Czyli

)

{k:’ =t" mod 2t"

k' =5s" mod 2s”

cO oznacza, ze

2¢. K =t mod 2t
2¢.k'=5" mod 2s

A wiec podsumowujac

> 1y(t) = ,
k=s mod 2s v(t) = va(s)

{kz =t mod 2t
ale skoro vy(t') = wa(s'), to va(4t') = ve(4s'), czyli podstawiajac 4t = t,4s'’ = s mamy
v9(t) = va(s). To znaczy, ze wykazaliSmy

< uy(t) = va(s),

k=t mod 2t k=t mod 2t
_ / Oraz JdreN _ /
k=s mod 2s k=5 mod 2s

Jren palzr = erN{

wiec
vy(t) = v2(s) <= Fren pY|TH-

14



Twierdzenie 5. Dla danej liczby naturalnej m = pi*p3* - --p&~, gdzie p1,pa,...,pn € P,
niech ti,ta, ..., t, — okresy ciggu (x,) mod p1,ps,...,p, odpowiednio. Wtedy zachodzg
nastepujqgce fakty

(1) m jest liczbg nieparzystq

Jpe 2, =0 modm <= va(ty) = va(ty) = -+ = va(ty) = 2.

(2) m jest liczbg parzystq (bez straty ogdlnosci py = 2)

e =0 mod m <= a; < vo(x1) oraz va(ty) = va(ts) = - = va(ty) = 2.

Dowod Twierdzenia 5.
(1) m jest liczba nieparzysta
Oczywistym jest, ze
Ug(tl), Ug(t2>7 e 7U2(tn) 2 2,
bowiem w przeciwnym razie z Lematu 4 ktéras z liczb pq, po, ..., p, nie nalezataby do
zbioru P(x,,), wiec tym bardziej nie istniatoby i, ze m|x;. Poniewaz liczby pi*, p5?, ..., po»
sa parami wzglednie pierwsze to na podstawie Lematu 7 indukecyjnie otrzymujemy

I 2 =0 mod piipy? - pin <= wva(s1) = va(S2) = -+ = va(Sy),

gdzie s1,s9,...,S, to okresy ciagu (z,,) mod pi*,p3?, ..., p%" odpowiednio. Jednakze na

podstawie Lematu 6
va(ti) = va(si),
dla kazdego i € {1,2,...,n}. A wiec otrzymujemy
Hk 2z, =0 modm <— Ug(tl) = UQ(tQ) == ’Ug(tn) > 2.

(2) m jest liczba parzysta
Z pierwszego podpunktu Twierdzenia 5 dla liczby nieparzystej m’ = p5?p§?® - - - pi» mamy

Elk T = 0 modm <— 'Ug(tg) = UQ(tg) == UQ(tn) > 2.

Z Lematu 5 otrzymujemy dodatkowe zalozenie na szukane k, a mianowicie 2 { k. Jednak z
Lematu 8

+

i

="
4

mod

L
27
dlai € {2,3,...,n}. Czyli
L
Alt, QTZ = w(t;) =2,

Ponadto z Lematu 5 zachodzi ve(z1) = va(xy) dla kazdej nieparzystej k, wiec na pewno
a; < va(71). Podsumowujac otrzymujemy

2 =0 modm <= a; < vy(x1) oraz vy(ta) = va(ts) = -+ - = va(t,) = 2.
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5 Przypadek dla d =2

W tym rozdziale bedziemy przyjmowac d = 2, a wiec rozwazane rownanie Pella przyjmuje

postac
=27 =1 (8)

Udowodnimy nastepujace twierdzenia.
Twierdzenie 6. Dla kazdej liczby pierwszej p
p=5"7 mod8=p¢P(x,).
Twierdzenie 7. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, Ze
p=1 mod8 oraz peP(x,).
Twierdzenie 8. Dla kazdej liczby pierwszej p
p=3 mod8=peP(z,).

Najpierw przeprowadzimy dowdéd Twierdzenia 6.

Dowdéd twierdzenia 6. Zauwazmy, ze dla kazdego naturalnego ¢
;=0 modp= -2y =1 mod p,

co jest rownowazne z

Zatem

Jednakze ) . ) .
(7)-(F) ()=

wiec dla p=5,7 mod 8

to znaczy, ze

Do dowodu Twierdzenia 7 bedziemy potrzebowa¢ nastepujacego lematu

16



Lemat 9. Dla kaZdej liczby pierwszej p > 2 i takich u,v, Ze p{u,v, zachodzi

2

plu* +1* <= p=1 mod 4.

Dowdd Lematu 9. Zaldézmy nie wprost, ze p = 4k + 3.
plu* +v? <= u’=—v*> mod p,

wiec skoro 251 = 2k£2

= —5= jest liczba nieparzysta, to

p—1 1

(W)7 = (=) modp < w’'=—v"' mod p,
z Matego Twierdzenia Fermata otrzymujemy
=—1 mod p,
sprzecznosé. [

Dowaod twierdzenia 7. Zaldézmy nie wprost, ze takich liczb jest skonczona liczba n. Oznaczmy
je przez pi,pa, - - ., Pn. Niech

t; to okres ciagu (z,) mod p;, dlai € {1,2,...,n}

oraz

T= 1] ¢t

1€{1,2,....,n}

Z Lematu 4 mamy 4[t;, wiec tym bardziej
2|T.
Zauwazmy, jednak, ze dla dowolnej | € N z (2)
Ty = 77 + 247,

co jest réwnowazne z
v = 4y} + (2] — 2y7) = 4y + 1,

wiec 9 mozna zapisa¢ w postaci sumy dwoch kwadratéw. Tym samym, skoro 2|T" to zp
rowniez mozemy zapisa¢ w postaci sumy dwoch kwadratéw. A wigc z Lematu 9 wszystkie
dzielniki pierwsze liczby x7 sa postaci 4m + 1. Jednak z (4)

rr =29 mod p;,

dla ¢ € {1,2,...,n}, wiec zadna z liczb p1,ps,...,p, nie dzieli xy. Ale na podstawie
Twierdzenia 6 p Z 5 mod 8. Otrzymaliémy tym samym sprzecznosé¢, bowiem p = 1
mod 4 <= p=1,5 mod 8. O]

Teraz udowodnimy ostatnie z twierdzen w tym rozdziale.
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Dowad twierdzenia 8. Poniewaz dla d = 2 istnieje rozwigzanie ujemnego réwnania Pella,
ponadto

2
p=3 m0d8:><>:—1.
p

A wiec na podstawie Twierdzenia 4

p € P(z,).

6 Proponowane tematy badan

W tym rozdziale przedstawione zostana zadania (wraz z przykladowymi rozwigzaniami)
oraz proponowane otwarte problemy zwiazane z podzielnoscia wyrazéow ciagéw (z,), (yn)
rownania Pella.

Zacznijmy od zadan. Pierwsze z nich inspirowane jest zadaniem nr 4 z zawoddéw finato-
wych LXVII Olimpiady Matematycznej.

Zadanie 1. Rozwazamy réwnanie (1) z danym d € N, nie bedacym kwadratem liczby
catkowitej. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary réznych nieparzystych liczb naturalnych (&, 1),
dla ktorych istnieje takie a € N, ze

k|x, oraz, UYa,
ale takze istnieje takie b € N, ze
l|zp oraz, E|yp.

Rozwigzanie. Na poczatku zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ i dowolnej naturalnej liczby m
nieparzystej mamy
y; =0 modm=27=1 mod m,

a wiec
z; =+1 mod m.

Niech r bedzie okresem ciagu (x,) mod m. Tym samym 7 jest okresem ciagu (y,), bowiem
obydwa te ciggi spelniajg taka sama rekurencje. Czyli

(1) z; =1 mod m. Wtedy z Lematu 1 zachodzi r|i, wigc tym bardziej r|2i.
(2) ; = —1 mod m. Wtedy mamy z (2)
({L‘i -+ y,\/E)Q = To; + 921'\/8,

wiec
Ty = 27 +yid = 207 — (27 —y’d) =1 mod m.

Zatem 7|2i.
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A wiec w obydwu przypadkach zachodzi
r|2i.

Teraz przejdziemy do gléwnej czesci rozwiazania. Udowodnimy, ze nie ma takich liczb,
ktore spetniaja wymagania zadania. Uznajmy nie wprost, ze istnieja takie k, [, ktore spelniaja
zadane whasnosci. Skoro k|z, oraz l|zp, to na podstawie Lematu 4 okresy ciagu (x,) mod k
i mod [ sg podzielne przez 4. A wiec istnieja takie liczby s, t, ze 4s, 4t sa okresami ciggu
(x,) mod k, mod [ odpowiednio. Czyli skoro k|z, oraz [|x;, to na podstawie Lematu 8

a=s mod2s oraz b=t mod 2t.

To oznacza, ze
va(a) = va(s), va(b) = va(t).

Ponadto, poniewaz l|y, i k|yp, to na podstawie weczesniej udowodnionego faktu
20 =0 mod 4t oraz 20 =0 mod 4s,

co jest rownowazne z
a=0 mod?2t oraz b=0 mod 2s,

zatem
va(a) = vo(2t), v9(b) = v9(25).

Jednak to znaczy, ze
va(a) = v9(2t) > va(t) = va(b) = v9(25) > va(s) = va(a),

czyli
vg(a) > vq(a),

a wiec otrzymalidmy sprzecznosé.

Zadanie 2. Udowodni¢, ze rownanie
(a® 4+ ") —2( +d*)? =1,
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych a, b, ¢, d.

Rozwigzanie. Niech
S={s+t:5tel}

Chcemy wiec udowodnié¢, ze nie istnieje taka liczba k, ze

Tk, Yr € S.
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Uznajmy nie wprost, ze istnieje takie k. Jednakze z Lematu 9, to znaczy, ze
rr =1 mod 4,

bowiem jesli jakas liczba pierwsza p dzieli xy, to albo p =1 mod 4, albo p =3 mod 4 dzieli
11, W parzystej potedze (za$ 32 =1 mod 4). Ponadto 2t z;. Rozwazmy dwa przypadki
1. k jest nieparzyste. Wtedy istnieje k', takie ze k = 2k’ 4+ 1. Korzystajac z (2) otrzymu-
Jemy
Tk + V2 = (3 + 2V2) (2o + yow V2).
Zatem
T = 3I2k/ + 4y2k1.

Ale 7z (2) mamy @op = 22, + 2y2,, czyli
Top = 4yk’ -+ (Ik/ — ka/) =1 mod 4.
To znaczy, ze
T = 3xop + 4y =3 mod 4,

a wiec xy, ¢ S.
2. k jest parzyste. Niech vy(k) = a. Zatem k = 2%r, gdzie 2 { r. Ze wzoru (2) wprost
wynika, ze dla dowolnego ¢
Yo2i = 2T;Y;.

Po a-krotnym podstawieniu tego faktu otrzymujemy
Yooy = 201, Ygam1, = 22Tga—1,Toam2, Yoz, = - - + = 2%Tga—1,Tga-2, « - - TpYy-

A wigc, jesli yp € S to albo x, € S, albo z, jest kwadratem liczby catkowitej. Ale w obydwu

tych przypadkach mielibySmy z, =1 mod 4, zas z udowodnionego wczesniej faktu, skoro r
nieparzyste, to xr, =3 mod 4.

W obydwu przypadkach uzyskaliSmy sprzecznos¢, a wiec nie istnieje takie k, ze xy, yp € S.

O

Na koniec przedstawiamy proponowane nierozwigzane problemy.
Problem 1. Dla réwnania (8) udowodni¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych

p, takich ze
p=1 mod 8 oraz p ¢ P(z,).

Problem 2. Rozwazamy réwnanie (1). Scharakteryzowaé, dla jakich r € {1,2,...,4d — 1},
ze NWD(r,4d) = 1 istnieje nieskonczenie wiele p € P, p = r mod 4d, takich ze

p € P(x,).
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