UWAGI NA TEMAT PEWNYCH GRANIC WYSTEPUJACYCH W
TEORII FUNKCJI PRAWIE OKRESOWYCH

KOSMA KASPRZAK

STRESZCZENIE. W tej pracy przedstawimy nowe dowody zwiazane z istnieniem lub nieistnie-
niem pewnych granic pojawiajacych si¢ w teorii funkcji prawie okresowych. Nasze dowody sa
catkowicie rézne od tych przedstawionych w pracach [1] i [3].

1. WSTEP

W latach 1924-26 H. Bohr, dunski matematyk, zapoczatkowat teorie funkcji prawie okresowych
opierajac sie o rozwazania S. Bohla i E. Escalangona. Zdefiniowal on pojecie zbioru wzglednie
gestego i uzyt go do zdefiniowania i wnikliwego zbadania klasy funkcji, nazywanych jednostajnie
prawie okresowymi lub prawie okresowymi w sensie Bohra. Méwimy, ze zbior A jest wzglednie
gesty, jedli istnieje stata I, dla ktorej kazdy odcinek o dtugosci I ma punkt wspolny ze zbiorem
A. Jedli dla ciaglej funkeji f : R — R i ustalonego € > 0 zbiér takich 7 € R, ze

Sgﬂg\f(wrf) — f(@)] <k,

jest wzglednie gesty, to méwimy ze f jest jednostajnie prawie okresowa. Wiemy, ze jesli f jest
ciagta funkcja okresowa, a T jest jej okresem, to rowniez nT jest jej okresem dla dowolnego
n € Z, a wiec f(x+nT)— f(x) = 0. Oczywiscie w kazdym odcinku o dtugosci 27" znajdziemy
wielokrotno$¢ T, wiec widzimy, ze zbiér {nT : n € Z} jest wzglednie gesty. Stad ciagtosé i
okresowo$¢ implikuje jednostajng prawie okresowosc.

Na podstawie tej definicji w pozniejszych latach zostaly opisane inne klasy funkcji prawie
okresowych, jak na przyktad funkcje prawie okresowe w sensie Stiepanowa, Weyla, Besicovitcha,
Lewitana czy tez prawie okresowe wzgledem miary Lebesgue’a.

Funkcje prawie okresowe pojawiaja sie na przyklad w astronomii. Gdy dwa cialta niebieskie
orbituja wokot ustalonego innego ciata, ich pozycje wzgledem centralnego ciata sg funkcjami
okresowymi czasu. Jesli okresy orbitujacych cial sa wspoétmierne, to odlegtosé tych ciat od
siebie jest rowniez funkcjg okresowa. Jesli natomiast okresy okaza sie niewspotmierne, odlegtosé
ta, cho¢ juz nie okresowa, bedzie funkcja jednostajnie prawie okresowa. Innymi waznymi
zagadnieniami do badania ktorych bardzo uzyteczna jest teoria funkcji prawie okresowych jest
chociazby matematyczny opis kwazikrysztatow czy tez model dynamiki sieci neuronowych.
Jednym z klasycznych przyktadéw funkeji prawie okresowych w sensie Lewitana oraz wzgledem

miary Lebesgue’a jest funkcja x — m Zauwazmy, ze funkcja ta jest dobrze

zdefiniowana, poniewaz aby jej mianownik byt réwny 0 musiatoby zachodzié¢
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cosz = cos(xv/2) = —1, co nie jest mozliwe. Okazuje sic jednak, ze mianownik ten moze by¢
dowolnie maty, czyli rozwazana funkcja jest nieograniczona. W pracy tej bedziemy badac
asymptotyczne zachowanie tej funkcji i ogolniej funkcji x — m dla niewymiernych
«, poprzez rozwazanie granic postaci

lim /(@)

z—+00 2 + cos x + cos(za)

- (1)

Na poczatku udowodnimy dwoma réznymi sposobami, ze powyzsza granica wynosi 0 dla
a=+21i f(z)=e" z €R. Jest to wynik uzyskany juz w nieco ogélniejszej postaci w pracy
[1]. P6Zniej przedstawimy uogélnienie drugiego z przedstawionych dowoddéw, prowadzace do
wniosku, ze granica (1) wynosi 0 gdy « jest liczbg algebraiczna stopnia n i f(x) = z~2n+2=¢
xr € RT dla dowolnego £ > 0. Szczegdlny przypadek tego faktu zostal udowodniony w pracy
3], w ktérej rozwazono o = /2 i f(x) = 227, x € RT, gdzie € > 0.

Te wyniki dajg pewien obraz ograniczenia gérnego konkretnych funkcji postaci x —

)

1
2+cos z+cos(zar) *

Warto zwroci¢ uwage na to, ze funkcje te przyjmuja wartosci mniejsze lub rowne od % we
wszystkich punktach x = 27n, n € Z, wiec jesli tylko zgrfoo f(x) = 0, to granica (1) moze
albo wynies¢ 0, albo nie istnie¢. Jednak wiadomo, ze zawsze istnieje granica gérna funkcji.
W nastepnej czesci pracy rozwazamy wlasnie zastapienie granicy w (1) przez granice gérna.
Najpierw przedstawimy alternatywny dow6d Twierdzenia 4 z [3] poprzez wykazanie, ze gdy
a=+21 f(xr) =22, x € R, to granica gérna ilorazu w (1) jest liczba rzeczywista wicksza
od 0. W tym celu uzyjemy teorii zwigzanej z rownaniami Pella; w szczegdlnosci wykorzystamy
fakt, ze réwnanie k% — 21> = —1 ma nieskoficzenie wiele rozwigzan w liczbach calkowitych.
Ostatnim zaprezentowanym przez nas wynikiem bedzie nowy dowdéd Twierdzenia 7 z [1],
sformutowanego przy uzyciu granicy gérnej ilorazu z (1). W naszym rozumowaniu wazna role
odegra pigtkowy system liczbowy. Na koniec przedstawimy wynikajaca z tego twierdzenia
uwage, w ktorej wykazemy, ze zbior liczb przestepnych jest mocy continuum i jest gesty w R.
W naszym rozumowaniu wykorzystamy rowniez Twierdzenie Louville’a (zob. [2]).

2. GLOWNE WYNIKI

Przez {x} i [x] bedziemy oznaczaé odpowiednio czesé utamkowa i cze$¢ catkowita . Zdefiniu-
jemy teraz relacje 7>, <, &”.

Definicja 1. Rozwazmy funkcje f,g : R — R*. Bedziemy mowié, ze f > g wtedy i tylko
wtedy, gdy

Jes0FeerVese, f(7) > Cg(x).
Oczywiscie
f < g wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ > f.
Ostatecznie
f~g wtedyitylko wtedy, gdy f<g i f>g.

7 powyzszej definicji wynika, ze " /" jest relacjg rownowaznosci. Ponadto, jesli granica, granica
gérna lub granica dolna f w plus nieskonczonosci jest réwna 0 lub 400, to odpowiednio
granica, granica gorna lub granica dolna g wynosi 0 lub 4oc0.
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W [1] (Th. 6.13) zostal udowodniony nastepujacy wynik.

Twierdzenie 1. Zachodzi

e*f
lim =0.
z=+00 2 4 cos x + cos(1v/2)

Teraz udowodnimy powyzsze twierdzenie dwoma réznymi sposobami.

Dowéd. Ustalmy e € (0;2). Niech bedzie ono réwne 2 4 cos x + cos(xv/2) dla pewnego = > 0.
Wtedy

cosz =¢e —cos(zV2) —2<e—1.
Niech a = 7 — arccos(e — 1). Wtedy = € 2rn + 7 — a; 2mn + 7 + a] dla pewnego

n € Ny. Analogicznie 2v/2 € [2rm + 7 — a; 2rm + 7 + a] dla pewnego m € Ny. Przedzialy
2mn+7m—a; 2mn+7m+ali[2rm+ 71— a; 2rm+ 7 + a] zawieraja tylko liczby dodatnie, wiec

V3 — xﬂe {27rm+7r—a'27rm+7r+a]
x 2rn+7m+a 2rn+m—al
Podstawmy k = 2m + 1,1 = 2n + 1,b = 2. Otrzymujemy:

E—b k+0b
2 - e
v2e [l+b’l—b}

i stacd k—b<V2(+b), wiec k — 1v/2 < b(1 ++/2). Analogicznie otrzymujemy
— V2> —b(1 4+ V/2), wiec

|k — V2] < b(1 +V2).

Stad
k% — 212) < b(1 + V2)(k + 1V2).
Liczba k? — 22 jest calkowita i k? — 212 # 0, wiec |k* — 2%| > 1 i stad
1
k:+l\/_>b(1+\/§). (2)

Dla wystarczajaco matych ¢ > 0 liczby a i b moga by¢ dowolnie bliskie zera, wiec dla
wystarczajaco matych € > 0 mamy

k
—IV2> -b(1+V2) > —5 > —<,
2 2
wiec
k> k+1V2,
i, z (2), otrzymujemy
2

Y2 S v
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Dla wystarczajaco matych e > 0 liczba /2 — (2rm + 1) moze byé dowolnie bliska zera, wiec
_2V2_ 670 by¢ dowolnie bliska 1. Stad otrzymujemy

2mrm—4m
V2T s V2T 2
2rm + \/§ 2rm + V2 5(1++2)b
V2 T 21 V2 272
27Tm+7r \/_ 5(1+\/_) 27rm—i—7r 5(2+\/§)a

Stad dla wystarczajaco matych £ > 0 mamy

xr =

SHES

1 1 1
e’ € a € a € a
< = = =: h(e). 3
2 + cos x + cos(zv/2) € cos(t—a)+1 1—cosa (¢) (3)

Rozwazmy teraz ¢ jako zmienng 1 w konsekwencji a jako zmienng zalezng od e. Uzywajac
znanego faktu, ze hm sina _ 1 j yreguly de I'Hopitala otrzymujemy

1 1 1

-1 —1y -1 1
. € a . e a) . € a5
lim — = lim (7,: lim ——% =
a—0+ 1 —cosa a—0+ (1 —cosa) a—0+ sina
_1
. e : 11 -
= lim ——% = lim e a.-— = lim .
a—0t 5B a—0+ a®  a—0t ea
Poniewaz
1
. €a
hm T = +OO,
a—0t =5
a
wiec
1
. 3
lim 4 =
a—0t eq
1 ostatecznie
1
€ a

llm — =0
a—0t 1 — cosa

Ustalmy ¢ > 0. Skoro lim h(e) = 0, to istnieje takie g9 > 0, ze h(e) < € dla wszystkich
0 < & < go. Niech ¢, bedzie taka dodatnia liczba, ze dla 0 < € < €1 nier6wnosé (3) jest
spetniona. Niech €2 = min{eg; e, }. Ustalmy = > 0. Jedli 2 + cosx + cos 2v/2 < 52,’00 , 7 (3),

- e” [
dostajemy m < €. Jedli natomiast 2 + cos x4 cos /2 > > g9, to m < =
a skoro dla wystarczajaco duzych x liczba e moze by¢ dowolnie mata, to dla wystarczajaco

duzych x mamy Q < €. Ostatecznie dla dowolnego € > 0 dla wystarczajaco duzych z mamy

W<Elst@d lim _o

e~

S +o0o 2+cosz+cos CC\[

Teraz przedstawimy drugi dowoéd Twierdzenia 1.
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Dowdd. Zauwazmy, ze

\/2 + cos(2mz) 4 cos(2mzV/2) = \/1 + cos(2mx) + 1 4 cos(2rzV?2) =
= \/2 cos?(mx) + 2 cos?(mzV/2) & |cos(mz)| + |cos(mzV/2)| =

= feos(r{a bl + leos(nlavVEN| ~ [{a} = 3| +[{2v2} - 5] = o)

Wykresy dwoch sktadnikow funkceji g sktadaja sie z odcinkow. W pierwszym sktadniku maja
one nachylenie 11 —1, ; w drugim: v/2 i —v/2. W takim razie wykres funkcji ¢ sktada sie z
odcinkéw o nachyleniu 1 + \/5; 1— \/5;

—1+/2; =1 — /2. Rozwazmy lokalne minima tej funkcji. Musza one wystepowaé w punktach
nier6zniczkowalnosci, czyli 2 lub ”T\/i dla n € N, poniewaz dla innych punktow istnieje
sasiedztwo, ktore jest odcinkiem o niezerowym nachyleniu. Mozemy tatwo zauwazy¢, ze nie ma

n\f

miniméw w punktach postaci 5, a w punktach postaci minima i maksima wystepuja na

przemian. Niech z, = (2”+41 \[ . Oczywiscie funkcja g jest Cl@g}a i osiaga minima w punktach
T, wiec g(z) jest wieksza lub réwna od wartosci w jednym z dwéch kolejnych wyrazéw ciagu
(x,,), pomiedzy ktérymi lezy x. Przypiszmy kazdemu x > x4 liczbe f(z) tak, ze f(z,) = x, dla
wszystkich n € N i jedli x, < z < 2,41, to f(z) =z, gdy g(z,) < g(mnH) i f(x) =ap1 W
innych przypadkach. Skoro, jak ustaliliémy, kolejne minima r6znig sie o —2 ,to |f(z) —z| < g
i stad

e el (@) . er(f(z)—x) e~ (@)

{z} — |+ {zv2} — 3 < @y -172 ~ @y - 172

Zauwazmy, ze jesli f(x) = 212—21 i[f(x)] =k to k,l € N1iotrzymujemy (traktujac [ i k jako
funkcje z)

(@)} — 172 = |l\/§+\/§—1—k| 2+ 1)v2 202k +1)| _

2 4 2 4
_ 20204 1) —4@2k+ 1)) 1 1 11
A2+ 1)V2 4202k + 1) 4

QI+ )VI+22k+1)| 1 f@)
Stad ostatecznie otrzymujemy
J— N - I @) . gr(f(@)=a)
ot con(2me) + conamav®) | Hat =M+ {ava =1~ 1@ - 172
)
S @y - 1/2]

Gdy x dazy do plus nieskoniczonodci, f(x) dazy do plus nieskoniczonosci, wiec

~

< f(z)e ™M@,

—z —Tx 2 2
0< lim ‘ ( lim ‘ ) < ( lim a:e”)
7400 2 4 cos & + cos(zv/2) pes \/2 + cos(2mz) 4 cos(2mz/2) rotee

co konczy dowdd. ([l
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Naturalnym uogélnieniem udowodnionego twierdzenia jest préba zastapienia liczby /2 przez
inne liczby niewymierne i znalezienia funkcji malejacej wolniej niz e~ w roli licznika. Naste-
pujacy wniosek, zwiazany z granica (1), jest rozszerzeniem Wniosku 1 z [3] (zobacz réwniez

[5])-

Whniosek 1. Jesli a jest liczbg algebraiczng stopnia n, to

x—2n+2—6

im
a—+oo 2 4 cos x + cos(xa)

=0 dla dowolnego ¢ > 0.

T

Dowdéd. Mozemy bez straty ogdlnosci zatozyé¢, ze a > 1, gdyz dla aw < 1 podstawiajac u = £

otrzymujemy

—In+2—e —2n+2—¢

x u
2+ cosx + cos(za) 2+ cosu 4 cos(%)

u
[’

i i > 1 jest liczba algebraiczng stopnia n. Analogicznie do drugiego dowodu Twierdzenia 1
wnisokujemy, ze wystarczy rozwazy¢ funkcje

x—n—&-l—s

T ey =+ {wa) — 31

204+1
2c0

Jej minima wystepuja w punktach poniewaz o > 1. Zdefiniujmy f, [ i k£ jak w drugim

dowodzie Twierdzenia 1.
gntl-e o flx)Hize. (ﬁ)fﬂﬂ*g N f(x)ntize
{2} — 3+ {av2} -3 {f(z)} —1/2] {120
Niech P bedzie wielomianem stopnia n o catkowitych wspoétezynnikach, dla ktorego P(«) = 0.

Skoro « jest pierwiastkiem P, to wielomian ten jest postaci (r — a)Q(x) dla pewnego
wielomianu (). Z definicji k£ i [ mamy

20+1
im = q,
z—+oo 2k 4+ 1

wiec
20+ 1
.
Jim Q5 1

)= Q).

Skoro o > 1, mamy

P 21+1)
201 1 20+1) — (2k+ D <2k+1
@) 172 = [T 4§ o] (GRS BEE DAl |3y -
2041
Q)
(2k + 1)@(3}{5) X
= ‘ ) ‘(2]{ + 1) > W ~ f(x)*n+1.
(2k + 1)nQ<2k11)
Stad ostatecznie otrzymujemy
x—n—‘rl—a

T e @ @ = @

co w polaczeniu z lir+n f(z)~® = 0 konczy dowdd. O
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-2

W nastepujacym twierdzeniu badamy zachowanie asymptotyczne funkcji x +— m

Udowodnimy pewne uogdlnienie Twierdzenia 4 z [3].

Twierdzenie 2. Zachodzi

[E_2

0 < limsup

< +00.
z—to0 2+ cosx + cos(zv/2)

Dowdd. Zauwazmy, ze z Definicji 1 i drugiego dowodu Twierdzenia 1 wynika, iz wystarczy
udowodnic¢, ze
~1
x
0 < limsup

S [ = Y vy — 4

—+00.

Wiemy, ze

z! flz)™
1 <

{a} =3l + Hav2y =51 Hf@)}—1/2|
gdzie f jest zdefiniowane jak w drugim dowodzie Twierdzenia 1. Wskazemy teraz ciag (1),
dla ktérego ta funkcja nie dazy do zera. Rozwazmy réwnanie Pella k% — 21> = —1. Dobrze
znanym faktem jest, ze jest ono spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb naturalnych, a
rozwazajac to rownanie modulo 4 widzimy, ze k i [ musza by¢ nieparzyste. Niech (1,,) i (k)

beda rosnacymi ciggami liczb naturalnych [, i &k, wystepujacych w tych parach. Wtedy

b 1+{W§} 1 _ {lnﬁ G T SR SR S
2/ 2 2 20 2 2 2 2| |2k, +2,v2 2 2| 2k, +20,/2
Stad

< fla)f(x) =1,

201
Y- 1+ 1{ava -1

:41;"+4\/§>1

-1

1 < limsup

T
< +00.
i—too [{x} — 3|+ {ov2} — 3

Na koniec przedstawimy krotki dowéd Twierdzenia 7 z [1] zwiazanego z granica (1).

Twierdzenie 3. Dia dowolnej funkcji f : R — RT, dowolnego a € R i dowolnego € > 0
istnieje o € R dla ktorego
()

—al<e i i = oo
la=al<e ;giip2+COS$+COS(xQ) oo

Dowdd. Ustalmy a € R ie > 0. Skonstruujemy taka liczbe « i ciag (nl,), ze
f(mly)

n—-+oco 2 + cos(ml,) + cos(mwl,«)

= +400.
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Niech g = Y 5%, gdzie (a,) jest zdefiniowany rekurencyjnie w nastepujacy sposob: a; =1 i
i=1
a;+1 jest najmniejsza liczbg catkowita wigksza od a; dla ktorej
f(m5™)
2 - Hai—ai+1
Takie a;11 w oczywisty sposéb istnieje i skoro (a,) jest rosnace, to szereg definiujacy /3 jest

zbiezny. Rozwazmy przedziat (a — 3 —e;a — 3+ ¢). Musi on zawierac liczbe postaci 5 dla
[5" (a—p+e)]
571

> q.

pewnych liczb catkowitych m i N (wyrazenia , bedac mniejsze od liczby a — 3 + ¢,
moga by¢ jej dowolnie bliskie, wiec dla wystarczajaco duzych n € N muszg one by¢ wieksze
od a — 3 —¢). Niech a = 8 + £%. Zdefiniujmy ciagi (I,) i (k,) jako [, = 5% i k,, = [5% - a.
Zauwazmy, ze
s 1
5ai—an < - < 1’
nzz:Hl 5-1
wiec dla a; > N mamy

k:i —m - 5ai—N + [5% X ﬂ] —m - 5ai—N + 5ai—a1 + 5ai—a2 et 5ai—ai’
a skoro 5% 3 — [5% /3] > 0, to

o)
O0<lijao—k; = Z HUTY < 2. HYTYHL ]|
j=it+1
Co wiecej, jesli a; > N, liczby k; i k;1 1 sa roznej parzystosci, wiec jeden z ciagow (ko) i
(kon+1) zawiera tylko liczby nieparzyste od pewnego n € N. Stad

f(rl;) B f(ml;) - f(ml;)
2 + cos(ml;) + cos(ml;at) 1 — cos(mlyor — mk;) ~ wlhia — wh;
fa)

Qﬂ- . 5ai*0«i+1
dla podciagéw (ka,) 1 (l2,) ub (k2n41) 1 (lone1) dla wystarczajaco duzych n. Stad a i jeden z
ciagdw (mlay), (mlans1) speliaja zadane warunki. O

Uwaga 1. W powyzszym dowodzie mozna zastapi¢ liczbe 5 w definicji § przez dowolna liczbe
nieparzystg wiekszg od 1 i konsekwentnie uzywac jej w catym dowodzie. Gdyby$my sprébowali
zastapi¢ ja przez liczbe parzysta, na przyktad przez liczbe 10, nasze [, byloby parzyste i
cos(ml,) byloby rowne 1 zamiast -1.

Uwaga 2. Zauwazmy, ze podstawienie f(z) = e~ w Twierdzeniu 3 i skorzystanie z Wniosku 1
prowadzi do powszechnie znanego faktu dotyczacego istnienia liczb przestepnych. Istotnie,
skoro e® > 2 dla dowolnego a € R, dowolna liczba « spetniajaca

e*ﬂ?
lim sup = +00,
z—+00 2+ cosx + cos(za)

spelia réwniez réwnanie

xfnJrle

lim su = +00,
ot 24 cosz + cos(za)
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wiec z Wniosku 1 wnosimy, ze « nie jest liczbg algebraiczng stopnia n dla zadnego n € N,
wiec jest ono liczbg przestepng. Wtedy Twierdzenie 3 implikuje, ze zbiér wszystkich liczb
przestepnych jest gesty w R.

Co wiecej, zauwazmy ze jesli ciag (“

“tL),en jest nieograniczony dla pewnego §cisle rosnacego
ciagu (an)nen liczb naturalnych, to uzywajac Twierdzenia Liouville’a mozna tatwo udowodnic,
[e.°]

ze >, 5% jest liczba przestepna. Niech (e, )nen bedzie dowolnym takim ciagiem, Ze
€n Z621{0, 1}. Wiadomo, ze zbiér wszystkich takich ciagéw jest nieprzeliczalny. Jesli zdefiniujemy
a, = (n+ 1)! + e,, to mozna tatwo sprawdzi¢ ze (a,)nen jest $cisle rosnacym ciagiem liczb
naturalnych, <22 > n i liczby io: 5~% sg rézne dla réznych ciagdw (e, )nen. Z tego wynika, ze
zbior wszystkich liczb przesteg;;;;mh jest mocy continuum.

PODZIEKOWANIA

Pragne podziekowaé¢ mojemu nauczycielowi prof. UAM dr hab. D. Bugajewskiemu za cenne
uwagi, ktore znacznie ulepszyly angielska wersje tej pracy, przyjeta do druku w czasopismie
Topological Methods in Nonlinear Analysis.

LITERATURA

[1] D. Bugajewski and A. Nawrocki, Some remarks on almost periodic functions in view of the Lebesgue
measure with applications to linear differential equations, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 42 (2017), 809-836.

[2] G. H. Hardy and E. M. Wright, An Introduction to the Number Theory, 4th ed., Clarendon Press, 1971.

[3] A. Nawrocki, Diophantine approximations and almost periodic functions, Demonstr. Math. 50 (2017),
100-104.

[4] A. Nawrocki, On some applications of convolution to linear differential equations with Levitan almost
periodic coefficients, Topol. Methods Nonlinear Anal. 50 (2017), no. 2, 489-512.

[5] A. Nawrocki, O pewnych uogdlnieniach funkcji prawie okresowych i ich zastosowaniach, Uniwersytet im.
Adama Mickiewicza w Poznaniu, 2017, Rozprawa doktorska.

[6] S. Stoinski, Funkcje prawie okresowe, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan, 2008.

XXXVIII DwWuiEzZYCzZNE LO 1M. JANA NOWAKA-JEZIORANSKIEGO, UL. MALOSZYNSKA 38, 60-176 POZNAN,
kosma.kasprzak@wp.pl



