DWUWYMIAROWE CIAGI DOLDA

MATEUSZ SCHARMACH

1. WSTEP

Ciagi Dolda odgrywaja znaczaca role w teorii uktadéw dynamicznych
oraz w teorii punktéw periodycznych, rozwazane byly one m. in. w pra-
cach, [1], [2], [4] [5]. Abstrakcyjnie zdefiniowane zostaly stosunkowo
niedawno w pracy K. Wéjcika [5]. Przystepny opis ich wlasciwosci
znalazt sie w pracy A. Lesniak ”O pewnym uogdélnieniu Matego Twierdzenia
Fermata” opublikowanym w 2015 w Delcie [3].

Celem pracy jest uogdlnienie pojecia ciagu Dolda na przypadek 2-
wymiarowy (czyli na ciagi dwuindeksowane). W pierwszej czesci defini-
ujemy klasyczne ciaggi Dolda i opisujemy ich podstawowe wtasnosci,
podajac niekiedy wtasne dowody faktow znanych z literatury.

W drugiej czesci okreslamy i badamy dwuwymiarowe ciggi Dolda. W
szczegblnosci pokazujemy, ze ciaggi dwuwymiarowe nie daja sie w prosty
sposéb zredukowaé do przypadku jednowymiarowego (Tw.16), jednak
w pewien sposoéb moga by¢ wyrazone przez ciagi jednowymiarowe Jed-
nym z najwazniejszych wynikéw pracy byto pokazanie tego, ze klasa
dwuwymiarowych ciagéw Dolda jest réwnowazna klasie dwuwymiarowych
ciagdw, ktérych kazda kolumna i kazdy wiersz jest ciagiem Dolda. (Tw.
12, Tw. 13 i Tw. 14). Podajemy réwniez interpretacje geometryczng
ciagéw dwuwymiarowych jako punktow statych ztozen dwéch funkceji.

2. PODZIEKOWANIA

Chciatbym bardzo podzigkowaé¢ panu dr hab Grzegorzowi Graffowi
prof nadzw. PG, oraz panu dr Piotrowi Nowakowi-Przygodzkiemu za
opieke merytoryczng i cenne uwagi podczas pisania pracy.

3. JEDNOWYMIAROWE CIAGI DOLDA

Definicja 1. Funkcje Mobiusa p(n) bedziemy definiowali w nastepu-
jacy sposob:
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1,  jesli n jest liczbg bezkwadratowa o parzystej
liczbie dzielnikéw pierwszych,
pu(n) =49 —1, jesli n jest liczba bezkwadratowa o nieparzystej

liczbie dzielnikéw pierwszych,

0 w innym przypadku.

Innymi stowy, jedli liczbe n da sie zapisa¢ w postaci [IF_, p;, gdzie p;
sg parami réznymi liczbami pierwszymi, to pu(n) = (—1)*. W szczegdl-
noéci (1) = 1. W innym wypadku p(n) = 0.

Definicja 2. Ciagiem Dolda nazywamy ciag spelniajacy nastepujacy

warunek

(3.1) n Y ulmyds.

mln

Definicja 3. Zdefiniujmy ciag regy(n) w nastepujacy sposob:

k, jedli k | n,

rege(n) =
0, jesli ktn.

Zauwazmy, ze ciag a, = regx(n) bedzie ciagiem okresowym o okresie
dtugosci k postaci (0,0, ...k,0, ..., k, ...).

Lemat 4. Kazdy cigg {a} postaci a,, = regr(n) jest ciggiem Dolda.

Dowaod. Zauwazmy, ze dla n niepodzielnych przez k kazdy z dzielnikow
n bedzie niepodzielny przez k, stad

n ] 0= 15 )dm.

Dla n =k X, u(;s)dm = k, bo jedynym niezerowym sktadnikiem
tej sumy bedzie a,. Jesli natomiast n jest liczba podzielna przez k,
ale nieréwng k, to istnieje skonczony zbidr liczb pierwszych p beda-
cych dzielnikami n takimi, ze k | %. Oznaczmy je pi,ps,...pj, a ich
zbior P, (dla i # j, p; # pj;). Zauwazmy teraz, ze skltadniki sumy
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Somin 155 )dm = k beda zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy m = ﬁ,
gdzie [ jest liczba catkowita mniejsza od j, a {z} ciagiem réznych liczb
catkowitych mniejszych od j. Wynika to z tego, ze jesli > = T, pe.
miatoby w swoim rozktadzie pewien czynnnik pierwszy przynajmniej 2
razy, to () = 0, czyli sktadnik sumy dla takiego m bytby réwny 0.
Jesli natomiast ™ byloby podzielne przez liczbe pierwsza nienalezaca
do wyzej zdefiniowanego zbioru, to z definicji tego zbioru d,, = 0, bo
k { dp, czyli ten sktadnik bytby réwny 0. Tak wiec 3, u(%)dm =

n

T Czyli jest to suma po m beda-
i=15%¢

cych ilorazem n i iloczynu liczb z pewnego podzbioru P,. Zauwazmy,

> (72 )dy, dla m postaci m =

ze dla podzbioréw P, o parzystej mocy p(2)d,, = 1*k =k, a dla
podzbioréw o mocy nieparzystej p(*)d,, = —1*k = —k. Stad, jako ze
kazdy niepusty skoniczony zbiér ma tyle samo podzbioréw parzystych
co nieparzystych, to sktadnikéw réwnych k bedzie w tej sumie tyle
samo co sktadnikéw réwnych —k, wiec 3., p(2x)dy = 0, czyli n |

Lemat 5. Niech ciggi a, i b bede postaci a; = regy, (i), b; = regn, (i), to
cigg ¢ bedgey ich iloczynem, ¢; = a;b;, bedzie postaci ¢; = xregy(i), dla
pewnych catkowitych x, y.

Dowod. Zauwazmy, ze dla liczb catkowitych k nie dzielacych sie przy-
najmniej przez jedna z liczb m,n ¢, = 0, gdyz jeden z czynnikow
iloczynu ¢; = a;b; jest rowny 0. Natomiast dla k podzielnych jed-
noczesnie przez n i m, ¢ bedzie rowne nm. Stad ¢, bedzie rézne od
zera tylko dla k podzielnych przez NWW (n,m), a dla k podzielnych
przez NWW (n,m) bedzie réwne nm = NWD(n,m)NWW (n,m).
Stad c¢p = NWD(m, n)regnww n,m)(k)- O

Lemat 6. Jesli a i b sq ciggami Dolda, to cigg c, spelniajecy warunek:
dla kazdego dodatniego catkowitego n ¢, = a, + b, jest ciggiem Dolda.

Dowdd. n | 3opjn pr(m)az in | 3, p(m)be, stad
n | Y (m)an + 32, u(m)bn,
| Epn p(m)(az + b ),
n| Y u(m)c%.
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Twierdzenie 7. Kazdy cigg{d} postacid; = > 72, a;regx(i) jest ciggiem
Dolda.

Dowdd. 7 lematu 6 wiemy, ze suma dowolnej ilosci ciagéw Dolda jest
ciggiem Dolda. Z tego faktu oraz tego, ze kazdy ciag postaci a, =
regr(n) jest ciagiem Dolda uzyskujemy teze twierdzenia. O

Twierdzenie 8. Kazdy cigg Dolda mozna przedstawic¢ jako sume ciggow
regr (di =Y po agregr(i)).

Dowdd. Oznaczmy dany ciag Dolda jako {d}. Twierdzenie udowodnimy
indukcyjnie.

Zat6zmy najpierw, ze na przedziale [0,n — 1] ciag ten da sie przed-
stawi¢ w postaci d; = Ypo; agregr(i). ({a} jest ciagiem wspotezyn-
nikéw catkowitych przy kolejnych wyrazach sumy reg-6w). Z twierdzenia
7 wiemy, ze przy d, = Y50, axregr(n) sa spelione kongruencje defini-
ujace ciag Dolda (n | X2, (% )dm). Jako, ze {d} jest ciggiem Dolda,
to dn, =, Ypo; axregr(n), stad

dy = apregp(n) + an =Y _ agrege(n) + zreg,(n).
k=1 k=1

Ale zauwazmy, ze na przedziale [0,n — 1] reg, przyjmuje warto$¢ 0,
zatem przy zastgpieniu wspotcezynnika a, wartoscia a, + x, wartosci
d; dla i = 1,2,...,n — 1 nie zmienityby sie, gdyz w sumie definiujacej
te wartosci a,, jest pomnozone przez 0. Stad po zastapieniu a, przez
a, + x dla dowolnego i z przedziatu [1,n] d; = Y32, arregi(i), stad

mozna ten cigg na tym przedziale przedstawié¢ jako sume reg-ow.

Zauwazmy w koncu, ze dla dowolnego ciagu Dolda d; = w = wreg; (1).
Tak wiec, na mocy zasady indukcyji matematycznej udowodnilimy, ze
kazdy ciag Dolda mozna przedstawi¢ jako sume reg-ow. 0

Twierdzenie 9. [loczyn ciggow Dolda jest ciggiem Dolda.
Dowdd. Oznaczmy dwa ciagi Dolda jako {a} i {b}, dla dowolnego nat-

uralnego n

b, = Z xprege(n Z yireg;(n Z Z zrregi(n) yreg;(n).
k=1

Jj=1k=1
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Skorzystalimy tutaj z twierdzenia 8. Z Lematu 5 wiemy natomiast, ze
iloczyn reg-6w moze by¢ przedstawiony jako pewien reg pomnozony
przez pewien wspotezynnik. Stad:
221 Lrey weregr(n) yiregi(n) = 352, regj(n) z;, co w polaczeniu z
twierdzeniem 8 daje nam teze. U
Ponizej kilka przyktadéw ciagow Dolda.
e dowolny ciag, ktérego wszystkie elementy sa sobie réwne, (jako

ze jest to ciag reg;(n) przemnozony przez pewna stala
e ciggi sum dzielnikow kolejnych liczb naturalnych (jako suma

i1 regk)

e ciag Sladéw kolejnych poteg dowolnej macierzy kwadratowej [4]

e ilos¢ punktow periodycznych funkeji okreslonej na pewnym zbiorze
skoniczonym [2].

4. DWUWYMIAROWE CIAGI DOLDA

Definicja 10. Dwuwymiarowym ciagiem Dolda nazwiemy ciag {d}
spetniajacy nastepujacy warunek:

Obserwacja 11. Jedli {a} i {b} sa ciagami Dolda, to ciag {c}, spelnia-
jacy warunek: dla kazdego dodatniego catkowitego n ¢, m = @pnm +bnm
jest dwuwymiarowym ciggiem Dolda.

Dowdd. Postepujemy analogicznie jak w Lemacie 8:

NVWW (,7) | S on 18§ NWW (10,1 | S p(2) (2
stad NWW (m, n) | Sipn jim #(5)1(5) (@nm + b)),
wiee NWW (m,n) | Zijn,jim #(5) 05 ) (Crm)- O

Twierdzenie 12. Jesli d jest dwuwymiarowym ciggiem Dolda, to dla

)bn,rm

dowolnego k cigg postaci a; = dy; bedzie ciggiem Dolda.
(Méwige mniej formalnie, kazda kolumna dwuwymiarowego ciggu Dolda

jest jednowymiarowym ciggiem Dolda.)

Dowdéd. Udowodnimy ten fakt korzystajac z indukeji matematycznej.
Zauwazmy, ze dla k = 1:

Zi\k,j\m ﬂ(%)”(%)dw = Zj|m M(l)ﬂ(%)dl,j-
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Oznaczmy teraz: S;; = >y ; p(% d i.j» czyli méwige mniej formalnie
S;; bedzie sumg takg jak w kongruencji definiujacej ciggi Dolda dla
liczb w i-tym rzedzie, sumujac do j-ego elementu (3.1).

Wiemy, ze dla kazdego dodatniego catkowitego ¢ < n —1 m | S;,.
Zauwazmy teraz, 2 3 ;jn jim u(%)u(?)d” = Yijn #(5)Sim- Wige jesli
dlai <n—1m | Sm, cooznacza, ze m | S;p p(%), czyli m dzieli
wszystkie poza S, sktadniki sumy 3, p(%)Si,. Poniewaz zas m
dzieli réwniez caly te sume, to m | S, . O

Twierdzenie 13. Jesli {d} jest dwuwwymiarowym ciggiem Dolda, to
dla dowolnego k cigg postaci a; = d; 1, bedzie ciggiem Dolda.
(Méwige mniej formalnie, kazdy wiersz dwuwymiarowego ciggu Dolda

jest jednowymiarowym ciggiem Dolda.)

Dowaod. Dowdd jest analogiczny jak w poprzednim twierdzeniu, z tym
ze odwracamy w dowodzie rozpatrywane indeksy. O

Twierdzenie 14. KazZdy dwuwymiarowy cigg taki, Ze kazdy jego wiersz

i kazda jego kolumna jest ciggiem Dolda jest dwuwymiarowym ciggiem
Dolda.

Dowdd. Oznaczmy ten ciag jako {d}.

Ponadto oznaczmy: si; = >, u( )i, OTAZ TRy = D u( )d; . Jako,
ze kazda kolumna i kazdy wiersz ciagu {d} jest ciagiem Dolda, to dla
kazdego naturalnego k,l, k | 7y, oraz [ | s;. Zauwazmy teraz, ze

Zi\n,ﬂm u(%)ﬂ(%)dlﬁ = Zz\n?“(%)sl,m = Zz|m7:u’( )Tn’b A jako, ze dla
kazdego naturalnego i, m | s, to

m | Z,u )Sim = Z ,LL
i|n i|n,jlm
Analogicznie, jako ze n | 1y, to
n | Zu Vrai= 3 (>
ilm i|n,jlm

Tak wiec 325, jim () 1( .)d” jest podzielne zaréwno przez m, jak i
przez n, stad NWW (n,m) | 3 jim 1(5) (5 )diy, czyli ciag {d} jest
ciggiem Dolda. 0
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bLaczac trzy ostatnie twierdzenia uzyskujemy, ze klasa dwuwymi-
arowych ciggéw Dolda jest rownowazna klasie dwuwymiarowych ciagow
ktorych kazda kolumna i kazdy wiersz jest ciagiem Dolda.

Twierdzenie 15. Illoczyn dwdich ciggow Dolda jest dwuwymiarowym
ciggiem Dolda.

Dowdd. Oznaczmy te ciagi jednowymiarowe jako {a} i {b}, a dwuwymi-
arowy jako {d}, tak, zeby d,,, = anb,, Oznaczmy przez s; sume wys-
tepujaca w kongruencji (3.1) dla ciagu {a} i wyrazu a;, a przez r; taka
sama sume dla ciagu {b}. Zauwazmy, ze:

> ifn,jlm M(%)N(?)du =2 jim #(%)Sn- A jako, ze n | sy, to

nl Y uEn .

i|n,jlm J
Analogicznie, 32, jim #(F)H(F)dij = Zijn p(F)rm, stad ta suma jest
tez podzielna przez m. Tak wigc NWW (n,m) | 3, jm ,u(%)u(%)di?j,

czyli ciag {d} jest dwuwymiarowym ciagiem Dolda. O

Twierdzenie 16. Nie kazdy dwuwymiarowy cigg Dolda jest iloczynem
dwoch ciggow Dolda.

Dowad. Przyktadem dwuwymiarowego ciagu Dolda, ktory nie jest iloczynem
dwéch ciagow jest ciag postaci d,, ,, = reg,(m) + reg,(n) dla pewnych
wzglednie pierwszych x,y wiekszych od 1.

Zauwazmy, ze jest to dwuwymiarowy ciag Dolda, gdyz jest on suma
dwéch dwuwymiarowych ciggéw Dolda.
Zatézmy teraz, ze ten cigg jest iloczynem dwoch ciggéw Dolda, tzn.
istnieja takie ciaggi Dolda a, b, ze d,, ,, = amb,
Zauwazmy teraz, ze d,, = v +y, di, = y, oraz d,; = x. Stad jako,
ze dy, = agby,, oraz dy1 = azby, to ay | dyy 1 ay | diq, czyli a, |
r+yia, |z stad, jako ze x, oraz x + y sa wzglednie pierwsze, to
a, = 1. Analogicznie, b, | dy, 1 b, | diy, czylib, | x+y ib, | v,
czyli b, = £1. Stad d,, = a,b, = %1, co jest sprzeczne z tym, ze
dyy = reg.(x) + regy(y). O

Ciagi Dolda maja réwniez duze znaczenie przy badaniu iloéci punk-
tow statych przy n-krotym ztozeniu funkcji.
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Twierdzenie 17. Dla dowolnej funkcji f: X — X, gdzie X jest pewnym
zbiorem skonczonym, cigg {a}, w ktérym a, = #(Fixf"), czyli a,, jest
ilo$cig wartosci r nalezgeych do X takich, Ze f"(r) = r jest ciggiem

Dolda. [2]

Twierdzenie 18. Dla dowolnych funkcji f: X — X, g: X — X gdzie
X jest pewnym zbiorem skoriczonym, cigg dwuwymiarowy {a}, w ktérym
Un.m jest iloScig par wartosci r, s nalezgcych do X takich, ze f™(r) =r,
oraz g™ (s) = s jest ciggiem Dolda.

Dowdd. a,,,, = #Fix(f" x g™) = #Fix(f")#Fix(g™), czyli jest to
iloczyn dwdéch ciggdéw Dolda, stad jest to dwuwymiarowy ciag Dolda.
O
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