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Wstep

Celem pracy jest przedstawienie nowych, autorskich wynikéw dotyczacych okregu mixtilinear
incircle, zwanego dalej mixtilinear. Pojecie to pojawilo sie po raz pierwszy w artykule [3]. Jego
autorem jest Leon Bankoff, ktéry bedac z wyksztalcenia i zawodu stomatologiem leczyl wiele
znanych gwiazd Hollywood (zob. [1]). Znakomita wiekszo$¢ podanych w tej pracy twierdzen,
lematéw i wnioskéw nalezy do autora niniejszej pracy. Te twierdzenia (lematy), ktére nie sa
oryginalne, zostaly objete odniesieniem do bibliografii. Wszystkie podane w tej pracy dowody sa
takze mojego autorstwa. Ewentualne podobiefistwo pewnych jej fragmentéw do wcze$niej
opublikowanych wynikéw jest niezamierzone i moze wynikaé z niedostatecznego rozpoznania
zrédet bibliograficznych.

W pracy bedziemy sie opieraé na nastepujacej definicji i oznaczeniach.

Definicja
Okregiem A -mixtilinear tréjkqta ABC okresla sie okrqg wpisany w kqt £BAC styczny
wewnetrznie do okregu opisanego na trojkqcie A BC.

Z definicji widad, ze punkty stycznosci okregu A-mixtilinear z prostymi AB, AC naleza do tych
bokéw tréjkata (w przeciwnym razie pewien z punktéw stycznoSci lezatby na pewnej z
p6tprostych AB™, AC™, poza kotem opisanym na tréjkacie A BC, co jest niemozliwe, gdyz okrag
A-mixtilinear zawiera sie calkowicie w tym kole jako okrag styczny do okregu opisanego na
trojkacie).

Oznaczenia

[ABC] - pole tréjkgta ABC

O - srodek okregu opisanego o na tréojkqcie A BC

I - srodek okregu wpisanego w tréjkqt ABC

R - dlugos¢ promienia okregu o

A, - $rodek tuku BC okregu o, nie zawierajqgcego punktu A

A, - $rodek tuku BAC okregu o

T, - punkt stycznosci okregu A-mixtilinear z okregiem o

S, - Srodek okregu A-mixtilinear

E, - srodek okregu dopisanego do tréjkqta A BC, stycznego do boku BC
Przyjmujemy takze analogiczne oznaczenia dla pozostalych wierzchotkow trojkata A BC.



§ 1. Punkty, proste i okregi zwigzane z
okregiem A-mixtilinear

Zaczniemy od wykazania podstawowego twierdzenia, z ktérym autor spotkat sie w [5] na str. 5.
Lemat 1.1

JeSliAB =c¢,BC =aiCA =b,to
, £BAC _ (a+b+c)b+c—a)

CcoS
2 4bc
Dowdd: Z twierdzenia cosinuséw
b? + 2 — 4>
cos/BAC = ——,
2bc

wiec po zastosowaniu wzoru
, £BAC  cos£BAC+1

2 2

COs

otrzymamy teze.m

Twierdzenie 1.1

Jesli P € AB i Q € AC sq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear z odpowiednimi bokami
trojkqta A BC, to punkt I jest srodkiem odcinka PQ.

Twierdzenie 1.1

Dowdd: PoprowadZzmy przez punkt / prosta prostopadia
do AA,. Niech P’, Q" beda odpowiednio jej punktami
przeciecia z prostymi AB,AC. Pétprosta AI” jest
dwusieczna kata ZBAC, dlatego punkty P’,Q’ sa
symetryczne wzgledem prostej AI. To dowodzi, ze
istnieje punkt S} € A/ taki, ze okrag @ o $rodku w S jest
styczny do pétprostych AB~, AC™ odpowiednio w
punktach P’i Q'. Pokazanie, ze okrag @ jest wewnetrznie
styczny do okregu opisanego na trdjkacie ABC bedzie
implikowato, iz okregi @, A-mixtilinear sa tozsame
(istnieje tylko jeden okrag mixtilinear wpisany w dany
kat trdjkata) i w konsekwencji P € AB i Q € AC skad
wyniknie teza.

Styczno$¢ wewnetrzna wymienionych okregéw jest
réwnowazna z warunkiem S,0 = OA — P’S;. Oznaczmy przez r diugo$¢ promienia okregu
wpisanego. Niech R bedzie rzutem punktu / na bok A B. Z podobiefistwa

AS,P'A ~ AIRA (k,k, k)

wynika pierwsza réwnos¢

P'S, AS, AS, AP | I
r B Al B AP’ Al B CcOS —LBzAC CcOS LBZAC
r
P'Sy = cos2 ZBAC

2
Wykorzystujac nieréwnos¢ tréjkata
a*<ab+c)<alb+c)+20b—c) = 2a-b+c)a+b—c)<ala+b+o).
Druga nier6wnos¢ jest rtOwnowazna

%-(a+b +o)a+b—c)a—b+c)—a+b +c)<abc-(a+b+z)b(b+c_a) @+b+0)
C

Na podstawie wzoru Herona i lematu 1.1 otrzymujemy



5 , £BAC
8[ABC]- < abc - cos -(a+b+c)
2[ABC] 1 abc
. < .
a+b+c COSZ%AC 4[ABC]
Stosujac wzér na dlugo$é promienia okregu wpisanego, nieréwnosé przyjmuje postaé

r
rQr |
P'Sil = ——5e <R
2

W ten sposéb uzasadniliSmy réwnoé¢ R — P'S;, = |R — P'S) |.
Poniewaz £ZAP'S) = 90°, to

P'S, r
SiA = 4 =
A . ZBAC 5 4BAC . ZBAC
sin = Ccos* ——— - sin —

Stosujemy twierdzenie cosinuséw w tréjkacie AOS;:
S,0% = AO* + S}A? —2A0 - S}A - cos£0AS),
2
8,02 = R? ’ 2R ’ LOAS;
a07 = R0+ o zBAC . zBac | N ZBac . zBac 9 A
COs* ——— - sin — OS> ——— - sin —
Przeksztatcamy réwnowaznie réwnanie, ktére chcemy wykazac
S,0 =0A-P'S, < S,0=|R-PS,| & S,0°=R-P'S,)*
Podstawiamy wyprowadzone wyrazenia na S;0% i P'S),
2

r r r
2 "= |R— ———
R*+ cos2 £BAC iy £BAC 2R cos2 £BAC i) £BAC CosZOAS) = | R cos2 £BAC

2 2 2 2 2
Przenosimy odpowiednie wyrazenia z jednej strony na druga i wylaczamy wspélne czynniki

r? 1 2Rr cos£Z0AS),

4 <BAC | . 5 ZBAC cos? £BAC |7 2BAC
2

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej

ZBAC . ZBAC

r cos? > cos£OAS) — sin —

Zpac = 2R . ZBAC
sin ==

ZBAC .
COSZT sin2

Skracamy obie strony

r . ZBAC
TAC = 2R coszZ0A SA — 2R sin > .

sin
2
Korzystajac z definicji sinusaw AART

4BAC r

2 Al
oraz z definicji cosinusa w tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnej A A,
1

cos£S}AO0 = —
2R

sin

i twierdzenia sinuséw na tuku CA;
CA, . £ZBAC
= sin
2R

otrzymujemy
r

Al = _5 AS' — 2R si £ZBAC
I—SIHTAC— R cosz0 SA_ R sin

2
Ale ta r6wno$¢ jest prawdziwa, gdyz z lematu o tréjlisciu




Whniosek 1.1.1
Jesli dlugo$é promienia okregu wpisanego wynosi r, za$ P jest punktem stycznoSci okregu
r

A-mixtilinear z odcinkiem A B, to promien tego okregu ma diugosc PSy = —————.
2
CO8? ——

2
Whniosek 1.1.2

Poniewaz kazdy z okregéw mixtilinear zawiera sie w kole opisanym na tréjkacie A BC, to mozemy
wzmocni¢ nieréwno$¢ Eulera do postaci

r r r

>
R > max § 2r, 5 2BAC’ 5 £ABC’ 5 £ACB
S cos? =—— co0s? ——

z réwnoécia wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat A BC jest rtéwnoboczny.

Whniosek 1.1.3

Konstrukcja okregu A-mixtilinear: znalez¢ srodek okregu wpisanego I w tréjkat A BC; wyznaczy¢
punkt przeciecia P prostej prostopadtej do A przechodzacej przez I z odcinkiem A B; wyznaczy¢
punkt przeciecia S, prostej prostopadtej do A B zawierajacej punkt P z prosta A I; wykredli¢ okrag o
§rodku S, i promieniu PS,.

Twierdzenie 1.2 (zob. [6])
Punkty Ty, I, A, lezq na symedianie tréjkqta BIC. Co wiecej, styczne do okregu opisanego na tym
tréjkqcie w punktach B oraz C przecinajq sie w punkcie A,.

Twierdzenie 1.2 - 1.5

Dowéd: Na mocy lematu o tréjliSciu
Al = BA, = CA,, wiec punkt A, jest
Srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie BIC. Punkty A;,A, sa
koficami $rednicy okregu o jako $rodki
dwoéch  réznych tukéw BC. Stad
£2ABA, =90° co oznacza, ze prosta
A,B  jest styczna do  okregu
przechodzacego przez punkty B, 1, C.
Analogicznie dowodzimy, ze prosta
A,C jest styczna do tego okregu. Wobec
tego prosta A,/ jest symediana w

tréjkacie BIC.
Niech punkty P,Q beda punktami
stycznosci okregu A -mixtilinear

odpowiednio z prostymi AB i AC. Na
mocy twierdzenia 1.1 punkt [ jest
$rodkiem odcinka PQ. Wspomagajac
sie  twierdzeniem o odcinkach
stycznych otrzymujemy

4ZBAC £ZBAC

< 4ZBPI = 2£CQI =90" + 7
(%k) Niech punkt 7)) # I bedzie punktem przeciecia okregéw opisanych na tréjkatach BPI oraz
CQI. Gdyby punkt T} lezat po tej samej stronie prostej BC co punkt A, to 180° < «BT,I + £CT,1.
Ale to jest niemozliwe, poniewaz

<4BAC <4BAC
«2BT,1 = 180" — ZBPI = 90" — <90° A 2£CT,1 = 180" — 2CPI = 90" —

AP =AQ < £APQ = LAQP =90° —

<90°.




Mamy wigc rownos¢
4BT,C = BT I + £CT,I = 180° — 2BAC,
przy czym punkty T}, A leza po przeciwnych stronach prostej BC, wiec zapisana réwnos¢ katow
oznacza T € o.
Mamy zatem

4BT A, = £BCA, =90° —

£<ZBAC

= 2ZAPQ =180°— 2BPI = ZBT,I,

ale punkty A,, I leza po tej samej stronie prostej BC, czyli takze prostej BT,, wiec powyzsza
réwnoéc¢ katéw dowodzi wspétliniowosé punktéw T, 1, A,.

Z twierdzenia o katach wpisanych i wlasnosci dwusiecznej

ZABC 2ACB
£IT,P = £IBP = A2ZIT,Q = 2ICQ = 7
Jednak
£Z4ABC+ 2ACB
£PT,Q =zIT,P + £IT,0 = 2 =/1ZAPQ =2AQP

co po uwzglednieniu twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa oznacza, ze okrag opisany na
tréjkacie PQT, jest styczny do prostych AB,AC odpowiednio w punktach P i Q. Istnieje
doktadnie jeden okrag styczny do prostych A B, AC w tych punktach, wiec musi nim by¢ okrag A-
mixtilinear. Skoro T lezy zaréwno na nim jak i na okregu o, to T, = T, wiec punkty T,,1, A,
rzeczywiScie leza na jednej prostej.n

Warto odnotowad, ze w powyzszej konfiguracji prosta PQ jest styczna do okregu opisanego na
tréjkacie BIC w punkcie I, gdyz £PIA; = 90° = 2QIA,.

Sledzac uwaznie dowéd twierdzenia 1.2 dochodzimy do nastepujacych dwéch twierdzen:

Twierdzenie 1.3

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Wtedy

I. na czworokqtach wypuktych BT,IP, CT,1Q mozna opisaé okrqg,

II. proste CC,, BB, sq styczne do odpowiednich okregéw w punkcie I.

Dowéd I: Z (%) w dowodzie twierdzenia 1.2 wiemy, ze na czworokatach BT,IP, CT,IQ mozna
opisa¢ okrag, co po uwzglednieniu koncowego wniosku 7, =7, pozwala stwierdzi¢, ze
czworokaty wypukte BT, 1P, CT,1Q sa wpisane w okregi.n

Dowéd II: WykazaliSmy wczesniej takze

<4BAC
ZBPI =90° +

= #/BIC,

wiec korzystajac z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa otrzymujemy, iz prosta CC| jest
styczna w punkcie I do okregu opisanego na czworokacie BT,IP. Analogiczna réwnos¢

£ZBAC
£4ZBQOI =90 + = «ZBIC

dowodzi, ze prosta BB, jest styczna w punkcie / do okregu opisanego na czworokacie CT,1Q.n

Twierdzenie 1.4 (zob. [9], str. 5)
Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Wtedy tréjki punktéow T, P, C, oraz Ty, Q, B, sq wspotliniowe w tej kolejnosci.

Dowdd: Jak wida¢ w dowodzie twierdzenia 1.2 zachodza réwnosci

£ZBAC+ £ZABC ZACB
4BT P = £BIP = 180° — 2BPI — ZPBI = 90° — > —

= LBCC],



przy czym pierwsza réwno$¢ wynika z okregu opisanego na czworokacie BT,I/P, a ostatnia
réwnosc jest bezposrednia konsekwencja wlasnodci dwusiecznej CC;”. Skoro T, = T i punkty
B,T,,C, C, leza w tej kolejnosci na jednym okregu to

«BT,C, = «BCC, = «BT P = «BT,P.
Punkty P i C| leza po tej samej stronie prostej BT,, wiec punkty 7}, P, C; leza na jednej prostej w
tym porzadku.
Dowdéd dla tréjki punktéw 7}, Q, B, jest analogiczny.n

Twierdzenie 1.6

Twierdzenie 1.5

Proste BC,,CB; sq styczne odpowiednio do
okregéw opisanych na trojkqtach BT,1, CT,1.

Dowéd: Niech punkty P,Q beda punktami
stycznosci okregu A -mixtilinear odpowiednio z
prostymi AB i AC. Korzystajac z twierdzenia 1.3
wystarczy wykazaé, stycznos¢ prostych BC;, CB,
odpowiednio do okregéw opisanych na tréjkatach
BT,P,CT,0.

Twierdzenie 1.6

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Jesli AB # AC, to proste PQ,BC,T,A, sq wspolpekowe, a w przeciwnym razie sq
réwnolegle.

Dowéd: Jesli AB = AC, to kazda z prostych PQ, BC, T, A, (czyli styczna do okregu 0 w punkcie
A, = T,) jest prostopadta do prostej AA,. Przyjmijmy teraz AB # AC. Wtedy kazde dwie z tych
prostych maja punkt przeciecia. Oznaczmy
(W} =T,A, nBC.
Na mocy twierdzenia Pascala zastosowanego do szeSciokata BA A|T,C,C stwierdzamy, ze punkty
zawarte w zbiorach
{P}=ABNnT,C,{I} =AANCC {W}=AT,nBC
leza na jednej prostej, przy czym pierwsze réwnanie wynika z twierdzenia 1.4, a druga z wtasnosci
Srodka okregu wpisanego (punkt przeciecia dwusiecznych katéw tréjkata). Jednak z
twierdzenia 1.2 proste PI, PQ sa tozsame. Zatem
WePOANWEeT,AiIANWeEBCa

Lemat 1.2
Zachodzq rownosci

Dow6d: Wykazemy pierwsza réwnosé, zas druga wynika bezposrednio z pierwszej przez odjecie
lub dodanie réwnania ZACA, = ZABA, stronami. Przyjmijmy bez straty ogélnosci AB < AC
(dowéd w przeciwnym przypadku jest analogiczny). Wtedy

ZBAC ZABC — ZBCA
£ACAy = £BCAy = 2BCA =90 = ——— — 2BCA = .

Zatem

£ZABC

= LABB]..



Twierdzenie 1.7

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i

AC. Niech R # T, bedzie punktem przeciecia prostej T, A, z okregiem A-mixtilinear. Wtedy
PR||Bloraz QR||CI.

Dow6d: Z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa £ZADP = «DT,P. Zalozenie o
wspotliniowodci 7,,1,A, oraz twierdzenie 1.2 daja «DT,P = £2C\T,A,. Z lematu 1.2
wnioskujemy, ze
2C\TyA, = £C,CA, = LABB, = ZABI
Otrzymane réwnos$ci dowodza
Z2APR = 2ABI,
co jest rownowazne z
PR||BI
Analogicznie dowodzimy, ze QR || Cl.u

Whniosek 1.7
Jesli oznaczymy {M} = PR N BC,to BP = BM .

Dowdd:

PR||BI => «MPB = £ABI =

180°—~ .MBP _ MPB + £PMB
B 2

—> BP =BMua

Twierdzenie 1.7 - 1.11

Twierdzenie 1.8

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Oznaczmy przez E, F punkty przeciecia tego okregu z odcinkiem BC przy czym BE < BF.
Niech R # T, bedzie punktem przeciecia prostej T, A, z okregiem A-mixtilinear, {M'} = PR N BC



oraz {N} = QR n BC. Wtedy prosta ER jest styczna do okregu opisanego na trojkqcie EPM
oraz prosta FR jest styczna do okregu opisanego na trdjkqcie FQN.

Dowdéd: Na mocy twierdzenia o katach wpisanych i wspétliniowosci tréjek punktéw Ty, R, A,
(zatozenie) oraz Ty, P, C, (z twierdzenia 1.2) otrzymujemy, ze
£2PER = £PT,R = 2C\T,A, = £C,CA,.
Na mocy lematu 1.2
2C,CA, = £LABB, = £ABI = 2£CBI

Z kolei wobec PR || BI (twierdzenie 1.7) mamy

£CBI = £EMP.
Laczac otrzymane réwnosci i wykorzystujac twierdzenie o stycznej i cieciwie otrzymujemy

Z4PER = ZEMP,
wiec prosta ER jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie EPM.
Druga cze$¢ tezy uzasadniamy analogicznie.n

Twierdzenie 1.9
Niech R # T, bedzie punktem przeciecia prostej T, A, z okregiem A-mixtilinear. Oznaczmy przez
E, F punkty przeciecia tego okregu z odcinkiem BC przy czym BE < BF. Wtedy RE = RF.

Dowéd: Okregi o i A-mixtilinear sa wewnetrznie styczne, wiec istnieje jednokladnos¢ I' o srodku
w punkcie 7}, przeksztalcajaca okrag o na okrag A-mixtilinear. Dla kazdego punktu ptaszczyzny X
przyjmujemy, Zze jego obrazem w tej jednoktadnosci jest punkt I'(X ). Poniewaz B, C € o to punkty
I'(B),I'(C) leza na okregu A-mixtilinear i z wtasnosci jednoktadnoséci BC ||I'(B)I'(C), czyli
EF||I'(B)I'(C). Wobec tego tuki E/F@ ), ﬁ‘(\C ) nie zawierajace punktu R maja te sama diugos¢.
Wspétliniowos¢ punktéw T, R, A, implikuje R = I'(A,), wiec skoro tuki A, B, A,C nie zawierajace
punktu 7, sa tej samej diugosci, to ta cecha dotyczy takze tukéw R/F(? ) R/F(? ), do ktérych nie
nalezy 7. Czyli
RE = RT(B) - ET(B) = RT(C) - FT(C) = RF

Whniosek 1.9.1

Punkty I'(B), I'(C') mozna réwnowaznie zdefiniowac jako odpowiednio przeciecia odcinkéw BT},
CT, z okregiem A -mixtilinear. Rozwazana jednoktadno$¢ I' prowadzi do ciekawych
réwnolegtosci: RI'(B)||BA,, RI'(C)||CA,, BB,||I'(B)Q, CC,||I'(C)P, PR||C,A,, OR||B,A,,
PQ||C;B, i wielu innych. Prosta réwnolegta do BC przechodzaca przez punkt A, jest styczna do
okregu o, wiec prosta réwnolegta do prostej I'(B)I'(C) przechodzaca przez punkt R jest styczna do
okregu A-mixtilinear. Innymi stowy styczna do okregu A-mixtilinear w punkcie R jest réwnolegta
do prostej BC.

Whniosek 1.9.2
Punkt I' (Al), bedacy przecieciem odcinka T4A; z okregiem A-mixtilinear, jest srodkiem tuku EF

tego okregu, lezacego naprzeciw punktu A.

Dowéd: Odcinek A;A, jest $rednica okregu o, wiec po rozpatrzeniu jednoktadnosci I' odcinek
RT (Al) jest Srednica okregu A-mixtilinear. Co wiecej
AjA, L BC = RT (A,) LT(B)I(C)||BC.
Dlatego
RT (A)) L EF.
Poniewaz RE = RF to otrzymujemy teze.n



Twierdzenie 1.10

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Punkt R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T,A, z okregiem A-mixtilinear oraz
{M}=PRNBCA{N} =QR n BC. Wtedy na czworokqgcie MPQ N mozna opisa¢ okrqg.

Wyprowadzone wcze$niej rezultaty pozwalajg przeprowadzi¢ dowdéd dwoma sposobami.
Sposob I: Korzystajac z twierdzenia 1.8 otrzymujemy

RM-RP =RE*>ARN-RQ =RF>.
Ale z twierdzenia 1.9

RE =RF < RM-RP =RN-RQ
co wobec wspdtliniowosci tréjek punktéw (z zatozenia) M,P,R oraz N,Q,R dowodzi, ze
czworokat M PQ N mozna wpisa¢ w okrag.m
Sposoéb II: Na mocy twierdzenia 1.7

LAPR = ZABI AN £ZMNQ = «£BClI

dlatego
£ACB

ZRPQ = 2APQ — £ZABI = = «ZBCIl = ZMNE.

A stad wynika

LMPQ + ZMNQ = 180°.
Punkty P, N leza po przeciwnych stronach prostej MQ, wiec na czworokacie wypuklym MNQ P
mozna opisac okrag.m

Twierdzenie 1.11

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi A B i
AC. Punkty przeciecia tego okregu z odcinkiem BC oznaczono przez E, F przy czym BE < BF.
Punkt R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T,A, z okregiem A -mixtilinear,
{M}=PRNBC oraz {N} =QRnNBC. Wtedy proste RE,RF sq styczne odpowiednio do
okregow opisanych na trojkqtach NQ E, M PF.

Dowéd: Na mocy twierdzenia 1.8 otrzymujemy
£4PMF = «PMFE = 2ZPER.

Z twierdzenia o katach wpisanych

2PER = 2ZPFR.
Ostatecznie otrzymujemy réwnos¢

£4PMF = £PFR,
ktéra $wiadczy, ze prosta R F jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie M PF.
Druga cze$¢ tezy dowodzimy analogicznie.n

Twierdzenie 1.12

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Punkty przeciecia tego okregu z odcinkiem BC oznaczono przez E, F przy czym BE < BF.
Punkt R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T,A, z okregiem A-mixtilinear oraz
{M}=PRNBC oraz {N} = QR NBC. Niech D i G bedq odpowiednio srodkami okregéw
opisanych na tréjkqgtach MEP i NFQ. Jesli AB # AC, to punkty W, D, G lezq na jednej prostej,
gdzie {W} = PO N BC, a w przeciwnym przypadku DG | | BC.

Dowdéd: Gdy AB = AC, to punkty D i G sa symetryczne wzgledem prostej A;A, L BC. Niech dalej
AB # AC. Oznaczmy przez X # Q punkt przeciecia prostej PQ z okregiem opisanym na tréjkacie
NFQ. Mamy kolejno réwnoéc¢ katéw wpisanych i wierzchotkowych

£2XFN = £ZXQON = ZRQP.



Na mocy twierdzenia 1.10
4RQP = 2RMN = «PME.
Na czworokacie PQ FE jest opisany okrag, wiec
LMEP = 2PQF = 180" — 2XQF = ZXNF.
Otrzymane dwie réwnosci
2XFN = 2PMEi 2zXNF = ZzMEP
dowodza, ze
AXFN ~ APME (k,k, k) w tej samej orientacji.
Jednak punkty W, P, Q, X sa wspoélliniowe, a takze na jednej prostej leza W, M, E, F, N. W takim
razie istnieje jednokladnos$¢ o Srodku w punkcie W, przeksztaltcajaca tréjkat XFN na PME. To
dowodzi, ze okrag opisany na tréjkacie XFN przechodzi na okrag opisany na tréjkacie PME.
Dlatego ich $rodki leza na prostej przechodzacej przez srodek jednoktadnosci W.n

Twierdzenie 1.13

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Punkt R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T,A, z okregiem A -mixtilinear,
{M} =PRnNBCoraz{N} = QR n BC. Wtedy na kazdym z czworokqtéw MPIC, NQIB mozna
opisaé okrqg.

Twierdzenie 1.12 - 1.14

Dow6d: Na mocy twierdzenia 1.7
OR||ClI = «ZMNQ = 2MCI.
Wykorzystujac twierdzenie 1.10 mamy
£LMPI = £zMPQ = 180" — ZMNQ = 180" — zMCL.
Skoro punkty C, P leza po przeciwnych stronach prostej M1 to powyzsza réwnos¢ dowodzi, ze na
czworokacie M PIC mozna opisaé okrag.
Analogicznie dowodzimy dla czworokata NOQIB.n

ANZ



Twierdzenie 1.14

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Punkt R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej TyA, z okregiem A-mixtilinear,
{M} =PRnNBC oraz {N} = QR n BC. Wtedy 0$ potegowa kazdych dwéch okregéw sposrod
okregéw opisanych na wielokqtach MPIC, NQIB, NQE, MPF, MPQN, EPM, FQN przechodzi
przez punkt R.

Dowdd: Punkty R, P, M i R, Q, N sa z zatozenia wspdtliniowe. Ponadto wszystkie z wypisanych
okregéw zawieraja pare punktéw P, M lub Q, N. Poniewaz na czworokacie M PQ N mozna opisac
okrag (twierdzenie 1.10), to

RM-RP =RQ -RN.
To dowodzi, ze potega punktu P wzgledem kazdych dwéch wymienionych okregéw jest réwna,
skad wynika teza po uwzglednieniu definicji osi potegowej.n
Powyzszy rezultat jest szczegélnie interesujacy po zastosowaniu go do okregéw opisanych na
czworokatach MPIC oraz NQIB - prosta T,I przechodzi przez oba punkty przeciecia tych
okregow.

Twierdzenie 1.15

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq AB. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej T,A, z tym okregiem oraz {M} = PR N BC. Oznaczmy
przez E, F punkty przeciecia okregu A-mixtilinear z odcinkiem BC przy czym BE < BF. Niech
punkt L bedzie przecieciem symetralnej odcinka M E z prostq MR. Punkt D jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkqgcie MPE oraz {K} = ER N Bl. Wtedy punkty B, D, E, K, L, P lezq na okregu
o $rednicy DK oraz K € DS,. Ponadto punkty P i E sq symetryczne wzgledem prostej DK.

Twierdzenie 1.15-1.16

Dowéd: Punkt L lezy na symetralnej odcinka ME, tzn. ML = EL, skad
ZELP =2/EMP.



Ale z twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym
2£4EMP = 2EDP.
Z réwnoleglodci prostych PR i BI (twierdzenie 1.7) wynika, ze
2£EMP =22CBI = «PBE < 180°.
Tak wiec
2ELP = 2EDP = #4PBE =2/EMP.
Skoro
£LEMP = £CBI < 90°,
to punkty D i M leza po tej samej stronie prostej PE. Tak wiec punkty B, D, L leza po tej samej
stronie prostej PE i powyzsza réwno$¢ dowodzi wspétokregowosci B, D, E, L, P. Niech K’ bedzie
punktem antypodycznym do D (innymi stowy odcinek DK’ jest $rednica okregu wyznaczonego
przez punkty B, D, E). Na mocy twierdzenia 1.11
«4DER =90° = ZDEK’,
wiec
K' € ER.
Pamietamy z definicji srodka okregu opisanego DE = DP, wiec K’ jest Srodkiem tuku PE nie
zawierajacego punktu D. To oznacza
<PBK' = #EBK/,
co po uwzglednieniu definicji dwusiecznej BI~ oznacza
K' € BI.
W takim razie
K' =K.
Skoro K jest Srodkiem tuku PE, to lezy na symetralnej odcinka PE, ktory jest wspdlna cieciwa
okregu opisanego na tréjkacie MPE i okregu A-mixtilinear, czyli lezy na prostej DS, taczacej ich
Srodki.
Jak zapisano powyzej
PK = EK A DE = DP,
wiec ostatnia czes¢ tezy zostata réwniez uzasadniona.n
Podobne twierdzenie zachodzi dla okregu opisanego na tréjkacie CQF, gdyz jest to analogiczna
konstrukgja, tylko z zamienionymi wierzchotkami B i C oraz powiazanymi z nimi punktami.

Twierdzenie 1.16

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq A B. Oznaczmy przez E, F
punkty przeciecia okregu A-mixtilinear z odcinkiem BC przy czym BE < BF. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej TyA, z tym okregiem, {M} =PRNBC oraz
{K} = ER N Bl. Oznaczmy przez E, F punkty przeciecia okregu A-mixtilinear z odcinkiem BC
przy czym BE < BF. Wtedy proste KE, K P sq styczne do okregu opisanego na trojkqgcie M PE.

Dowéd: Na mocy twierdzenia 1.15 ZDEK = 90°, gdzie D jest srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie M PE, wiec prosta K E jest do niego styczna. To samo twierdzenie oznajmia, ze punkty P i
E (oba przynalezne do tego okregu) sa symetryczne wzgledem prostej DK (przechodzacej przez
Srodek okregu). Jesli wiec prosta K E jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie M PE, to prosta
K P réwniez.u

Twierdzenie 1.17

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi A B i
AC. Punkt R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T4A, z tym okregiem. Oznaczmy
przez E, F punkty przeciecia okregu A-mixtilinear z odcinkiem BC przy czym BE < BF, zas jego
styczna w punkcie R przecina boki AB, AC odpowiednio w punktach G i G'. Ponadto



{V}=AINQR, {U} =BINRF, {K}=ERNBI oraz {H} =G'S;NnPQ. Wtedy punkty
G,H,P,K,S,,V,R, U lezq na okregu o srednicy GS,.

Dowéd: Przyjmijmy bez straty ogdlnosci AB < AC. Uzasadnienie w przeciwnym przypadku
bedzie podobne - réznice zasygnalizujemy w dalszej czesci. Niech @ bedzie okregiem o $rednicy
GS,. Proste GR, GP sa styczne do okregu A-mixtilinear o Srodku S,
2GRS, =90° = 2GPS,
przez co
PewARE w.

Na mocy wniosku 1.9.1 proste GR i BC sa réwnolegte, dlatego

«4PGR =180° - 2ZABC.
Punkty S, i G leza po przeciwnych stronach prostej PR ,wiec

«PS,R = 180" - 2PGR = £ABC.
Z twierdzenia 1.15
£4PKR =180°— 2PKE = ZEBP = ZABC = ZPS,R.
Ale punkty K, S, leza po tej samej stronie prostej PR, dlatego
K e w.

Réwnolegtosé QR | | CI wynikajaca z twierdzenia 1.7 implikuje
£ZABC
£S,VR = 180° — 2AIC =90° — .

Ponadto z twierdzenia 1.15. dostajemy
£25,KR = 2DKE (katy wierzchotkowe),
«DKE = £DPE (katy wpisane),

2EDP
2DPE =90° — (tréjkat rownoramienny EDP),

£EDP = £LEBP = £ABC (katy wpisane).
Laczac otrzymane réwnosci mamy

£ZABC
£8,VR =90° — = £5,KR.
Punkty K, V'leza po tej samej stronie prostej S, R, wiec
Ve w.

Ta czes¢ w przypadku A B > AC wygladataby w skrdcie nastepujgco:
£ABC
OR||ClI = «S,VR = z2AIC =90° +

= 180" — 2S,KR

a skoro punkty K,V lezq po przeciwnej stronie prostej S4R, to V € w. Czytelnik moze to sobie lepiej
uzmystowic, patrzqc na okrqg o Srednicy G'S, zaznaczony na fioletowo, przerywanymi tukami, traktujgc
punkt C jakby byt punktem B.

Korzystajac z sumy katéw w tréjkacie RUK
£<RUK = 180" — ZERF — «BKE.
Punkty K, P, G, R leza w tej kolejnosci na okregu w, wiec
Z2RGK = LRGP — £PGK = ZRGP — LPRK = ZPKE — 2PRK.
Z twierdzenia 1.7 PR | | BI, dlatego
4PRK = ZRKU = «BKE.
Tak wiec
ZRUK + ZRGK = 180° — 2ERF - 2ZBKE + #PKE.
Jednak twierdzenie 1.9 oznajmia RE = RF, skad
2ERF =180"-2£REF =2/BEK — 180°
Korzystajac dodatkowo z sumy katéw w tréjkacie BEK otrzymujemy



£LERF +24/BKE =2(4BEK+ «2BKE) — 180° = 180° — 24K BE.

Punkty B, D, E, K, P leza na okregu o $rednicy DK (twierdzenie 1.15), zatem

180° —2£4KBE =2(90° — 2KDE) = 22DKE,
za$ z symetrii punktéw E, P wzgledem prostej DK wynika

2/DKE = #PKE.
Laczac otrzymane ré6wno$ci mamy
<Z2RUK + 2RGK = 180",
co wobec potozenia punktéw G i U po przeciwnej stronie prostej KR daje
Ue€o.

Na mocy wniosku 1.9.1 RG’| | BC A RG || BC, dlatego
£2GG'C =180°— £ACB A £BGG' = 180° — 2ABC.
Poniewaz proste PG, GR, G'R i G'Q sa styczne do okregu wpisanego w okrag A-mixtilinear, to

1 Z
2HG'Q = £5,G'Q = > 2GG'C =90 - ———

oraz
£4BGG’ £ZABC
ZPGS, = = 90" - .
2 2
Z kolei twierdzenie 1.1 daje

Z2BAC
£HQG = £AQI = 90° — )

Przez sume katéw w tréjkacie HG'Q i réwnos¢ katéw wierzchotkowych otrzymujemy

Twierdzenie 1.17 - 1.21

Z2ABC

«PHS, = 2G'HQ = 90" —
c, “..h!!|

/
P |
i
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Twierdzenie 1.18

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Punkt R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T4A, z tym okregiem. Oznaczmy
przez E, F punkty przeciecia okregu A-mixtilinear z odcinkiem BC przy czym BE < BF, zas jego
styczna w punkcie R przecina boki AB, AC odpowiednio w punktach G i G'. Ponadto
{H}=GS,NnPQ oraz {H} = G'S, N PQ. Wtedy proste GH,G'H', S,R zawierajq wysokosci
tréjkata GS,G'.

Dowéd: Na mocy poprzedniego twierdzenia
2<GHG' =180° - 2GHS, =90° = GH L G'S,.
Analogicznie dowodzimy
G'H 1L GS,.
Prosta G G'jest styczna do okregu A-mixtilinear w punkcie R, wiec
SuR L GG'»

Whniosek 1.18
Na czworokacie GH'HG' mozna opisaé okrag o srednicy GG".

Twierdzenie 1.19

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq AB. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej T, A, z tym okregiem, zas jego styczna w punkcie R przecina
bok AB w punkcie G. Ponadto {U} = BINRF oraz {K} = ER N BI. Wtedy punkty P,K sq
odpowiednio obrazami punktéw R, U w symetrii wzgledem prostej GS,.

Dowéd: Proste GP, GR sa styczne do okregu o $rodku S, i promieniu dtugosci PS, = RS,, wiec
punkty P i R sa symetryczne wzgledem prostej GS,. To znaczy, ze prosta GS, jest symetralna
odcinka PR. Punkty P, R, K, U leza na jednym okregu (twierdzenie 1.18.) co po skonsultowaniu z
PR||KU (twierdzenie 1.7) wskazuje, ze czworokat RPKU jest trapezem réwnoramiennym.
Symetralna odcinka PR jest wiec symetralna odcinka KU. To pozwala stwierdzi¢ symetrie
punktéw K, U wzgledem prostej GS,.u

Twierdzenie 1.20

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq AB. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej T, A, z tym okregiem, za$ jego styczna w punkcie R przecina
bok A B w punkcie G. Niech Y bedzie srodkiem odcinka PR. Wtedy CIN GS, = {Y }.

Dow6d: Z poprzedniego twierdzenia wynika wprost po uwzglednieniu wlasno$ci symetrii
Y € GS,. Z twierdzenia 1.1 widzimy, ze odcinek /Y jest linia érodkowa w tréjkacie RPQ, przez co
IY||RQ. Ale CI||RQ (twierdzenie 1.7), wiec Y € CI. Gdyby proste CI, GS, mialy wiecej niz
jeden punkt przeciecia, to Sy € CI, lecz z definicji okregu wpisanego w kat S, € Al, czyli
oznaczatoby to S, = I co jest niemozliwe. Wobec tego CIN GS, = (Y }.n

Twierdzenie 1.21

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq AB. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej T, A, z tym okregiem, zas jego styczna w punkcie R przecina
boki A B, AC odpowiednio w punktach G i G'. Ponadto {H} = G'S, N PQ. Wtedy GH | | CL.

Dowéd: Proste G'R, CG' sa styczne do okregu o $rodku S,, wiec z wniosku 1.9.1



£8,G'C = 90"~ ———

Zatem zachodzi ré6wnos¢é
£85,G'C+ 2G'CI =907,
skad wynika
ClILG'S,.
Poniewaz
GH 1 G'S, (twierdzenie 1.18),
wiec rzeczywiscie

GH||Cln

Twierdzenie 1.22

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Oznaczmy przez E, F jego punkty przeciecia z odcinkiem BC przy czym BE < BF. Punkt
R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T\A, z tym okregiem, punkt S jest rzutem
prostokgtnym punktu S, na odcinek BC, {U} = BINRF, {K} = ER N Bl oraz L jest srodkiem
odcinka KU.  Prosta BX jest styczna w punkcie X # P do okregu A -mixtilinear oraz
{Z} =AIn QX Wtedy punkty X, S, Z, L, P lezq na okregu o srednicy BS,.

Dowéd: Oznaczmy przez w okrag o érednicy BS,. Z definicji punktéw stycznosci
4BPS, =90° = «zBXS,,

wiec
PewnXEw.
Z definicji punktu § mamy
£BSS, = 90",
co jest rownowazne z
S €Ew.

Punkt S, lezy na symetralnej odcinka KU (twierdzenie 1.19), to jest
90° = .KLS, = £BLS,.

Oznacza to
L €w.
Poniewaz Z lezy na dwusiecznej kata ZBAC orazAP = AQ, to
PZ =QZ.
Z twierdzenia o odcinkach stycznych
BP = BX

a z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa
4BXP = £ZPQX = £PQZ.
Trzy powyzsze réwnania dowodza
APZQ ~ APBX (b,k,b).
Poniewaz proste BS,, S,/ zawieraja odpowiednio wysokoéci tréjkata PBXi PZQ, to
«4PBS, = 2PZI
tudziez

Z Ew.n

Nastepny rezultat stanowi rozszerzenie twierdzenia 1.17.

Twierdzenie 1.23
Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq AB. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej T4A, z tym okregiem. Prosta BX jest styczna w punkcie



X # P do okregu A-mixtilinear oraz {T'} = BS, N RX. Wtedy na czworokqcie PRS,T mozna
opisaé okrqg.

Dowéd: Z twierdzenia 1.22 wnioskujemy réwno$¢ miar katéw wpisanych w okrag
«XPS, = «2XBS,.
Korzystajac z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa
«XPR =180°— ZBXR.
Laczac uzyskane réownosci
£S,PR = ZXPR — 2XPS, = 180°— ZBXR — 2XBS, = 180° — «BXT — «XBT = ZBTX.
Mamy réwniez
£4BTX = ZRTS,
jako katy wierzchotkowe. Zatem
£S,PR = ZRTS,,
lecz punkty P, T leza po tej samej stronie prostej S, R, wiec otrzymujemy teze.n

Twierdzenie 1.24

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq A B. Oznaczmy przez E, F
Jego punkty przeciecia z odcinkiem BC przy czym BE < BF. Punkt R # T, jest zdefiniowany jako
przeciecie prostej T4 A, z tym okregiem, {M'} = PR N BC, zas$ punkt R’ # R to Srodek jego tuku
EF. Prosta BX jest styczna w punkcie X # P do okregu A-mixtilinear. Wtedy proste XR, PR’, BC
przecinajq sie w jednym punkcie, a takze punkty M, X, R’ sq wspotliniowe.

Dow6d: Oznaczmy najpierw

XR'NPR={M},RRPNRX ={J}.
Na mocy twierdzenia Pascala zastosowanego do ,szeSciokata” X X R’PPR punkty w zbiorach

XXNPP={B},XRRNPR={M},RPNRX ={J}

leza na jednej prostej. Punkty R i R" sa $rodkami przeciwleglych tukéw EF okregu A-mixtilinear
(zatozenie i twierdzenie 1.9), wiec jego styczne w punktach R i R’ sa réwnolegte do prostej BC. Na
mocy twierdzenia Pascala zastosowanego do ,,szeéciokata” R'R'PR R X punkty w zbiorach

RPNRX={J},PRNRX={M'}
leza na prostej réwnolegltej do wspomnianej stycznej w punkcie R. Zatem JM'||BC, co wraz ze
wspdtliniowoscia punktéw B, M’, J dowodzi

M € BCAJ € BC,
a wiec pierwsza cze$¢ tezy zostata wykazana. Po uwzglednieniu wprowadzonych oznaczen
{M'} =PRNBC ={M}.

Skoro M’ € R'X, to oczywiScie M € R'X.n

Twierdzenie 1.25

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq A B. Oznaczmy przez E, F
Jego punkty przeciecia z odcinkiem BC przy czym BE < BF. Punkt R # T, jest zdefiniowany jako
przeciecie prostej Ty A, z tym okregiem, {M'} = PR N BC zas$ R' # R jest srodkiem jego tuku EF.
Prosta BX jest styczna w punkcie X # P do okregu A -mixtilinear oraz S jest rzutem
prostokqtnym punktu S, na odcinek BC. Wtedy odcinki PR’, XR, MS sq wysokosciami tréjkqta
MRR'.

Dowéd: Z twierdzenia 1.9 odcinek R R’jest Srednica okregu A-mixtilinear, wiec
Z/RXR =90°= «RPR/,
jednak z zalozenia M € PR a z twierdzenia 124 M € XR’, dlatego odcinki PR, XR sa
wysoko$ciami tréjkata MR R’. Skoro R'jest Srodkiem tuku EF tego okregu, to wobec
RR 1 EF



mamy
RR’ 1 BC.

Poniewaz punkty M,B,S,C sa z zalozenia wspdtliniowe, to MS L RR’ i odcinek MS jest

wysokoscia tréjkata MRR'.a

Whiosek 1.25.1
Punkt przecigcia prostych PR’, X R jest ortocentrum tréjkata MR R’ ilezy na odcinku BC.

Whiosek 1.25.2
Okrag o érednicy BS, jest okregiem dziewieciu punktéw tréjkata MRR'.

Dowdéd: Okrag o Srednicy BS, przechodzi przez punkty P,S,X (twierdzenie 1.22.), bedace
spodkami wysokosci tréjkata MR R'.u

Whniosek 1.25.3
Jesli {J} = PR’ N XR, to na czworokacie JX R'S mozna opisac okrag o $rednicy JR'.

Dowéd: Punkt J jest ortocentrum tréjkata MR R’, wiec £JSR' = 90° = ZJXR'.n
Twierdzenie 1.22 - 1.32

Twierdzenie 1.26

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq AB. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej TyA, z tym okregiem, {J} = PR'"nXR oraz
{M} = PR N BC. Prosta BX jest styczna w punkcie X # P do okregu A-mixtilinear. Wtedy na
czworokqgcie M PJ X mozna opisaé okrqg o srodku w punkcie B i sSrednicy M J.



Dowéd: Z twierdzenia 1.25. punkt J jest ortocentrum tréjkata MR R’, wiec
£MPJ =90° = zMXJ.
Innymi stowy na czworokacie M PJ X mozna opisac¢ okrag @ o srednicy MJ. Na mocy wniosku 1.7
BP = BM,
za$ z twierdzenia o odcinkach stycznych
BP = BX.
Dlatego punkt B jest srodkiem okregu opisanego tréjkata M PX, a tym bardziej okregu w.n

Twierdzenie 1.27

Niech punkt P bedzie punktem stycznosci okregu A-mixtilinear z prostq A B. Oznaczmy przez E, F
Jego punkty przeciecia z odcinkiem BC, przy czym BE < BF. Punkt R # T, jest zdefiniowany
jako przeciecie prostej TyA, z tym okregiem, za$ R’ # R jest srodkiem jego tuku EF. Ponadto
{J} =PR'NXR,{U} =BINRF, {K} = ER N BI, punkt L jest srodkiem odcinka KU oraz S
Jest rzutem prostokqtnym punktu S, na odcinek BC. Wtedy na czworokqcie R PJS mozna opisaé¢
okrqg o srednicy RJ i srodku L.

Dowéd: Z twierdzenia 1.25. punkt J jest ortocentrum tréjkata MR R’, gdzie {M } = PR N BC, wiec
ZRPJ =90° = ZRSJ.

To oznacza, ze na czworokacie RPJS mozna opisa¢ okrag w o $rednicy RJ. Z twierdzenia 1.19
punkt L lezy na osi symetrii punktéw P i R, skad

LP =LR.
Twierdzenie 1.26 pozwala wywnioskowaé

BP =BJ.
Poniewaz polprosta BI~ jest dwusieczna kata ZABC i punkt J lezy na odcinku BC
(wniosek 1.25.1), to

APBL = AJBL (b,k,b),

skad

LP =JL.
Tak wiec okrag @ opisany na tréjkacie PRJ ma $rodek w punkcie L.u

Twierdzenie 1.28

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC, a proste BX, CY sq do niego styczne odpowiednio w punktach X # P,Y # Q. Punkt R # T,
Jest zdefiniowany jako przeciecie prostej T, A, z tym okregiem.

I. Wtedy proste BC, PY, Q X przecinajq sie w jednym punkcie.

II. Wtedy proste BC, PQ, XY przecinajq sie w jednym punkcie lub sq rownolegte.

Dow6d: Zatézmy na poczatek istnienie punktu w zbiorze
PONXY={W}
Oznaczmy
PYNQX = {D}.
Stosujac twierdzenie Pascala do ,szeSciokata” Q PPY X X stwierdzamy, ze punkty w zbiorach
PONXY={W},PPNXX = {B},PYNQOX = {D}
leza na jednej prostej. Z kolei twierdzenie Pascala w ,szedciokacie” POQQOXYY wskazuje, ze
punkty w zbiorach
PONXY={W},,00nYY={C},PYNnQX = {D}
sa wspélliniowe. Czyli
WeBCAD € BC.
Jesli PQ || XY, to otrzymujemy, ze punkty B, D i C, D leza na prostej réwnolegtej do prostej PQ.n



Twierdzenie 1.29

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi A B i
AC. Proste BX,CY sq do niego styczne odpowiednio w punktach X # P,Y # Q. Ponadto
PY N QX = {D}. Wtedy punkt D lezy na odcinku T 1.

Dowdd: Niech punkt R # T, jako przeciecie prostej T4A, z okregiem A-mixtilinear, za$ R’ # R
bedzie §rodkiem jego tuku EF. Oznaczmy ponadto
RXNPR ={J}.

Zalézmy najpierw AB # AC. Wtedy proste BC oraz PQ przecinaja sie w punkcie W i na mocy
twierdzenia 1.28 I

{(W}=BCnXYnPQ,
a z twierdzenia 1.6

{(W}=BCnT,A NnPQO.
Na mocy wniosku 1.9.2 punkt R’ lezy na odcinku 7T,A,, wiec proste R'T,, XY przecinaja sie w
punkcie W. Wtedy AB # AC, gdyz w przeciwnym przypadku punkty X i Y oraz T, i R’ bytyby
symetryczne wzgledem symetralnej odcinka BC. Stosujac twierdzenie Pascala w szedciokacie
R'T,R XY P otrzymujemy wspdtliniowosé punktéw w zbiorach

RT,NnXY={W}, T, RNPY={D'},RXN PR ={J}.

Jednak W € BC oraz J € BC (wniosek 1.25.1), wiec

T\RNPYNBC ={D}.
Z twierdzenia 1.28 I mamy

BCNPYNQX={D},
wiec D'=D i oczywiscie D € T,R. Ale z definicji punktu R wynika D € T,A,, co przez
twierdzenie 1.2 oznacza wspétliniowosé punktéw Ty, D, 1.
Jesli teraz AB = AC, to punkty P, Q oraz X, Y sa symetryczne wzgledem symetralnej odcinka BC
na ktorej leza punkty T, = A, D (wlasno§¢ symetrii), I (dwusieczna i symetralna pokrywaja sie w
tréjkacie rownoramiennym).
W obu przypadkach zapisana kolejnos¢ punktéw na prostej jest zachowana, gdyz
PY N QX = {D}, zas na mocy twierdzenia 1.1 punkt / jest Srodkiem odcinka PQ.n

Whiosek 1.29
Punkty Ty, D, I, R, A, leza w tej kolejnosci na jednej prostej.

Twierdzenie 1.30

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Proste BX, CY sq do niego styczne odpowiednio w punktach X # P,Y # Q. Oznaczmy przez
E, F punkty przeciecia okregu A-mixtilinear z odcinkiem BC, przy czym BE < BF. Punkt R # T,
Jjest zdefiniowany jako przeciecie prostej T, A, z tym okregiem, zas R’ # R jest srodkiem jego tuku
EF. Ponadto PYN QX = {D}, {J} = PR'"N XR oraz S jest rzutem prostokqtnym punktu S, na
odcinek BC. Wtedy na czworokqcie SDT, R’ mozna opisaé okrqg o $Srednicy DR'.

Dowdd: Jak wiemy z twierdzenia 1.9 odcinek R R’ taczy $rodki przeciwlegltych tukéw EF, wiec jest
Srednica okregu A-mixtilinear prostopadia do prostej BC i przechodzi przez punkty S, S,. Na
mocy wniosku 1.25.1 D € BC, wiec §4S 1 BC, {j.
2DSR' =90°.

Na mocy wniosku 1.29

«DT,R" = ZRT,R' = 90".
Réwnosci

«2DT,R" =90° = «DSR’



sa rownowazne z teza po uwzglednieniu, ze punkty 7, i S leza po przeciwnych stronach
prostej DR'.u

Twierdzenie 1.31

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi A B i
AC. Proste BX, CY sq do niego styczne odpowiednio w punktach X # P,Y # Q. Oznaczmy przez
E, F punkty przeciecia okregu A-mixtilinear z odcinkiem BC, przy czym BE < BF. Punkt R # T,
Jjest zdefiniowany jako przeciecie prostej T, A, z tym okregiem, zas R’ # R jest srodkiem jego tuku
EF. Ponadto PYN QX = {D} i {J} = PR'n XR. Wtedy na czworokqcie JDT,X mozna opisa¢
okrqg.

Dowdd: Z twierdzenia 1.9 odcinek R R’ taczy $rodki przeciwlegltych tukéw EF, wiec jest rednica
okregu A-mixtilinear prostopadla do prostej BC i przechodzi przez punkty S, S, skad

£2XR'R = £ZXR'S.
Twierdzenie o katach wpisanych daje réwnos¢

£2XR'R = 2XT,R,
wiec z wniosku 1.29

£2XR'R = «XT,D.
Ostatecznie na mocy wniosku 1.25.3

2XT\D = £XR'S = 180° — 2XJS = 180" — 2XJD.n

Twierdzenie 1.32

Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC. Oznaczmy przez E, F jego punkty przeciecia z odcinkiem BC, przy czym BE < BF. Punkt
R # T, jest zdefiniowany jako przeciecie prostej TyA, z tym okregiem, zas R’ # R jest srodkiem
jego tuku EF. Proste BX, CY sq do niego styczne odpowiednio w punktach X # P,Y # Q oraz
PY N QX = {D}. Wtedy punkty przeciecia prostych w parach PR’, QT, oraz PT,, QR’ oraz PX,
QY lezq na prostej AD.

Dowdd: Jesli AB = AC, to punkty P, X sa symetryczne odpowiednio do punktéw Q, Y wzgledem
symetralnej odcinka BC oraz T, = A; = R'. Stad wspomniane punkty przeciecia odpowiednich
prostych leza na symetralnej A D odcinka BC. Niech dalej AB # AC. Wtedy istnieje punkt W taki,
ze

{(W}=POnBC.
Prosta PQ jest biegunowa punktu A wzgledem okregu A-mixtilinear i przechodzi przez punkt W,
wiec na mocy twierdzenia La Hire punkt A lezy na biegunowej [ punktu W wzgledem tego okregu.
Z wniosku 1.9.2 i twierdzenia 1.6 mamy

WeT,R.

Czyli

(W) =T,R' n PQ,
wiec z definicji prostej [ przechodzi ona przez punkt przeciecia prostych PR i QT, oraz punkt
przeciecia prostych PT, i QR". Na mocy twierdzenia 1.28 11

{W}=BCnPQnNnXY,

dlatego znéw z definicji prostej [ wynika, ze przechodzi ona przez punkt D i punkt przeciecia
prostych PX, QY.n



§ 2. Okrag mixtilinear na plaszczyznie zespolonej

Bedziemy korzysta¢ z twierdzen 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, podanych w publikacji [4], dostosowujac
oznaczenia do potrzeb tej pracy. Nie bedziemy nigdzie korzysta¢ w obliczeniach bezposrednio z
liczby urojonej, wiec punkt i bedzie reprezentowal na plaszczyznie zespolonej Srodek okregu
wpisanego, nie wywotujac przy tym dwuznaczno$ci. Ogolnie, mate litery alfabetu beda
reprezentowaly na ptaszczyznie zespolonej dany punkt oznaczany wielka litera, z wyjatkami
zaznaczonymi w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.1
Niech okrqg opisany na tréjkqcie A BC, umieszczony na plaszczyznie zespolonej, bedzie wpisany
w okrqg jednostkowy o $rodku w punkcie 0, zas I bedzie $Srodkiem okregu wpisanego. Wtedy
istniejq liczby a, b, c € C takie, ze
A=d*B=0b%C= czorazAl =—bc,By=—ca,C,=—ab.
Ponadto
lal| =|b|=|c|=1orazi = - (ab + bc + ca).

Twierdzenie 2.2

Jesli A, B, C, D sq punktami lezqcymi na okregu jednostkowym, to przeciecie prostych AB, CD
ma wspotrzedne
ab(c +d)—cd(a +Db)

ab —cd

Twierdzenie 2.3
Jesli A, B, C, D sq parami réznymi punktami na plaszczyznie zespolonej, to

d-c <d—c>
AB1l(CD < = - .
—a b—a

Twierdzenie 2.4
Jesli A, B, C sq parami réznymi punktami na plaszczyznie zespolonej, to

c—a c—a
punkty A, B, C sq wspolliniowe < = .
c—b c—>b

Doprecyzujmy, ze powyzszy rezultat w zaden sposéb nie okreéla ewentualnej kolejnosci punktéw
na prostej.

Twierdzenie 2.5

Prawdziwe sq réwnosci i ich cykliczne odpowiedniki:
2bc +ab +ca <2bc+ab+ca>2
- -a SA = .

2a+b +c b—c

Iy =

Dowéd: Punkt T, # A, = —A; = bc jest na mocy twierdzenia 2 punktem przeciecia okregu
opisanego na tréjkacie A BC i prostej A, 1. Zatem
— 2
nwiy=Inl"=1
oraz



ay — Iy ay —1Iy
az—i az—i

1 1

bC _tA bc A a l‘A—bC

2bc +ab +ac bi+Lb+L _Z. 2a+c+b
c a ac

Dzielac obustronnie przez t, —bc (co mozemy wykonaé, gdyz T, # A,) i mnozac przez t,

otrzymujemy zadany zwiazek.

Przejdziemy do drugiej czesci dowodu. W tym celu rozwazmy punkt

a’c +a’b +2abc +2ab? + 2b’c

c—b

Przeksztalcamy druga réwnos¢:

p =
Jego istnienie uzasadnia réwnowaznos¢
B#C < b*#c* < (b#cAb+c #0)

Wrtedy zachodzi réwnos¢
p—i a’c +a*b +2abc +2ab* + 2b*c + (ab + bc + ca)(c — b) _

a’—i (c =b)a?*+ab +bc +ca)
3 (a+c)(b+c) (a+b) _b+c

(c=b)b+c)a+b) c—b

Naktadajac sprzezenie na obie strony

— 1,1
p—i\ _%»Te b+c p—i
a?—i 1_1 b-c az—i’
c b
co na mocy twierdzenia 2.3 oznacza
PI1 AL

Teraz chcemy wykazaé wspétliniowos$é punktéw P, A, B korzystajac z twierdzenia 2.4
p—a* a*c+a’*b+2abc +2ab®+2b%* —a*(c —b) B
a2—b> (a® — b2)(c — b) B
_ 2b(a + c)(a + b) _ 2b(a + ¢)

(@ -b2)(c—-b) (a-b)c—b)

—_— 2 1 1

p—a’ Z'<Z+?> 2b(a + c) p —a’

a*—b? (l_i>.<l_L> (a—b)c—b) a*-Db?
a b c b

Na mocy twierdzenia 1.1 wystarczy teraz wykaza¢ S,P L ABiS, € AA,.

Pierwszy czton dowodzimy z wykorzystaniem twierdzenia 2.3

Sy =P (2bc +ab + ca)2 - (azc +a*b +2abc +2ab* + 2b2c)(c -b)

Skad wynika

a2—b> (a® — b2)(c — b)?
_2b(a+c)a+b)b+c)  2b(a+c)b+c)
(@ =b)(c-b2  (a-b)c-b?

Wyliczamy jeszcze sprzezenie tej liczby

2 (1, 1\ (1 1
Si=P\ z(zﬁ) (z+?) 2@+ +e) s —p
a2=b2) /1 N ({1 1\} (b-ac—-b?  a*-b?
DD
Z kolei §, € A A, wykazujemy przez twierdzenie 2.4

S4— a? B (2bc +ab + ca)®> — (b — ¢)*a? _ 4bc(a + b)(a + ¢)
a2 +be (b — ¢)%(a? + be) (b -0)2a2+be)’




—_— 1,1\ (1,1
5, —a’ b_c<3+3> <E+?) 4bc(a+b)a+c) s,—a’
— — = N |
a’+bc (l_l>2<L+L> (b —c)X(a>+bc) a’+bc
b c

Twierdzenie 2.6

Srodek E, okregu dopisanego jest zadany wzorem
e, =ab—bc+ac.

Dowéd:
Srodek okregu wpisanego I lezy na dwusiecznej kata wewnetrznego £ABC, a $rodek okregu
dopisanego E, nalezy do dwusiecznej kata zewnetrznego £A BC, wiec ZIBE, = 90°. Analogicznie
2ICE, = 90°. Na czworokacie IBE,C jest wiec opisany okrag o érednicy /E,. Jednak z lematu o
tréjlisciu mamy A B = A|C = A|I, wiec punkt A; jest Srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie BCI. To dowodzi, ze A, jest srodkiem odcinka /E,, skad

e, =2(=bc)—i=ab—-bc+can

Przypomne teraz lemat z pracy [4], str. 4.

Lemat

Jeslix,y,z € CA|x| =|y|=1Ax # Yy, torzut punktu Z na prostq X Y ma wspétrzedne
1

E(Z +x+y—xy-2).

Lemat 2.1

Punkt stycznosci K okregu dopisanego do tréjkqta ABC o srodku E, z bokiem BC ma
wspotrzedne

1 b+
k=§<ab+ac+b2+cz—bc- C>.
a

Dowéd: Skoro |b?| = 1 = | c?|, to korzystajac z cytowanego lematu otrzymujemy

1 1 1 1 1
k=—(€A+b2+c2—b262~a)=— ab—bc+ca+b*+c2-b*c? | —-—+—) ),
2 2 ab bc ca

co po wymnozeniu i redukcji wyrazéw podobnych daje teze.n

Skorzystamy jeszcze z warunku podobienistwa tréjkatéw, podanego na stronie 68. publikagji [2].

Twierdzenie 2.7

Tréjkaty A;A, A5 1 BB, Bs sq podobne i majq te samq orientacje wtedy 1 tylko wtedy, gdy
a, —a; b, — b,

asz—a by — b,

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu wtasciwej wlasnosci.

Twierdzenie 2.8

Niech okrqg dopisany o srodku E, do tréjkqta A BC bedzie styczny do odcinka BC w punkcie K.
Wtedy
AABT, ~ AAKC w tej samej orientacji.

Dowdd: Poniewaz T, # A wiec na mocy twierdzenia 2.5 otrzymujemy



b —a? b —a’ _(b*=aHQRa+b+c) (a—b)Ra+b+c)

th—a>  _2bctabica o _2a(a+b)a+c) 2a(a + ¢)

2a+b+c
Skoro A # C, to z lematu 2.1 dostajemy

k—a> (c—a)a-bRa+b+c) (a—-bRa+b+c) b*—a?

c2—a? 2a(c? —a?) 2a(a + ¢) ty—a?’

co na mocy twierdzenia 2.7 daje teze.n

Twierdzenie 2.9

Niech okrqg dopisany o $rodku E, do tréjkqta A BC bedzie
styczny do odcinka BC w punkcie K. Punkt R # T, jest
zdefiniowany jako przeciecie prostej T,A, z okregiem A-
mixtilinear. Wtedy punkt R lezy na odcinku A K.

Dowéd: Okregi A-mixtilinear i dopisany o $rodku E, sa
wpisane w kat ZBAC, wiec istnieje jednoktadnosé¢ ® o
Srodku w punkcie A przeksztalcajaca okrag dopisany do
tréjkata ABC o Srodku E, na okrag A-mixtilinear. Prosta k
styczna do okregu A-mixtilinear réwnolegla do prostej BC,
blizsza wierzchotkowi A przechodzi w tej jednoktadnosci na
prosta BC. Na mocy wniosku 1.9.1 prosta k jest styczna w
punkcie R do okregu A-mixtilinear, a z zatozenia okrag
dopisany o $rodku E, tréjkata A BC jest styczny do odcinka
BC w punkcie K. Wobec tego punkt R jest przeksztalcany
przez jednoktadnos$é¢ ® na punkt K, co dowodzi, ze punkt R
lezy na odcinku A K.»

Ponizszy rezultat stanowit jedno z zadan w [7].

Twierdzenie 2.10
Proste AT,, BTy, CT przecinajq sie w jednym punkcie.

Twierdzenie 2.6 - 2.9
A

Dowdéd I Niech D bedzie punktem przeciecia prostych AT, BC. Z twierdzenia o katach

wpisanych wnioskujemy, ze

ABDA, ~ AT,DC (k,k,k) AABDT, ~ AA,DC (k,k,k),

zatem

CD DA, BD _ DA,

= A = .
CT, BA, BT, CA,

Z definicji punktu A, wynika réwnos¢ CA, = BA,, zatem

BT, BD
CT, CD’
Na mocy twierdzenia o symedianie (por. twierdzenie 1.2)
BD _ BI?
CD  CI?

oraz z twierdzenia sinuséw
sinBAT, BT,

sincCAT, CT,
Laczac otrzymane zwiazki dostajemy

sin<BAT, _ BI*
sincCAT, CI?

Twierdzenie 2.10




Analogicznie wyprowadzamy réwnania bedace cyklicznymi odpowiednikami
sinZCBT; CI*> sinzZACT. AI?

- A = :
sinABTy AI?  sinzZBCT, CI?

Otrzymujemy zatem

sinZBAT, sinZCBTp sinzACT, _

sinZCAT, sinZABTp sinzZBCT, -
skad wynika teza przez twierdzenie odwrotne do trygonometrycznego twierdzenia Cevy. Jego
uzycie jest uprawnione, poniewaz p6tproste AT, , BTz, CT; sa odpowiednio zawarte w katach
£2BAC, 2ABC, £BCA, wiec kazde dwie z nich przecinaja sie.n

Dowdéd II: Skorzystamy z twierdzen 2.2, 2.5. Pétproste AT, BTy, CT; sa odpowiednio zawarte
w katach 2BAC, ZABC, 2BCA, wiec kazde dwie z nich przecinaja sie. Mozemy wiec oznaczy¢
punkty przeciecia w zbiorach
{Jug} = ATy N BTy, {Jpc} = BTN CTg, {Jcy} = CTe N AT,

Przeprowadzamy obliczenia sprowadzajace si¢ do podstawienia znanych wspétrzednych, a
nastepnie przemnozenia licznika i mianownika przez (2a + b + c¢)(a + 2b + ¢) i uproszczenia
a’t,(b? + tg) — b’tz(a® + 1)

a2ty — b2ty B

JaB =

—a*-(2bc +ab +ac)-a (bz(a +2b+c)—Q2ac+ab + bc)b) +b%-Qac +ab +bc)-b (a2(2a +b+c)—Q2bc+ab+ ac)a)

—a%-(2bc +ab+ac)-a-(a+2b+c)+b%-2ca+bc+ab)-b-2a+b+c)

_ 2abc(a — b)a + b)*(ab + bc + ac) _ 2abc(ab + bc + ca)
(b —a)a+b)2((@+b)a+o)b+c)+2abe)  (a+b)b+o)c +a)+2abc’

Widzimy, ze to wyrazenie jest symetryczne w kazdej ze zmiennych a, b, ¢, dlatego
2abc(ab + bc + ca)

@ +b)b + 0 +a)+2abc

Jap =Jpc =Jca =

Whniosek 2.10

Proste AT,, BTy, CT przecinaja si¢ w punkcie reprezentowanym przez liczbe zespolona
2abc(ab + bc + ca)

(@ +b)b +c)c +a)+2abc

Twierdzenie 2.11
Niech {J} = AT, N BTz N CT,. Wtedy punkt J lezy na prostej Eulera tréjkqta E,ERE.

Dowéd: Z wlasnosci dwusiecznych mamy

AE, | ExgE-ANBEy; | E;E, ACE- L E\Ep,
wiec punkt / jest ortocentrum tréjkata E,EzE-~ a okrag o jest jego okregiem dziewieciu punktéw.
Dlatego wystarczy wykazac¢ J € OI. Jesli O = I, to tréjkat ABC jest réwnoboczny i J = I. Niech
dalej i # 0. Na mocy twierdzenia 2.4

-0 -0
JeOI@J. =<J )

i—0
Ale z wniosku 2.10

J 2abc abc J
i~ (@+b)b+oc+a) +2abc L+ (t+2)(F4t)+2 <?>"



§ 3. Dlugosci odcinkéw powiazanych z okregiem

A-mixtilinear
Lemat 3.1
JesiAB = ¢, BC = aiCA = b, zas K jest zdefiniowane jak w lemacie 2.1, to
(@+b+c)(ab+c—a)+2b —c)?
AK = , .
a

Dowéd: Z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie A BC mamy

a’*+b* - c?
Cos£ZACB = ———.
2ab
Z twierdzenia o odcinkach stycznych mamy

CK:M_

Punkt K lezy na odcinku BC, wiec ZACB = £LACK i stosujac twierdzenie cosinuséw w tréjkacie

ACK otrzymujemy
2

AK? = CK?+AC* - 2AC- CK - cos£ACB = + b
a+c—b a*+b*—c*  2(b—c)Pb+c)+aBb*+3c*—2bc)a —a’

2 2ab 4a
_(a+b+o)(ab+c—a)+20b -c))

4a

a+c—>b

-2-b

Twierdzenie 3.1
JesliAB = ¢, BC = aiCA = b, to dlugosci odcinkéow BT,, CT,, AT, wyrazajq sie wzorami:
a

AT, =2bc -
\/(a +b+ c)(a(b +c—a)+2b - c)2)

a
BT, = —b)-
amclare=b \/(a+b+c)(a(b+c—a)+2(b—c)2)

a
CT,=b b-c)-
A (a+ ? \/(a+b +c)(a(b+c—a)+2(b —c)2)

Dow6d: Na mocy poprzedniego twierdzenia mamy
AABT, ~ AAKC,
wiec
CK-AB AC-AB
BTy=———ANATy = ———.
AK AK

Teraz wystarczy tylko podstawié¢ dtugoéc¢ odcinka AK z powyzszego lematu i wykorzystaé (jak
wspomnieli$my w dowodzie lematu) réwnosé

CK:M_

2
We wzorze na dtugos¢ odcinka BT, mozemy zamieni¢ zmienne b i ¢ ze soba (ze wzgledu na
symetrie) by otrzymacé dtugosé odcinka C7).u

Twierdzenie 3.2
Niech D bedzie punktem stycznosci okregu wpisanego w trojkqt A BC z bokiem BC. Wtedy
ACDT, ~ AABT, w tej samej orientacji.



Dow6d: Oznaczmy
AB=¢,BC=aiCA =b.

Z twierdzenia o odcinkach stycznych

cp=ttb=c
2
Na mocy twierdzenia 3.1
CT, a _ ATy
CD @+b+c)(alb+c—ay+2b—cp) AB’

co wobec réwnosci katéw wpisanych
«2DCT, = £BCT, = £BAT,
daje
ACDT, ~ AABT, (b,k,b).
Zgodno$¢ orientacji jest oczywista po uwzglednieniu, ze punkty D i T, sa zawarte w kacie
4BACa

Lemat 3.2
Jesli AB=c,BC =aiCA =b,to

beb +c -
Al = cb+c a)‘
a+b+c
Ze wzgledu na objetos¢ pracy dowdd pomijamy. Jest to jedno z zadari, jakie mozna znalezé w
pracy [8] na stronie 29.

Twierdzenie 3.3
Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-mixtilinear odpowiednio z prostymi AB i
AC.JesliAB = ¢, BC = ai CA = b, to zachodzq nastepujqce réwnosci

bc
AP =A0=——
a+b+c
a—b+c a+b—-c
BP=c-——ANCQ=b-——
a+b+c a+b+c

AS, = 4bcy/be

Ca+b+cn@tb+obc—a)

Dowdd: Oznaczmy przez R rzut punktu / na bok A B. Wykorzystujac twierdzenie o odcinkach
stycznych
b+c—-a

2

Korzystajac z wniosku 1.1.1, lematu 1.1 i podobiefistwa

AARI ~ AAPS, (k,k,k)

AR =

otrzymujemy s b+ -
AP="A pp=2T""2% ¢
RI QCOSZ%AC a+b+c

OczywiScie AP = AQ z twierdzenia o odcinkach stycznych.
Korzystajac jeszcze z lematu 3.2 uzyskujemy

AS _AP Al 4bc bc(b +c—a)
A7 AR T (a+b+o)b+c—a) a+b+c

Wystarczy teraz skréci¢ utamek.




Punkty P, Q leza odpowiednio na pétprostych A B, AC, dlatego
a—b+c a+b-c
BP=c—-AP=c-———ANCQ=b-A0=b - ————.
a+b+c a+b+c
Dodatnie wyniki potwierdzaja, ze punkty P, O leza odpowiednio na odcinkach AB, AC.n

Twierdzenie 3.3-3.4

Twierdzenie 3.4

Przyjmijmy AB = ¢, BC = a i CA = b. Niech punkty P, Q bedq punktami stycznosci okregu A-
mixtilinear odpowiednio z prostymi A B i AC. Oznaczmy przez E, F punkty przeciecia tego okregu
z odcinkiem BC przy czym BE < BF. Wtedy

(a+b—c)(a—b+c)\/a2+2a(b+c)+(b—c)2

EF =
a(a+b+c)
(@2 +2ab + (b~ ) = (@ = b +en/a> +2a(b + ) + (b — e
BE=(a-b+c)-
2a(a+ b + )
(@ +2ac+B-c®)—(a+b —c)\/a2+2a(b +¢)+ (b —c)?
CF=(a+b-c)-
2a(a+b +c¢)
Dowéd: Punkty B, E, F, C leza w tej kolejnosci na jednym okregu, dlatego
() a =BC =BE+EF+CF
Z twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu otrzymujemy réwnania
(1) BP?=BE-(BE+EF)=BE-a—-BE-CF
(I11) CQ*>=CF-(CF+EF)=CF-a—-CF-BE
Odejmujac (II) i (III) od siebie otrzymujemy
BP? - CQ?
BE - CF = ———.
a

Zatem



BP? — CQ?
(IV) 2BE =(BE-CF)+ (BE+CF)=———=+a—EF
a

Wracajac z (IV) do (II) otrzymujemy po przemnozeniu obu stron przez 4
, [ BP*—CQ? BP?> - CQ?
4BP* = ————+a—EF || ———+a +EF |,
a a
wiec ze wzoru skréconego mnozenia
2
BP? - CQ*
EF*= <—Q + a) — 4BP.
a

Podstawiajac wyniki z twierdzenia 3.3
2

< a—b+c>2 < a+b—c>2
C o — -y —
a+b+c a+b+c
+a —4(

a

EF? =

c

a—b+c2
a+b+c

ala +b +c)? a+b+c
_(a+b+0)a—(b—-c))(a®+2ab +c)+ (b —c))
B a*(a+b +c)*

2
(cZ(a—b+c)2—b2(a+b—c)2+a2(a+b+c)2 4( a—b+c>2
—_ — c-—

7

zatem

|a2—(b—c)2|\/a2+2a(b+c)+(b—c)2

a(a+b+c)
Z nieréwnodci tréjkata a?—b-cY=@+b-c)a—-b+c)>0, wiec otrzymujemy wzoér na
dtugosc¢ odcinka E'F jak w tezie. Podstawiajac to do (IV) uzyskujemy

<C.a-b+")2_(b.“+b-")2 o (a+b—c)(a—b+c)\/a2+2a(b+c)+(b—c)2

EF =

2BE = a+b+c a+b+c
a a(a+b +c)
@—btoNa+2ab+ ko @+b=oa—b+en/d+2ab+0)+b -
2BE = —
a(a+b +c) a(a+b +c)
: o a-b+c I :
Po wylaczeniu przed nawias —————— i podzieleniu obu stron przez 2 dostajemy teze.
a(a+b +c)

Réwnanie na CF otrzymujemy przez wzajemna zamiane zmiennych b i ¢ w wyrazeniu na BE.u
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