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Streszczenie

Tematem pracy sa ciggi kwadratéw liczb wymiernych postaci x,
r+a, r+b, w szczegblnosci zas ich liczba dla danych a, b. Udowodnie,
ze jesli ta liczba jest skoriczona, to jest mniejsza od trzech.

1 Wprowadzenie

W pracy zajmuje sie nastepujacym problemem: dane sa liczby wymierne
a, b, oraz pewne ¢ wymierne takie, ze ¢> + a i ¢*> + b sa kwadratami liczb
wymiernych. Czy mozna znalez¢ wiecej takich ¢7 Jedli tak, to ile? W rozdziale
2 wprowadzam definicje z zakresu geometrii algebraicznej, ktore przydaja sie
w rozstrzygnieciu tego problemu. W rozdziale 3 przeksztalcam go do postaci
pytania o punkty wymierne na pewnej krzywej eliptycznej. W rozdziale 4
konstruuje przyktady krzywych, dla ktorych liczba mozliwych ¢ wynosi 11 2.
Rozdzial 5 zawiera rezultaty dla przypadku, gdy stosunek 3 jest catkowity.

2 Krzywe eliptyczne — podstawy

Krzywa eliptyczna nad ciatem F nazwiemy krzywa opisang rownaniem

y2 + a1y + a2y = 3 + a3x2 + agx + ag

Takie réwnanie nazywamy postacig Weierstrassa, dla F = Q moze by¢
ona sprowadzona do F : y? = 23 + ax? + bz + c¢. Zbiér punktéw wymiernych
tej krzywej oznaczamy E(Q).



Najwazniejsza wtasnoscia krzywych eliptycznych jest to, ze ich punkty
tworza strukture grupy — mozna je dodawaé¢. Biorac dwa punkty P, @) na
krzywej eliptycznej E, prosta PQ) przecina FE w jeszcze jednym punkcie (jesli
P = @, bierzemy styczna w P). Zdefiniujemy wtedy P + @ jako odbicie tego
trzeciego punktu wzgledem osi x.

Nalezy przy tym zwroci¢ uwage na to, ze F zawiera jeden punkt w nie-
skoniczonosci, o wspotrzednych jednorodnych (0, 1,0). Ten punkt bedzie ele-
mentem neutralnej tej, jak sie okazuje, grupy punktow E(Q) z wyzej zde-
finiowanym dodawaniem. Elementem przeciwnym do punktu P bedzie jego
odbicie wzgledem osi x, w szczegblnosci punkty rzedu 2 beda na niej lezeé.
Lacznosé tego dziatania takze mozna wykazaé¢, jednak nie jest to trywialne
(dowod mozna znalezé miedzy innymi w [1]). Za to przemiennos¢ wynika
wprost z definicji, jest to wiec grupa abelowa.

Twierdzenie 1. (Mordell) Grupa E(Q) jest skoniczenie generowana.

Oznacza to, ze E(Q) ma forme E(Q)r & Z", gdzie E(Q)r to podgrupa
wszystkich punktoéw skonczonego rzedu. Liczbe r nazywamy ranga F i ozna-
czamy rank(F). Podgrupa E(Q), jest dobrze opisana: istnieja algorytmy na
znalezienie jej elementow dla danego E [2], ponadto zachodzi nastepujace

Twierdzenie 2. (Mazur) [3] Grupa E(Q), ma jedna z form
e Z,dlal<n<10lubn =12,
® Ty X 7oy dla 1l <n < 4.

O czesci Z" matematykom wiadomo duzo mniej: nie wiadomo, jakie r sa
rangami krzywych eliptycznych (najwieksza znana ranga to 28), a jedyne zna-
ne i efektywne algorytmy do wyznaczania jej opieraja sie na nieudowodnionej
hipotezie Bircha i Swinnertona-Dyera. Na twierdzeniu Mazura oprzemy ana-
lize hipotezy.

3 Przeksztalcenie problemu

Dlaa =0,b =0 lub a = b teza jest prosta do udowodnienia, przyjmiemy
wiec, ze zadna z tych mozliwosci nie zachodzi, i b > a > 0.

Niech k, I, m beda takimi liczbami wymiernymi, ze [ = k> + a i m? =
k* +b. Zatem —a = (k —1)(k+1) oraz b —a = (m — )(m + [). Oznaczmy



r=m+1l, wedy m — 1 =22 czyli | = =

M . .
5. Analogicznie dla y = k +{

mamy [ = ? Zatem
b—a a
=Y + ™

z Y
i dla kazdej pary (x,y) spelniajacej to rownanie znajdziemy odpowiednie k,
[, m. Ponadto zauwazmy, ze jesli para (x,y) spelnia to réwnanie, to pary
(—x,—y), (—b’Ta,y)7 (z, 5) takze. W ten sposob z jednego punktu mozemy

xr —

wygenerowaé siedem innych, chyba, ze b — a = 22 badz a = y? (wtedy tylko
trzy), ale wiemy, ze pierwsza z tych mozliwosci jest niemozliwa, gdyz lewa
strona réwnania bylaby rowna 0, prawa za$ jest niezerowa. Jedli za$ a = y?,
réwnanie to przybierze posta¢ (z —y)? = b, zatem b takze bedzie kwadratem
liczby wymiernej. Obliczajac dla jednej krotki par odpowiednie &k zobaczymy,
ze uzyskamy zbior postaci {k, —k}, przy czym k = 0 < krotka ma tylko
cztery pary. Kontynuujac przeksztalcenia:

2?y — (b—a)y = zy® + ax,

co we wspotrzednych jednorodnych ma forme

ry(z —y) = (b — a)yz* + axz®

z—azx
b—a ’

Dokonujac zamiany zmiennych = — x, y — z — 7%=, dostajemy:

Z — ax Z — axr y2 Z — ax

T _a (z = b—a>:(b—a)2<<b_a) b—a

+ax),

czyli
r(1 —azx)(br — 1) = y°.

L . . . . _ y - .
Dokonumci jeszcze JQG%HQ] zamiany zmlennych r — —, Yy — &4 1 mnozac
obustronnie przez a“b* ostatecznie otrzymujemy

v(z +a)(z+0) =y

To réwnanie ma juz postaé¢ krzywej eliptycznej, mozemy wiec zastoso-
waé narzedzia do badania ich poznane w poprzednim rozdziale. Nazwijmy
te krzywa E. Jesli E ma niezerowa range, musi zawiera¢ nieskonczenie wie-
le punktéw wymiernych, wiec hipoteza bedzie zachodzi¢. Zatézmy wiec, ze
rank(F) = 0. To oznacza, ze F(Q) = F(Q)wr. £(Q) ma trzy punkty rzedu
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2: (0,0), (—a,0), (=b,0), zatem grupa E(Q), nie jest cykliczna. Ponadto te
trzy punkty wraz z elementem neutralnym tworza podgrupe E(Q), oznaczmy
ja przez H. Osemki i czworki punktow, o ktorych wspominalismy wezesniej,
stana sie suma warstw postaci P+ H U —P + H, dla pewnych punktow P.

Zatozmy, ze a lub b nie jest kwadratem liczby wymiernej. Wtedy nie
wystapia zadne czworki, wiec |E(Q)| bedzie postaci 8t 44, dla ¢t > 1. Zatem
z twierdzenia Mazura E(Q) ~ Zy X Zg. Jesli natomiast a i b beda kwadratami
liczb wymiernych, punkty na krzywej utworza jedna czworke odpowiadajaca
k = 0, oraz by¢ moze pewna liczbe 6semek. Z twierdzenia Mazura E(Q) ~
Zs X Zy lub E(Q) ~ Zs x Zs, wiec takich 6semek bedzie najwyzej jedna.

Dosy¢ ogoélna posta¢ krzywej, jaka otrzymalidémy, sugeruje, ze kazda z
mozliwosci przewidzianych przez twierdzenie Mazura jest osiggalna. W na-
stepnym rozdziale skonstruujemy przyktady takich krzywych. Z powyzszych
rozwazan wynika natomiast

Twierdzenie 3. Dane sy dodatnie liczby wymierne a, b. Jesli ¢ + a i
¢* + b sg kwadratami liczb wymiernych dla dwoch ¢ € Q... to takich ¢ jest
nieskoriczenie wiele.

Dowod. Kazdej 6semce punktéw odpowiada jedno dodatnie k. Skoro dla
krzywej skonczonej rangi 6semek jest najwyzej jedna, to krzywa odpowiada-
jaca a i b musi mie¢ dodatnig range, zatem ma nieskoriczenie wiele punktow
wymiernych. O]

4 Przyklady

Nieuchwytno$é rangi krzywej, o ktérej wspomniano w rozdziale 2, jest najpo-
wazniejsza przeszkoda w znajdywaniu przyktadow takich a, b, ze mozliwych
q jest jedno lub dwa, poniewaz krzywe o danej podgrupie torsyjnej da sie nie-
trudno sklasyfikowaé. Z pomoca przychodza tablice krzywych, sporzadzone
przez prof. Johna Cremone z Uniwersytetu w Warwick [4]. Pierwsza krzywa
o randze zero i podgrupie torsyjnej rzedu 8, 12 lub 16, jest krzywa oznaczona
15al o wzorze
v+ oy +y =2 + 2% — 102 — 10,

copozamianiey%y—%“ix—>x+3daje

y' = x(r+4)(z + 24—5)



Odpowiada ona wartosciom a = 4, b = %. Jedyne wymierne punkty na
niej to (0,0), (—4,0), (—22,0), (8,+£2), (—2,£2) (oraz oczywiscie punkt w
nieskoriczonosci). Z wezesniejszych rozwazan wynika, ze jedynym wymiernym
q dla ktorego ¢® + a i ¢* + b sa kwadratami liczb wymiernych, jest ¢ = 0. To
daje pierwszy przykiad takich a, b, ze odpowiednie ¢ jest tylko jedno.

Podobnie krzywa 210e2 o réwnaniu y? + zy = x* — 1070z + 7182 i gru-
pie torsyjnej izomorficznej z Zy x Zg mozna przeksztalci¢ (y — y + § oraz
x — x + 28) do postaci y* = z(x + %)(x +64). Dla a = & i b = 64 ist-
nieja dwie nieujemne wartosci ¢. Punkty wymierne na tej krzywej to: (0, 0),
(%,0), (64,0), (=54, +135), (—36,+£126), (—24,+60), (6, £105), (36, +450),
(216, £3780). Mozliwe wartosci ¢ to 0 oraz 6.

Uzyskanie tych rezultatow bardziej ,klasycznymi” sposobami jest praw-
dopodobnie mozliwe, ale skomplikowane do uogoélnienia. Tymczasem ta me-
todg, majac dostep do odpowiednich danych, mozemy szybko zweryfikowaé
istnienie ¢ dla dowolnych a, b.

5 Szczegodlne przypadki

Mimo iz, jak widzieliSmy, nie da sie w prosty sposob okresli¢ liczby wtasci-
wych ¢ dla danych a, b, to da si¢ to zrobi¢, jesli ich iloraz § ma okreslone
wlasnosci, w szczegolnosci jest catkowity.

Twierdzenie 4. Dana jest liczba £ € Q. niebedaca kwadratem liczby
wymiernej, taka ze wielomian Ry(z) = 3x* + 4(k + 1)z + 6k2® — k? nie
ma pierwiastkéw wymiernych. Wtedy dla dowolnego a € Q. jesli ¢> + a i
¢ + ka sa kwadratami liczb wymiernych dla pewnego g € Q, to takich g jest
nieskoriczenie wiele.

Dowéd. Przyjmijmy nie wprost, ze dla pewnych k, a teza nie zachodzi. W
rozdziale trzecim udowodnilismy, ze wtedy dla krzywej E : y? = x(z +a)(z +
ka) mamy F(Q) ~ Zs X Zo, dla n = 4, 8 lub 6, przy czym pierwsze dwa
przypadki moga zachodzié¢ jedynie gdy a oraz ka sa kwadratami liczb wy-
miernych. Ten przypadek nie moze zachodzi¢, gdyz wtedy ’%1 = k musialoby
takze by¢ kwadratem liczby wymiernej. Zatem F(Q) ~ Zs X Zg. Wtedy na
E istnieje punkt P = (9, yo) rzedu 3. Styczna w P przecina FE trzykrotnie,
tzn. P jest punktem przegiecia tej krzywej. To oznacza, ze druga pochodna



y(x) = \/z(z + a)(z + ka) ma zero w punkcie zq. Poniewaz

3zt +4da(k + 1)a® 4 6a’ka® — a'k?
A(x(x + a)(x + ka))?

y"(x)

I

to wielomian R(z) = y"ézx) = 3z2* + 4(k + 1)2® + 6kz? — k* ma wymierny
pierwiastek #, co przeczy zalozeniom. O]

Przyklad. Wezmy k = 2. Oczywiscie k nie jest kwadratem liczby wymier-
nej, pozostaje wicc zweryfikowaé, czy Ri(z) = 3z* + 1223 + 1222 — 4 ma
pierwiastek wymierny. Jednak wtedy mielibysmy (2% + 27)% = 2, za$ % nie
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jest kwadratem liczby wymiernej, sprzecznosé.

Uwaga. Przypadek k = 2 jest przydatny w kontekscie liczb kongruentnych,
tj. takich catkowitych liczb bezkwadratowych d, ze © — d, z, x + d sa kwa-
dratami liczb wymiernych dla pewnego x. Przyktad moéwi nam, ze takich x
mozemy znalez¢ nieskoriczenie wiele dla kazdej liczby kongruentne;j d.

Twierdzenie 5. Jesli k € Z i k # 0,1, to wielomian Ry(x) nie ma pier-
wiastkow wymiernych.

Dowoéd. Wielomian Ry(z) ma pierwiastek wymierny wtedy i tylko wtedy,
gdy ma go 27Ry(%) = a* + 4(k + 1)2® + 18ka? — 27k*. Z twierdzenia o
pierwiastkach wymiernych, kazdy jego pierwiastek wymierny jest catkowity.
Rozwazajac ten wielomian jako funkcje k, otrzymamy tréjmian kwadratowy
—27k?+ (423 +182%) k+ (2 +423) o wyrézniku (423 +1822)%+4-27- (21 +4x3) =
1620 + 1442° + 4322" + 43223 = 16(2? + 3x)3, zatem

b= 43 +182% + 44 /x(z + 3)3

o4

w szczegolnosci x(z + 3) jest kwadratem liczby wymiernej. Skoro z jest cal-
kowite, to z(z + 3) takze. Jesli 3 1 z, to nwd(z, z + 3) = nwd(z, 3) = 1, wiec
zarowno x jak i x+3 sg kwadratami liczb catkowitych, co jak tatwo sprawdzié

zachodzi tylko dla x = 1 oraz x = —4. Pierwsza z tych wartosci daje k = 1
lub k£ = —%, druga zas k =0 lub k = % — wszystkie cztery daja sprzecznosé.
Jedli 3 | x, tonwd(5, 5 +1) =1, 2 = 0 lub 2 = —3. Pierwsza mozliwos¢ daje

sprzeczno$é¢ (gdyz nie ma dwoch kwadratow niezerowych liczb catkowitych
odleglych o 1), druga daje k = 0, trzecia k = 1, czyli takze sprzecznosci. To
konczy dowdd.



Whniosek. Niech k bedzie liczba naturalng niebedaca kwadratem, zas a
liczba wymierng. Jedli istnieje takie ¢ € Q, ze ¢*+a oraz ¢*+ka sa kwadratami
liczb wymiernych, to takich ¢ jest nieskonczenie wiele.
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