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1 Wprowadzenie

W tej pracy zajmiemy si¢ granica, ktéra mozemy zdefiniowaé dla dowolnej funkceji f(x) okreslonej w punktach f(0), f(1), f(2), ....
Przedstawmy temat naszych rozwazan:

e (452) (S rmeo (") (D))

Ta wladnie granice oznaczmy sobie przez W (f)(z), gdzie pierwszym argumentem jest funkcja f zdefiniowana na liczbach
naturalnych, zas z jest dowolng liczba zespolong spelniajaca z ¢ Z. W obrebie tej pracy bedziemy sie¢ skupiaé¢ tylko na
przypadkach w ktérych f(z) jest funkcja holomorficzna okreslona na otwartym podzbiorze Q spelniajacym N C 2 € C. Dla
wielu przyktadéw takich f pokazemy, Ze istnieje « takie, ze dla kazdego z € € o czesci rzeczywistej wiekszej niz « zachodzi
réwno$é W(f)(z) = f(2).

Wprowadzmy sobie teraz nastepujace pojecie: funkcje f nazwiemy W — zbiezng jesli istnieje o takie, ze dla kazdego
R(z) > « granica W(f)(z) jest zbiezna do f(z) (w szczegdlnosci z musi naleze¢ do dziedziny). Analogicznie funkcje f
nazwiemy W — rozbiezna jesli nie jest W — zbiezna. Dalej niech stwierdzenie: f jest W — zbiezne dla danego z oznacza po
prostu réwno$é W(f)(z) = f(z). W tej pracy skupimy sie na pokazaniu, ze poszczegdlne funkcje sa lub nie sa W — zbiezne.

Operacja brania granicy W (f)(z) przypomina odtwarzanie funkcji f z jej szeregu Taylora: majac dany ciag ¢; utozsamiony
z funkcja f jesteSmy w stanie znalezé warto$ci f w pewnym obszarze. Zaznaczam tutaj rowniez, ze nie udato mi sie nigdzie
znalez¢ zadnej wzmianki o granicy W (f)(z), niewykluczone wigc Ze jest to nowy, autorski, niezbadany dotychczas temat. Do
dalszych rozwazan wprowadzimy sobie kilka oznaczen:

Liczby naturalne: N to zbiér liczb catkowitych nieujemnych, zaé N, to zbiér liczb catkowitych dodatnich.

Przesuniete wielomiany Legendre’a: (71)"P () jest tozsame z n-tym przesunietym wielomianem Legendre’a. Wzor
na te wielomiany jest nastepujacy: P,(z) = > 7_, (—z)" - (":k) (D). 2]

funkcja Gamma: Definiujemy II(xz) = I'(z + 1), gdzie I to powszechnie znane uogdlnienie silni [3]. Spelniony jest wzér
rekurencyjny II(z) = z - II(z — 1).

Funkcja zeta: Przez ((z) oznaczaé bedziemy funkcje dzeta Riemanna. [1] Definicja jest nastepujaca: ((s) = > oo, L.

n=1 ns

Liczby Bernoulliego: B,, to liczby Bernoulliego (warto$¢ By nas nie interesuje). Sa one wymierne i spelniaja nastepujaca
(=1)°** By, (2m)**

zaleznosé: ((2s) = CIeB) dla kazdego naturalnego s > 1. [1]

II(n+k)

"+k) definiujemy jako 0TI W szczegdlnosci jesli n, k € Z, a takze n < 0

Dwumian Newtona: Dwumian Newtona ( M
lub k <0, to ("}*) = 0.

(n) (n)

Asymptotyka: Notacja f = §(g) oznacza limsup,,_, ‘f > 0, za$ zapis f = w(g) oznacza limsup,,_, ’f(n)

Przez wyrazenie f ~ g rozumiemy lim,_, o gEzg =1

Czesé rzeczywista i urojona: Wreszcie R(z) oraz $(z) oznaczaja odpowiednio czesé rzeczywista i urojona liczby z.

Gléwnym rezultatem pracy bedzie pokazanie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1
1. Funkcja stala jest W — zbiezna dla kazdego z € C
2. Wielomian P(x) jest W — zbiezny dla kazdego R(z) > deg(P) — 1.

3. Funkcja Ezg’ gdzie P(x),Q(z) sq wielomianami spelniajgcymi deg(P) < deg(Q), jest W — zbiezna dla Re(z) > «, gdzie
a to maksymalna cze$é rzeczywista pierwiastkéw wielomianu Q(x). Zakladamy ze Q(x) nie ma pierwiastkéw naturalnych.

. . . . . deg(P)—1
4. P(x)a® jest W — zbiezne dla kazdego a € (0,1), wielomianu P(x) oraz R(z) > max (0, egf)
5. In(1 4+ z) jest W — zbiezne dla kazdego R(z) > 0



6. C(2z +2) jest W — zbiezne dla kazdego R(z) > 0.
7. (2;')71 jest W — zbiezne dla kazdego R(z) > 0.
8. f(x) jest W — rozbiezne dla dowolnej niestalej funkcji okresowej, ktdra ma calkowity okres.

Naszymi najwazniejszymi narzedziami w badaniu W — zbieznosci beda punkty 1,2,3 i 4 w gléwnym twierdzeniu. jak sie
pdzniej przekonamy, wszystkie pozostale dowody (moze poza W — rozbieznoScia funkcji okresowych) beda w jakims stopniu
bazowaé na tych 4 wymienionych punktach twierdzenia. Warto zauwazy¢, ze w pracy skupiamy sie na raczej znanych klasach
funkcji holomorficznych. Jednak temat W — zbieznodci zdecydowanie nie zamyka si¢ na te "najpopularniejsze" funkcje. W
nastepnej sekcji opowiemy o tym troche wiecej.

Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnych dwéch funkeji f(x), g(x) oraz stalych ¢, co funkcja ¢; f(x) + cag(x) réwniez jest
W — zbiezna. Jednak poza ta prosta wlasnoscig i podaniem kilku przykladéw funkcji W — zbieznych, ciezko powiedzieé
co$ wiecej o tej przestrzeni. Dalsza cze$é jest tylko w strefie domnieman, ale osobiscie uwazam temat za naprawde ciekawy.
Odkrywajac go i formulujac odpowiednie twierdzenia mozna potencjalnie skategoryzowaé¢ pewna klase funkcji, zamknac ja
pod réznymi operacjami, dedukowaé co$ z samego faktu W — zbieznodci. A poniewaz granice W(f)(z) mozemy badaé¢ dla
dowolnych wartosci f(0), f(1), ..., to byliby$my w stanie poznawaé rozszerzenia dowolnie sformutowanych ciagéw. Twierdzenie
1 juz pokazuje, ze klasa funkcji W — zbieznych jest szeroka. Bez dowodu powiem jeszcze, ze jednocze$nie wykluczone sa rézne
specyficzne funkcje takie jak np. sin(z), e® czy tez funkcje teorioliczbowe. Wiec W — zbiezno$¢ stanowi blizej niezbadany
podzial funkcji na te "normalne" oraz te pod pewnymi wzgledami "nieregularne". Podsumowujac: badanie W — zbieznosci
funkcji moze prowadzi¢ do rezultatéw wykraczajacych poza nasz obecny temat.

Wracajac do granicy, ponizej znajduja sie 3 wnioski wyplywajace z twierdzenia 1:

‘Whniosek 1.1 Niech R(z) = ggg bedzie funkcjg wymierng, gdzie deg(P) < deg(Q). Zaldzmy, ze dla pewnego z € C zachodzi
Q(z) =0 oraz:

S ro-0t (") (1) e

k=0
Wtedy (x — 2)Q(z) ma pierwiastek zespolony zo spelniajocy R(zo) > R(z).
Whniosek 1.2 Dia kazdego s € Ny wartosé ((2s + 1) jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy wymierne jest:
lim p-2s+1 zn: Bopy2(2m)*M+2 (” + k) <”> 1
n—oo = (2k +2)! n k)2k—2s+1

Trzeba tu zaznaczy¢, ze problem wymiernosci ¢(2s + 1) jest problemem otwartym.

Wnhniosek 1.3 Dla dowolnego R(z) > 0 zachodzi tozsamosé:

1 sin(7z)

MEs = a Amn (Zn: (1)k<n;k) Z : k:)

k=0

Warto jeszcze zaznaczy¢, ze przestrzen funkcji W — zbieznych nie ma bezposredniego zwiazku ze zbieznoscia szeregu
Taylora danej funkcji. Mozemy dla przyktadu rozwazyé¢ funkcje ™. Pierwsza ma okres 2, wiec jest W — rozbiezna, ale
mozna rozwing¢ ja w szereg Taylora zbiezny w calej plaszczyznie zespolonej. Ogdlem ciezko jest znalezé powiazanie klasy
funkcji W — zbieznych ze znanymi nam szeregami, cho¢ nie mozna wykluczy¢ istnienia tego zwiazku.

1.1 Historia wzoru

Okolo 3-4 lat temu postanowilem, ze znajde wzér ogdlny na moj wlasny ciag. Poczatkowo prébowalem chociazby z ¢,11 =
In(1 + ¢,), jednak zadanie okazalo si¢ zbyt trudne. Nie moglem znaleZé odpowiednio zdefiniowanego ciagu, ktérego wzor
nie trywializowalby problemu, a jednocze$nie dawalby mi jakiekolwiek szanse. Po pewnym czasie utworzylem nastepujace
funkcje g,: dla danego n oraz ciagu cq, co, 3, ... spelniaja one:

1
k- /0 (1— )" Lg,(x)dz = ¢



gdzie k przyjmuje kazda warto$é¢ od 1 do n. Nastepnie uznatem, ze jesli g, (z) bedzie wielomianem najmniejszego mozliwego
stopnia, za$ jego wspolczynnikami wyrazenia liniowe w zmiennych c1, cs, ..., ¢, to bede mogl zapisac:

1
¢, = lim z/ (1—2)*"tg,(2)dz
0

n—oo

Dalsza czeé¢ to juz tylko duza ilosé przeliczenn. Po mniej wiecej tygodniu pracy udalo mi sie wyznaczy¢ dokladne wzory na
gn(z) (z racji ich rozmiaru pominiemy je). Za pomoca dalszych przeksztalcenn udato mi sie zapisaé catke:

/01(1 —2)* g, (2)dz

W znacznie bardziej zwiezlej formie. Ostatecznym rezultatem byto:

. n -k n nepf{n+Ek+1\/M\n+1—-2
© _nlggo (H z—i—k‘) <I§ck+1(—l) ( n )(k’) k+1—z>

k=0

Jednak uwazny czytelnik zauwazy, ze to nie to samo wyrazenie, ktére obecnie badamy. Dopiero niedawno udalo mi sie
przemieni¢ granice w jej obecna, przyjazniejsza forme. Gléwnym "usprawnieniem' jest zmiana wyrazu ("+s+1) na (”Ik), co
pozwala bez zbednych manipulacji postugiwaé si¢ wielomianami Legendre’a.

2 Aproksymacja i uogélnianie
Granica W(f)(z) poczatkowo zostala stworzona w celu uogélniania. Najprawdopodbniej nie jest ona najlepszym narzedziem

do przyblizania wartosci réznych funkcji, jednak zaprezentujemy jej zachowanie "w praktyce". Jesli wybierzemy sobie funkcje
f(z) = In(II(x)), to dla n = 20 wykres w zaleznosci od z prezentuje si¢ nastepujaco:

Jesli wybierzemy sobie punkt z = 11, 5, to nasza granica zwraca wartos¢ 18.734347511936. To sie rézni od In(II(11.5)) o ok.
5-10713. Ale na przyblizanie funkcji II(z) jest wiele sposobéw. Zamiast tego zdefiniujmy sobie ciag co =1 ¢;41 = In(1+¢;).
Wtedy wykres prezentuje sie nastepujaco:



dla n = 15. Niestety przy wiekszych n pojawia sie coraz wiekszy blad obliczeniowy ze strony komputera. To ewidentna
wada W(f)(z) odnosnie aproksymacji - potrzeba duzej dokladnosci przy operowaniu na duzych liczbach. Jednak granica
byla w stanie znalez¢ przyblizong warto$é cy 5, co mozna uznac za pewien sukces.

Istnieje pewien intuicyjny argument, dlaczego dla funkcji analitycznej f granica W (f)(z) mialaby by¢ zbiezna wlasnie do
f(2). Ustalmy sobie pewne n oraz m € [0,n]. Popatrzmy na granice:

(11552 (Srwe (") () =)

Okazuje sig¢, ze w §rodku sumy wyraz dla k = m jest mnozony przez ml_z, co dazy do nieskonczonosci. Ten utamek jest
jednak anulowany przez wyraz m — z w Srodku iloczynu. Wiec kiedy wszystkie wyrazy w $rodku sumy beda dazyé¢ do zera,
dla k = m wyraz bedzie dazy¢ do:

AL ) G (7))

Co po wymnozeniu daje nam wlasnie f(m). Gdyby wigc granica W(f)(z) byla zbiezna dla kazdego R(z) > «, to w
otoczeniu liczb naturalnych musialby sie zachowywaé "podobnie" do f, co juz sugeruje, ze sa tym samym. To oczywiscie
tylko heurystyczny argument, ale nie udato mi sie znalezé przykladu funkeji, dla ktérej W (f)(z) byloby zbiezne do wartosci
innej niz f(z).

Ogodlnie zaskakujacy jest fakt, ze tak naprawde jedynym miejscem, w ktérym wystepuje z, jest utamek k—iz w Sroku sumy.
Wszystkie inne miejsca naleza do iloczynu.

3 Inne formy granicy

W tym dziale rozpoczniemy przygotowania do dowodow W — zbieznosci. Pokazemy 2 kluczowe lematy o W — zbieznodci:

Lemat 2 Niech dana bedzie funkcja f oraz zespolone z takie, ze f(z) istnieje. Granica W(f)(z) jest zbiezna do f(z) wtedy

1 tylko wtedy, gdy:
e~ J(B) = f(2) (R (0
0= nh—>Héon Z k—=z (=1) n k
k=0
Lemat 3 Niech dana bedzie funkcja f(x). Ustalmy cigg:

an = kzzf(k)(—l)k ()

Jesli istnieje taka stata C > 1, ze zachodzi |a,| = Q(C™), to granica W(f)(z) jest rozbiezna dla kazdego z € C.



Przejdziemy od razu do dowodéw tych dwoch lematéw. Chee jeszeze zaznaczyé, ze oprocz tego na koncu dzialu znajduje
sie réwniez alternatywna postaé¢ wyrazenia W (f)(z) wykorzystujaca calke okrezna.

Naszym pierwszym krokiem jest rozwazenie réznicy wyrazen W(f)(z) dla n + 1 oraz n. Aby uscisli¢, przyjrzyjmy sie
nastepujacej roznicy:

(52 ) (S () (1)) - () (S () ())
() e (S () -

(T2 s (e (T () + S (U219 (0)

k=0

Tak jak w lemacie 3, ustalmy ciag:
o= 0 ("R (1
" = n k

Do udowodnienia lematu 2 bedziemy musieli pokazaé¢ W — zbiezno$¢ funkcji stalej. Bardzo latwo mozemy sie przekonaé, ze
warto$¢ wyrazenia W(f)(z) dla n = 0 oraz dowolnego z wynosi zawsze f(0). Jezeli wiec teraz udowodnimy, ze dla f = const
zachodzi a,, + an,4+1 = 0, to warto$é wyrazenia W (f)(z) bedzie réwna f(0) dla kazdego n, bo réznica W(f)(z) dla n+1 oraz n
bedzie wszedzie wynosié¢ zero. Ale jezeli f(z) = ¢ dla kazdego z, to zachodzi a,, = ¢- P,(1). My za$ wiemy, ze P, (1) = (—=1)"
[2]. Stad an + any1 = 0.

Czyli istotnie funkcja stala jest W — zbiezna w kazdym punkcie plaszczyzny zespolonej. Do dalszej czesci dowodu lematu
2 przypomnijmy sobie nastepujaca reprezentacje funkcji II(z) [3]:

II(z) = lim n® i
n—o00 et k+z
Co daje nam:
II(z n o4 k k—=z
= i .
II(—=z) nroo N2 k1;[1 k+z k

Skad wynika juz wzor asymptotyczny:

I podstawiajac go wreszcie do W(f)(z) otrzymujemy alternatywna forme granicy:

o e (G (20

Jezeli wigc przyréwnamy W (f)(z) do f(z) oraz obustronnie odejmiemy f(z) = f(z) - W(1)(z), to otrzymamy zaleznosé:

W) = 1G) & 0= Tt o (Z(f(k)—f(Z))(—l)’“<n+k) (Z),ﬁ_)




Co po podzieleniu prawej réwnosci przez H( (z)) koniczy dowéd Lematu 1. O

Teraz bedziemy dowodzi¢ lemat 3. Przyjmijmy zatozenia takie, jak w tym lemacie. Uzyskalismy juz rezultat, ze réznica
wyrazen W(f)(z) dla n + 1 oraz n dana jest wzorem:

Dk — 2 z (an + )
Ap T Qn
k+z] n+14+z +
k=0
An

Jak juz wykazaliSmy, w tym wyrazeniu wyrazy inne niz a, + a,41 rosng wielomianowo. Niech limsup,,_, ., |&%| = €. Jesli
ta granica dazy do nieskoriczonosci, to wystarczy wzia¢ dowolny skonczony e. Wiec jesli dla dowolnie duzych n bedzie
|an 4 any1| > C™(C' —1)§, to granica W(f) bedzie wszedzie rozbiezna, bo ciag réznic miedzy wartosciami W (f)(z) dlan+1
i n bedzie rozbiezny. W takim wypadku zalézmy przeciwnie, ze dla wszystkich n ograniczonych oddolnie przez powiedzmy
N, zachodzi |a, + any1| < C™(C —1)5. Wtedy dla n > N mamy:

n—1 n—1 n—1
_ _ ko1& = _oNE L onE
lan| = lan|+ Y (Jarxr1| = lar]) < lan|+ Y lawsr +axl < lan|+ Y CH(C D)5 =lan| =075 +C"3
Czesé |an| — CNg jest tutaj stala, co w polaczeniu z pozostaltym C™§ musi dawa¢ powiedzmy |a,| < C’”% dla kazdego
odpowiednio duzego n. To stoi jednak w sprzecznoéci z zalozeniami, tym samym konczac dowdd lematu. O
Teraz przejdziemy do calek okreznych. Zdefiniujmy sobie funkcje tworzaca F(z) = ZO 0 ! (_)Z . Przypomnijmy sobie

wzOr na n-ty przesuniety wielomian Legendre’a [2]:

=5 (00

W takim razie my tymczasowo zdefiniujemy funkcje Q,,(x):

o H,Z <2n—k><z>:<—x>;1!%<i>

Mozemy teraz rozwazy¢ funkcje G(z) = F(z) - Qn(x). Jej n-ta pochodna w zerze wyrazona jest wzorem

o= (oo (L) -Eamer ()0

k=0 k=0

A wiec sume wystepujaca w granicy W (f)(z) jestedmy w stanie zwina¢ jako odpowiednia pochodna funkcji G(x). Dobierzmy
sobie teraz taki promien r, zeby F(z) bylo w tym obszarze zbiezne (nie mialo zadnych residuum). Niech C' bedzie Sciezka
zamknieta okrazajaca 0 dokladnie raz po okregu o promieniu r. Wtedy ze wzoru Cauchy’ego [5] mozemy zapisac:

G (0) = ]{F _Lf FC Palz) g,
2mi x"“ 27t Jo antl

Podstawiajac calo$é do wzoru na W(f)(z) otrzymujemy druga wazna forme granicy:

—211(2) lim nQZ% F(x) Py (1)
c

£2d
II(—z) n—oo 2mi x v

W(f)(z) =

Od tego momentu mozna dalej przeksztalcaé (na przyklad wykorzystujac formule Rodrigues’a [2] z podstawieniem u = %)
My jednak tu poprzestaniemy. Mimo zZe jest to stosunkowo zwiezta forma, my tak naprawde nie wykorzystamy jej juz wcale.

4 Dowody

4.1 Funkcja Stala
Fakt W(f)(z) = f(z) dla dowolnej funkcji stalej f oraz z € C udowodniliémy juz w poprzednim dziale. O



4.2 Wielomiany

Niech wiec P(z) bedzie wielomianem stopnia d. WeZzmy dowolne z takie, ze #(z) > d — 1. Na podstawie lematu 2 bedziemy

dowodzi¢, ze:
o= (52410 o (11 (0)

k=0

P(k)=P(2)

2d—2 -
). Jako ze —=—

Stad dowéd sprowadza sie do pokazania, ze suma w nawiasie to O(n jest wielomianem stopnia d — 1

w zmiennych k, z, to mozemy go rozbi¢ na sume dwumiandéw (’:) (gdzie 0 < s < d — 1) przemnozonych przez odpowiednie
potegi z. Tak wiec sprowadzilismy dowdd do pokazania, ze:

S o () (") (7) = own 0

k=0

Latwo mozna uzasadnié, ze (i) () = (1) (R7%). Z tego powodu (1) zostanie udowodnione, jesli wykazemy réwnosé:

S () () o

W takim razie pozostaje nam udowodnié (2).
Dla n = s rownosé jest trywialna. Réwniez dla s = 0 juz ja pokazaliSmy. Oznaczmy sobie teraz powyzsza sume dla
danego n, s przez T'(n, s). Zachodzi:

=S () () e () () e () () -

k=0

~cr ()R (B0 ) () e () () -
() EE ) Eor () ()C-
:(—1)"(2:__11>+§T(n—1,s+l—1)—T(n,s—1)+T(n,s) N T(n,s—l):(—l)”<2:__11>+7§T(n—1,1)

A wigc zakladajac indukeyjnie (2) dla n — 1 oraz wszystkich s, otrzymujemy:

o B () G e () ()

l=s

T(n,s—1)

Co juz daje (2) i koniczy dowdéd W — zbieznoSci wielomiandw. O

4.3 Funkcje Wymierne

Ten dowod bedzie sie réznit w od tego przy wielomianach. Wykorzystamy go przy dowodzie wniosku 1.1.

Wpierw zauwazmy, ze kazda funkcje wymierna R(x) = ggg dla deg(P) < deg(Q) mozemy rozbi¢ na sume postaci

R(z) = kazo ﬁ W takim razie interesowa¢ nas beda tylko funkcje postaci (mflw)a‘. Istotnie, teza zbieznosci granicy



W(R)(z) do R(z) bedzie prawdziwa jesli tylko pokazemy zbieznosé W(W)(Z) dla kazdego R(z) > R(w).

Najpierw wré¢émy sie do dowodu lematu 2 odno$nie funkcji statej. UdowodniliSmy tam, ze dla kazdego n,x zachodzi:

> (00 -

k=0

Bedziemy teraz braé¢ s-tg pochodna z obydwu stron réwnosci. Oznaczmy sobie:

n

1 1 1
T N
(n,z) erZ(k—&—erk—x)

k=0

Tak, ze zachodzi:

d 1 k+a k+x
dx<_xk_0k—a:>__H Tl,2)

Nie bedziemy si¢ zaglebia¢ w szczegdly. Zauwazmy tylko, ze T'(n,z) dla stalego z oraz rosnacego n zachowuje sie tak jak
O(ln(n)). Z kolei pochodne funkcji T'(n, x) dla stalego = beda odgdrnie ograniczone. Z tych powodéw napiszemy:

ds 1 k+x k+ax
dxs <_xk_0k—x>__Hk:—x' n*(n)

7 czego juz wynikas
> e () () mommmm = s (St () () =0

jesli tylko R(z) < R(z). Reszta dowodu to zwykle zsumowanie odpowiednich wyrazen z odpowiednimi wagami. Zauwazmy
prosta zaleznoéc¢:

1 s—1 s—1

( 1 ) 1 _Fe-rw _ 1
(k—w)* (z—w)*) k—=z P (z — w)s_l—l pore (k —w)H1(z — w)s—!

I wlasnie z tego powodu dla R(z) > R(w) mamy:

] -1
0= ——— lim n~
; (z — w)S—l n—oo

= s (; (= ) () @)

i tak na podstawie lematu 2 otrzymujemy W ( o= w)b )(2) = (z_lw)s . To konczy dowéd W — zbieznosci funkeji wymiernych. O
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N
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o
—~
el
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S~—
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N———
N
> 3
N———
N———
Il

4.4 Funkcja Wyktladnicza i Wielomian

Teraz przejdziemy do granicy, ktéra bedzie sie nieco réznita od poprzednich. Dla danego a € (0,1) oraz wielomianu P(x)
bedziemy dowodzi¢ zbieznosci granicy W (P(x)a®)(z) = P(z)a® dla kazdego R(z) > max (07 degT(P) - 1). A zaczniemy od

udowodnienia jednego ciekawego lematu:
Lemat 4 Niech dane bedg liczby m,n > 0 oraz x € (0,1). Wtedy zachodzi:

(n+m)!
n!

m

[P ()] < (z(1—=))"=



Dowdd:

Najpierw przypomnijmy sobie nieréwno$é Cauchy’ego [5] na pochodne:

m!M

Tm

f ()] <

gdzie r > 0 jest promieniem okregu o érodku w z, za§ M najwigksza wartoscia bezwzgledna przyjmowana przez f na tym
okregu.

My przyjmiemy nastepujace wartosci: r = /x(1 — x) M = /a2"(1 —x)». Najpierw udowodnimy, ze istotnie dla
kazdego y takiego, ze |y—x| = r zachodzi |y (1—y)"| < y/z"(1 — z)". Rdéwnowaznie daje to oczywiscie |y||1—y| < \/x(1 — z).
Teraz postuzymy sie... geometria syntetyczna! Umie$émy punkty A = (0,0) B = (1,0) w ukladzie wspélrzednych. Niech
takze X = (z,0) oraz Y = (R(y), S(y)). Teza sprowadza sie do wykazania |AY|-|BY| < |AB|-|XY].

Niech Y’ bedzie odbiciem punktu Y wzgledem X. Z zalozeri co do punktu X wnioskujemy, ze punkty A,Y, B,Y”’ lezg na
jednym okregu. Stad zachodzi: |AY'|-|BY'|+|AY’|-|BY| = |AB|-|YY’|. Nietrudno zauwazy¢, ze nieréwnosci |AY| > |AY”|
oraz |BY'| > |BY’| nie moga zachodzi¢ w tym samym momencie (przeciwne nieréwnosci réwniez), stad:

(IAY| — [AY'))(IBY| ~ |BY') SO = |AY|[BY|+|AY"||BY’| < |AY||BY| + |AY'||BY| = |AB|- [YY'| = 2|XY]||AB

Pola tréjkatéw AY B oraz AY'B sa réwne, a wiec ze wzoru na pole tréjkata wykorzystujacego dwa boki oraz sinus kata
miedzy nimi (wraz z faktem, ze AY B = 180° — AY’B) dostajemy |AY||[YB| = |AY”’||BY’|. Podstawiajac ten wynik do
powyzszego rezultatu otrzymujemy nieréwnosé |AY| - |BY | < |AB| - |XY].

n—m

W takim razie z nieréwnosci Cauchy’ego otrzymujemy |$—"; (z"(1—2)")| <m!- (z(1 —z))" = . Laczac to ze wzorem

Rodrigues’a P\™ ™™ (z) = L A% (27(1 — 2)") otrzymujemy teze lematu. O
Z tym rezultatem mozemy przej$¢é do dowodu W (P(z)a”)(z) = P(z)a*. Jezeli udowodnimy, ze réwnoczeénie W ((P(z) —
P(z))a®)(z) = 0 oraz W(a")(z) = a*, to dodajac drugie réwnanie pomnozone przez P(z) otrzymamy teze. Najpierw zajmijmy
sie tym wyrazeniem (lemat 2):
n
_ P(k)— P(2) n—+k\ (n
W((P(z) — P(2))a*)(2) =0 & 0= li > —— = (—a)f

(P(x) ~ P(2))a")(2) Jim n (g; LS Cap (MR (7
Tutaj znowu mozemy zauwazy¢, ze % to suma wielomianéw w k z odpowiednimi wagami. Wystarczy w takim razie,
jesli udowodnimy prawdziwo$¢ nastepujacej granicy:

0= lim n—22 <§n: (—1)* (k :!S)! (—a)* (n : k) (D) & 0= lim =22 P ()

k=0

To za$ na mocy lematu 4 jest prawdziwe dla R(z) > 2. Ale wiemy ze s < deg(P) — 1, wiec R(z) > % nam wystarcza.

Es
3¢



Drugg czescia jest udowodnienie W(a®*)(z) = a®. Tutaj wykonujemy nastepujace przeksztalcenia (znowu lemat 2):

Wa):) —a* & 0= lim 0> (kno "Z:f(m(”‘g’“) (Z)) o
s (e [ ()
& Oznli};on_zz/: (zn: (”+k> (k>>dx

0

To jest co$, co mozemy ograniczy¢ w wartoéci bezwzglednej przez:

1
lim n_m(z)/ le™* " dx

n—oo

poniewaz |P,(z)| < 1. Powyzsza granica oczywiscie dazy do zera dla R(z) > 0, co koniczy dowdd. O

4.5 Logarytm Naturalny

Gléwna obserwacja jest nastepujaca zaleznosé:

1n(k+1)1n(z+1)/k+1 da /1 da
k—z o (k=2 Jy 2+ 1+ (k—2)z

Ponownie wykorzystujac lemat 2 widzimy, ze dla (z) > 0 mamy:

W(n(z+1))(z) =In(z+1) < 0= lim n~ (z": In(1 ln(1+z)( 1)k(n+k> (Z))

n—o0 —Z n

1 rz—z—1
s k n+k n T —2s 1 X k+
= O—nh_{gon / Z 7xzzl 1) < n )(k)dm < O_nh—)ngon /0 xﬂfZ*Z*].Hk*M

k=0 x

W takim wypadku bedziemy chcieli wykazaé, ze dla kazdego x € [0, 1] zachodzi:

n —2—1
k + rz—z
H k— mz—wz—l <1 (3)
k=0 ©
To ograniczenie z pewnoécia daje nam teze. Wybierzmy sobie teraz pewne x € [0,1] i oznaczmy d = —%=2=1  Fatwo
zauwazy¢, ze dla R(z) > 0 mamy R(d) € [1,00]. Mozemy teraz dla kazdego k osobno rozwazyé¢ wyraz ’;—I_‘é i go osobno

ograniczy¢. Ot6z mamy:

‘k:—d

k—a 1 _ N2 2
k+d‘< o |k—d<|k+d < R(k-d)?<RE+d)

A to na mocy k > 0 oraz R(d) > 0 jest prawda. Stad ograniczenie na (3). Tak udowodniliSmy W — zbieznosé logarytmu. O

4.6 Funkcja Zeta Riemanna

7 naszym obecnym repertuarem mozemy wykorzystac¢ to, co juz mamy aby wykazaé kilka tozsamosci. Zaczynamy od funkcji
Zeta Riemanna - w gruncie rzeczy tylko po to, by pdzniej to wykorzysta¢ do wniosku 2.
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Ten dowdd to bedzie nic innego, jak pociagniecie do skutku odpowiednich przeksztalcen z dowodu W — zbieznosci funkcji
a®. Jedli sie teraz przyjrzymy, to zauwazymy nastepujaca nierownosé:

n k z 1 —R(z R(z
aka(_l)k(n+k><z) <am(z)~/ |1:7271\d33:a%(z)17a ()zl—a()< 1
=0 % " B

Stad dla funkcji ¢(2x + 2) mamy:

kz”:_o ¢(2k+2;:2(2z+2)(_1) (n+k>< >

To jest stale i skoniczone. Z tej zaleznosci wprost otrzymujemy W (((2x + 2))(z) = ¢(2z + 2) dla R(z) > 0. O

=1

4.7 Dwumian Newtona

A raczej jego odwrotnosé. Wykazanie zbieznoéci granicy W ((2;)_1> (2) bedzie przydatne we wniosku 1.3.

Zaczynamy z nastepujaca tozsamoscia dla kazdego R(k) > —1 [4]:

2k\ ! i xk
</€) :(2k+1)/0 7(1+x)2k+2dx

Co pozwala nam zmienié¢ teze w nastepujaca réwnowazna postaé¢ (lemat 2):

(2k+1)z* (2z41)x*

. (1+x)2k+2 T (IF=z)2=F? sfn+Ek\[(n
0=1 dr(—1
i 7 Z/ — a( >( : )(k)

To za$ jak w dowodzie funkcji wykladniczej i wielomianu, rozkladamy na 2 réznice, a nastepnie rozwazamy je osobno. Nie
wchodzac juz w szczegdly, dla powyzszej sumy otrzymujemy nastepujace ograniczenie gérne na wartosé¢ bezwzgledna:

_ < 1 1 _ 122 + 1]
2R(2) 1 _ 2R
n (/0 TEE <2dx+ |2z + \/ 1+m) §R(z)dm> n (2+ ") )

Czyli (2;)71 jest W — zbiezne dla kazdego R(z) > 0. O

4.8 Funkcja Okresowa

Udowodnijmy wreszcie W — rozbeznos¢. Zanim jednak przejdziemy do funkeji okresowej, rozpatrzmy funkcje f (z) = e dla
€ (0,27). Niech w = e**. Podobnie jak w lemacie 3, ustalmy ciag:

CL sfn+E\[n
N ™
Dalej oznaczmy w = |2w — 1|. Latwo wykazaé, ze w > 1. Nasze funkcje P, (x) spelniaja nastepujaca zaleznoéé rekurencyjna
[2]:
(n+ 1)P,y1(x) = —2n+1)(2x — 1)P,(z) — nP,_1(x)

W tym momencie zalézmy indukcyjnie, Ze |ap4+1| > |an|- Dla n = 0 nieréwnos$é jest prawdziwa. Dalej dostajemy takie
nieréwnosci:

(n+1any1 = —2n+1)2w — ay, —nap—1 = |(n+Dant1 +nan—1] = 2n+ Nwla,| =

(n+ Vwla,| + n(wla,] - |a,_a])

(4 Dlansr| + nlan—i] > @0+ Dwlay] = Jan| > S
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Co (oprécz kroku indukcyjnego) daje |a,| > w™~t. W takim razie na mocy lematu 3, e jest W — rozbiezne.

Dopiero teraz mozemy przejs¢ do funkcji okresowej. Niech wige f (z) bedzie funkcja okresowa o okresie T' € N.. Nadpisujac
niech w = e’ . Za pomoca Dyskretnej Transformaty Fouriera [6] mozemy funkcje f przedstawié¢ jako suma:

T-1
fla) = quw
k=0

Do oznaczen z lematu 3 przyjmijmy teraz:

o= s (") (7) - Z; 0 Pal)

k=0

Poniewaz f(x) nie jest stale, to istnieje ¢ # 0 dla k € [1,T —1]. Wezmy wiec taki indeks j, ze g; # 0 oraz g, = 0 dla kazdego
kel[j+1,T —j—1]. Innymi stowy, j jest indeksem wyrazu o najwigkszej odleglosci w’ od 1. Jak juz zauwazylismy, j # 0.
Ponownie nadpisujac niech w = |2w’ — 1|. Reszte dowodu podzielimy na 2 czedci.

Pierwsza z nich to pokazanie, ze sktadnik qujk ros$nie znacznie szybciej od innych. Aby udcidli¢ - wykazemy, ze dla
‘P"(wlf)l = 0. W tym celu rozwazymy forme iloczynows przesunietych wielomiandw
[ Pr (w7)]

Legendre’a [2]. Znany faktem jest, ze P,(x) ma swoje wszystkie n pierwiastkéw w przedziale [0,1]. Co wiecej, sa one

rozmieszczone symetrycznie do % W takim razie rozwazmy wyrazenie:

kazdego k & [j, T — j] zachodzi lim,,_,

(" — a)(w* —1+ 0
(W —a)(w? =1+ a)

Udowodnimy, ze niezaleznie od « jest ono odgérnie ograniczone przez stala mniejsza od 1. Oznaczmy sobie 6 = 2% oraz

€ = cos(kf) — cos(j0). Najpierw rozpatrzmy réznice kwadratéw mianownika i licznika:
(@~ @)@~ 1+ @) ~ | — a)(F 1+ @)f? =
= (1 —2acos(70) 4+ a*)(1 — 2(1 — a) cos(50) + (1 — a)?) — (1 — 2acos(kB) 4+ o*)(1 — 2(1 — a) cos(kB) + (1 — a)?) =

= 2(cos(kf) — cos(j0))(a + a(l —a)?’ +1—a+ (1 — a)a® — 2a(l — a)(cos(kf) + cos(j6))) >

> 2¢(1+a(l —a) — da(l —a)) > %

Stad juz tatwo uzyskujemy nastepujaca nieréwnosé:

(@ —a)(F 1 4a) _ [ ¢ _ i x
[(wi —a)(wi —1+a)] — 2|(w? —a)(wi =14+ a)? — 32
Mnozac ja dla kazdego pierwiastka « funkeji P, (z) uzysukjemy:

P, (wh)|? €\
||pn<wj§||zf (1-5)

k
A poniewaz € > 0, to dostajemy granice lim,_, ‘“IZ"EZ Jg‘l = (0. Teraz pora na druga cze$¢ dowodu.

Mianowicie po Dyskretnej Transformacie Fouriera funkcji f(z) nie rozwazyliémy wspélczynnika gr—;. Oznaczmy sobie
by = i Pa(w?) 4+ qr—jPo(w™). Jezeli j = L, to |b,] = 2|g;||Pa(w’)], w przeciwnym wypadku pokazemy, Ze b, roénie
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(miejscami) tak samo szybko jak P, (w’). Ponownie korzystajac ze wzoréw rekurencyjnych mamy:

(n+Dbntr = —2n+ 1)((2w7 = 1)g; Pu(w”) + 2wy " = D)ar—jPy(w™)) —nby—1 =
= (n+ Dby = —2n + 1)((2w ™7 — Db, +2¢;(w? —w )Py (w?)) —nbp_1 =

1 _ 2 1(2wi —1 ,
(0t Dby oo+ G+ D = Doy )7, (07)

1)|b, bu_1| + (20 + 1)[2w; — 1|[b, o .
= (n+ >| +1|+n| 1|+( n+ )‘ Wy || | Z4|Qj|51n(9])|Pn(WJ)|

2n+1
Skad przynajmniej jeden sposréd wyrazdw:
(n 4+ 1)[bpt1] n|by_1] j
MrA bt 2w’ — 1]|by,
2n+1 2n+1 |2 16

Musi wynosié co najmniej §|qj\ sin(65)| Py (w?)|. Z zalozen wynika, ze |q;|sin(6j) # 0, wiec dla kazdego n spoéréd trojki

|brs1l, [bnl, |bn_1| pewna liczba bedzie rzedu | P, (w?)|. Laczac to z rezultatem lim,, o kiﬂ%if;f = 0 otrzymujemy:

lan| =

T—1
quPn<w’“>|:|Pn<wj>|- Tt Pl 1)) 201) = ()
=0 (W) el

Krétko méwiac, nasze ograniczenia wystarczaja do uzycia lematu 3 i stwierdzenia, ze f jest W — rozbiezne.

Jako ciekawostke zostawiam wykres W(sin(z))(z) dla n = 30. Okazuje sie, ze granica potrafi przybliza¢ funkcje okre-

sowe, tylko ze nie w jednym, stalym punkcie.

4.9 Whniosek 1

W tym dowodzie kluczowe jest wykorzystanie punktu 4 Twierdzenia. Przyjmijmy wiec takie oznaczenia, jakie podalismy w

tre$ci wniosku. Zalézmy teraz, ze wielomian % nie ma zadnych pierwiastkéw zp spelniajacych R(zp) > R(z). Wtedy na

podstawie punktu 4 Twierdzenia oraz lematu 2 dostajemy:
n
Rk)kE—2z)(n+k\[n 9
el WP W — O(n?*
kZ:o k—z n k (™)

co stoi w sprzecznosci z zalozeniami.
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4.10 Wnhniosek 2

Wystarczy ze do punktu 6 Twierdzenia podstawimy z = s — % dla s € N;. Oprécz tego do naszej granicy musimy dodaé
nastepujace zaleznosci:

(s — 5)

(*1)k32k+2(277)2k+2

€Q C2k+2) = 2(2k + 2)!

Pierwsza z tych zaleznosci wynika ze wzoru rekurenycjnego na Il oraz z faktu z — % —(=z+ %) € Z. Po prostym podstawieniu

tych zaleznoéci do granicy W ({(2z + 2))(s — 3) i kilku przeksztalceniach dostajemy wniosek 2. O
Nie bez powodu zajmujemy sie funkcja zeta Riemanna. Istnieje slynny nierozwiazany problem pytajacy, czy wartosci
funkcji ¢ dla nieparzystych argumentéw sa niewymierne. Ale jednocze$nie znany jest wzér na ((2s). Nasz dobér funkeji

¢(2z + 2) pochodzil wlasnie od tego, ze wartosci w punktach parzystych funkcji ¢ sa znane. Wraz z fortunnie wymiernym
ilorazem funkcji IT otrzymujemy alternatywna postacé tego stynnego problemu.

4.11 Wnhniosek 3
Whiosek 3 to nic innego jak rozpisane W ((2;)_1> (). Wiemy juz, ze:

() e () (T )

Co przy wykorzystaniu zaleznosci (2,5)71 (”:;k) (D) = (";Ck) a takze I1(2)II(—z) = e [3] daje rezultat. O

5 Hipotezy

W tej pracy mimo wszystko nie bylem w stanie udowodnié¢ wielu rezultatéw. Na koniec pozostawiam kilka hipotez na temat
W — zbieznosci:

Hipotezy 4.1

Funkcja \/x jest W — zbiezna.

Funkcja In(Il(x)) jest W — zbiezna.

Funkcja ((x) — L5 jest W — zbiezna.

Jesli funkcje f(x) oraz g(x) s¢ W — zbiezne, to réwniez ich iloczyn jest W — zbiezny.

oA e e =

. Zaldzmy, ze funkcja holomorficzna f(x) ma residuum w punkcie zg. Wtedy granica W(f)(z) jest zbiezna dla co najwyzej
przeliczalnej ilosci z spelniajgcych R(z) < R(zp).

6. Nie istnieje niestala funkcja f(x), dla ktérej granica W (f)(z) bylaby zbiezna dla kazdego zespolonego z.
7. Dla danej funkcji calkowitej (ang. entire function) f granica W(f)(z) jest zbiezna do wartosci innych niz f(z) dla co
najwyzej przeliczalnej liczby zespolonych z.

8. Jesli funkcja f jest W — zbiezna, to zbidr punktéw, dla ktérych W (f)(z) jest zbieine, tworzy pélplaszczyzne ograniczong
zaleznoscig N(z) > a dla pewnego a.

Odnognie punktu 4 dodamy jeszcze tylko, ze z przeksztalcen 2fg = (f + g)? — f? — g2 jasno wynika, ze wystarczy udowodnié
nastepujace stwierdzenie: jedli h(z) jest W — zbiezne, to h?(z) réwniez jest W — zbiezne.

Jako ze temat W — zbieznosci wydaje sie by¢ czym$ oryginalnym, to mysle, ze moze popchnaé matematyczne bada-
nia w nowym, ciekawym kierunku. By¢ moze poza uogdlnianiem przyda sie w rozwiazywaniu otwartych probleméw badz
pozwoli uzyskaé¢ skomplikowane tozsamosci. A byé¢ moze jednak granica W (f)(z) pozwoli efektywnie przybliza¢ funkcje z
duza dokladnoscia. W kazdym razie uwazam, ze ta praca jedynie zaczela badaé¢ temat W — zbieznosci, a dalsze wnioski
plynace z tego tematu moga nas jeszcze zaskoczyc¢.
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