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Przedmowa

Praca ta zawiera wyniki studiéw nad geometrig rzutowa, ktora postaratem si¢ uchwy-
ci¢ w najszerszym mozliwym kontekscie. Zrezygnowatem jednak z ,klasycznego”, aksjo-
matycznego podejscia, na rzecz przedstawienia tego tematu na nowy sposob, skierowany
bardziej na zastosowanie w procesie rozwigzywania problemow geometrycznych.

Piszac ten skrypt kierowatem sie kilkoma zatozeniami: chciatem by w jak najwiek-
szym stopniu byl samowystarczalny, jasno i intuicyjnie wprowadzal w temat oraz pre-
zentowal nowy punkt widzenia na geometri¢ rzutowa, o bardziej olimpijskim charak-
terze. Oczywiscie stal sie on takze okazjg do zaprezentowania wtasnych rezultatow -
wsrdéd nich znajduje sie miedzy innymi zastosowanie punktéow kotowych, nowy ,inny
niz wszystkie” dowdd twierdzenia o symedianie, uogélnienie techniki moving points oraz
twierdzenie [2.4] ktére nazwalem wszechstronnym ze wzgledu na zakres mozliwych za-
stosowan. Warty uwagi jest takze nowy dowdd inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a.
Ponadto w ostatnim rozdziale znajduje si¢ zestaw twierdzen opisujacych moje obserwa-
cje zwigzane z badaniem pewnych konfiguracji geometrycznych w programie Geogebraﬂ

W pierwszym rozdziale znajduje si¢ wprowadzenie do geometrii rzutowej, prezen-
tujace podstawowe struktury, z ktérych wlasnosci bede korzystat w dalszych czedciach
pracy.

Nastepny rozdziat sktada sie z dwoch czesci. W pierwszej z nich przedstawiony jest
koncept przeksztatcen rzutowych na prostej i ptaszczyznie, ich podstawowe wtasno-
sci oraz klasyfikacja. Inspiracja byly tutaj artykuty z czasopisma Delta ,Desargues
i nozyce” oraz ,Geometria rzutowa’. Sformulowane i udowodnione jest wspomniane
wszechstronne twierdzenie[2.4] ktére natychmiast uogélnia pojecia zdefiniowane w pierw-
szym rozdziale na zespolong ptaszczyzne rzutowa. Druga czes¢ tego rozdziatu poswie-
cona jest specjalnemu typowi przeksztatcen zachowujacych dwustosunek, ktore nazwa-
tem mapami rzutowymi (inspirujac sie wprost angielskim terminem projective maps)
oraz specyficznej technice rozwigzywania probleméw geometrycznych, uogélnionej do-
datkowo za pomoca wszechstronnego twierdzenia.

Trzeci rozdzial poswiecony jest tak zwanym inwolucjom, bedacymi spetiajacymi
dodatkowe zalozenia mapami rzutowymi. Ow wzmocnienie zalozen umozliwia wycia-
gniecie szerokiej klasy wnioskéw na temat tych funkcji.

Czwarty rozdzial prezentuje jedng z pierwszych przyczyn powstania tej pracy -
inwolucyjne twierdzenie Desargues’a - oraz pokazuje jego zastosowania.

Catosci towarzysza liczne zadania prezentujace poznane techniki i terminy. Wyste-
puja wsrod nich wtasne problemy oraz te zaadoptowane z réznego rodzaju olimpiad
krajowych i miedzynarodowych [1] [2] [3] [4]. Wszystkie przedstawione dowody, za-
rowno zadan, jak i twierdzen, sa autorskie, a ze wzgledu na zastosowane metody czesto
istotnie réznig sie od rozwiazan wzorcowych.

Na koniec chciatbym podziekowaé¢ nauczycielowi Marcinowi Radwanskiemu za suge-
stie i opieke nad ta pracg oraz Rafatowi Pyzikowi za pomoc w wyszukiwaniu btedéw.

Filip Konieczny

1Wszystko w myél idei przyéwiecajacej tak zwanym ,geoburom”, ktéra mozna okreslié jako rysowanie mniej lub
bardziej losowych obiektéw w Geogebrze liczac na otrzymanie jakiego$ nieoczywistego wniosku, ktéry mozna nastepnie
udowodni¢ i wykorzystaé jako zadanie geometryczne.
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Uwagi wstepne

W pracy stosowane sg miedzy innymi nastepujace oznaczenia i umowy:

1. Odcinki skierowane

Przez zapis | AB| nalezy rozumie¢ dtugo$¢ odcinka w standardowym tego okreslenia
znaczeniu. Natomiast oznaczenie AB bedziemy rozumieé jako skierowang dtugosé
odcinka. Prostej nadajemy uktad wspotrzednych i przyjmujemy

AB=b—a

gdzie a, b to wspolrzedne punktéw odpowiednio A i B.

Powyzsza umowa stuzy gtownie unifikacji wielu przypadkow twierdzen, a takze
radzenia sobie za jednym razem ze wszystkimi konfiguracjami geometrycznymi
danego problemu (np. réwnos¢ XY + Y Z 4+ ZX = 0 zachodzi dla wspéHiniowych
punktéow X, Y, Z niezaleznie od ich kolejnosci na prostej). Definicje te stosujemy
takze w przypadku prostej zespolone;j.

2. Inwersja

Dany jest punkt wlasciwy O, prosta rzutowa p przez niego przechodzaca oraz k # 0.
Inwersja na prostej o srodku w O i potedze k Z§ nazywamy przeksztalcenie, ktore
punkt wlasciwy P € p rézny od O przeksztalca w P’ € p taki, ze OP - OP' =
oraz dodatkowo Z5(0) = oo, i Z5(00,) = O.

Uwaga Warto zauwazy¢, ze dla k € R, powyzsze przeksztalcenie pokrywa sie
z inwersja o $rodku w O i promieniu vk, a dla k € R_ jest to antyinwersja
o tym samym grodku i promieniu v/—k (inwersja ztozona z odbiciem symetrycznym
wzgledem srodka inwers;ji).

3. Czworokat zupelny

Cztery punkty, z ktorych zadne trzy nie sa wspotliniowe wyznaczaja szes¢ prostych.
Proste te nazywamy bokami czworokata zupelnego, z kolei punkty wierzchotkami.
Boki niemajace wspolnego wierzchotka nazywamy naprzeciwleglymi i przecinaja
si¢ one w punktach przekgtniowych. Proste taczace punkty przekatniowe okreslane
beda jako przekgtne.

4. Czworobok zupelny

Jest to figura dualna do czworokata zupetnego. Sktada sie z czterech prostych,
z ktérych zaden trzy nie sg wspotpekowe, zwanych bokami, ktore przecinaja sie
w szesciu punktach nazywanych wierzchotkami. Wierzchotki nazywamy naprze-
ciwlegltymi, gdy nie leza na jednym boku czworoboku. Kazda para wierzchotkow
naprzeciwlegtych wyznacza przekgtng czworoboku, i przecinaja sie one w punktach
przekgtniowych.



Rozdziatl 1

Wstep do geometrii rzutowej

W rozdziale tym zaprezentowane i wyjasnione bedzie wiekszosé¢ poje¢ wystepujacych
w geometrii rzutowej (idac za [5] i rozszerzajac czesé z nich). Autor zaznacza, ze nie jest
tu wytozone klasyczne podejscie do geometrii rzutowej, gtdwnym zatozeniem byto poka-
zaé ja w kontekscie mozliwych zastosowan w rozwigzywaniu problemow oraz w sposob
intuicyjny.

1.1 Ptlaszczyzna rzutowa

Definicja 1.1. Plaszczyzng rzutowg nad K, KP? nazywamy zbior prostych i przecho-
dzacych przez punkt O = (0,0,0) w przestrzeni K?. Wtedy prostq rzutowq jest dowolna
plaszczyzna przechodzaca przez O, a punktem rzutowym dowolna prosta zawierajgca

0.

W tej pracy poruszone zostana zagadnienia zwiazane szczegdlnie z pltaszczyzna rzu-
towa rzeczywista RP? oraz zespolong CP?. Jedna z ich kluczowych cech jest:

Obserwacja 1.1. Kazde dwie proste rzutowe przecinaja sie w doktadnie jednym punk-
cie, a przez kazde dwa punkty rzutowe przechodzi doktadnie jedna prosta.

Szczegdlnie przydatnymi modelami RP? oraz CP? sa:

1. Model algebraiczny - wprost z definicji, ptaszczyzne rzutows tworza tréjki po-
staci (z,y,2) € R3,C3\(0,0,0), gdzie trojki (w1, 91, 21), (T2, y2, 22) utozsamiamy ze
sobg, gdy istnieje A € R, C taka, ze 1 = Axo,y1 = Ays oraz z; = Azy. Dalej w
pracy wspohrzedne punktéw rzutowych w tym modelu beda zapisywane [z : y : 2]
dla podkreslenia tej jednorodnosci. Prostym rzutowym odpowiadaja pltaszczyzny
o rownaniach postaci ax + by + cz = 0.

2. Model euklidesowy - standardowg ptaszczyzne R?, C? uzupetniamy o punkty w nie-
skoticzonosci (punkty niewlasciwe, kierunki). Do kazdej prostej p dotaczamy jej
punkt w nieskoniczonosci co,, bedacy punktem wspdlnym jej oraz wszystkich pro-
stych do niej réwnolegltych. Zbiér punktéow niewtasciwych [, nazywamy prostg
w nieskonczonosci (prosta niewltasciwa, horyzontem). Zapewnia to realizacje weze-
$niej wspomnianej wtasnosci - proste réwnolegte takze przecinaja sie w jednym



punkcie. Prosta uzupetniona o punkt w nieskonczonoéci jest w tym modelu odpo-
wiednikiem prostej rzutowe;j.

Uwaga. W drugim modelu przypadek zespolony kryje swego rodzaju konflikt oznaczen.
Zespolona prosta rzutowa CP' jest zbiorem liczb zespolonych uzupelionym o punkt
w nieskonczonosci. Jest to jednak prosta, kazde trzy punkty na niej sa wspotliniowe, co
jest sprzeczne z powszechnym wyobrazeniem zbioru liczb zespolonych jako ptaszczyzny,
dwuwymiarowej przestrzeni wektorowej nad R.

Latwo dostrzec jak mozna przechodzi¢ miedzy tymi modelami. Rzeczywiscie, by
drugi uzyskaé¢ z pierwszego wystarczy przeciaé¢ zbior prostych przez O dowolng ptasz-
czyzng m przez ten punkt nieprzechodzaca, na przyktad z ptaszczyzng reprezentowana
réwnaniem z = 1. W tym przypadku punkt [z : y : 2] dla z # 0 przechodzi w punkt
(£,2,1) € m, natomiast punkty [z : y : 0] odpowiadaja punktom w nieskonczonosci
7. Prosta w nieskonczonosci jest reprezentowana wtedy ptaszczyzng z = 0. W druga
strone natomiast wystarczy wybra¢ dowolny punkt O nienalezacy do 7 i przez kazdy
punkt tej plaszczyzny przeprowadzi¢ prostg przechodzaca przez O.

Gléwna wlasnoscia powyzszych przeksztalcen jest nastepujaca

Obserwacja 1.2. Proste w tych przejsciach przechodzg na proste, a peki prostych na
peki prostych. Oznacza to, ze zachowuja one wspotliniowosé¢ punktow i wspotpekowosé
prostych.

Juz same te proste spostrzezenia pozwalaja na rozwiazanie nastepujacego problemu:

Zadanie 1.1 (Twierdzenie o nozycach). Dany jest punkt @ i cztery poprowadzone
przez niego proste a,b,c,d. Proste k,[ nieprzechodzace przez () przecinajg sie w P.
Oznaczmy przeciecie a prostymi z [, k odpowiednio jako Ay, Ay i analogicznie definiu-
jemy Bl, BQ, Cl, CQ, Dl, DQ. Udowodnié, ze punkty X = AlBgﬂAzBl, Y = BngﬂBgCl
oraz Z = C1 Dy N Cy D4 sy wspodtliniowe.




Dowad. Pracujemy nad rozszerzona plaszczyzng euklidesows i korzystamy z poczy-
nionych obserwacji. Wybierzmy punkt O nienalezacy do ptaszczyzny zadania (oznaczmy
ja przez m) oraz dowolng plaszczyzne 7' réwnolegta do plaszczyzny wyznaczonej przez
punkty O, P, Q). Przeksztalcenie biorace dowolny punkt 7' € 7 i przenoszace go na
przeciecie prostej OT z 1’ zachowuje wspotliniowosé (wspotliniowosé punktéw jest row-
nowazna wspotliniowosci ich obrazéw), wiec otrzymany w ten sposéb obraz jest réwno-
wazny pierwotnemu. Proste k,[ oraz a, b, ¢, d przejda na dwie grupy prostych réwnole-
gltych (poniewaz ich punkty wspélny przejda na punkty na prostej w nieskonczonosci),
wiec punkty X, Y, Z przechodzg na srodki réwnolegtobokéw, co z oczywistych wzgledow
konczy dowdd. O

Powyzszy przyktad pokazuje elegancka prostote plaszczyzny rzutowej. Przecinanie
sie standardowych prostych ze szkolnej ptaszczyzny euklidesowej jest na niej rowno-
wazne ich rownoleglosci, oba te rodzaje wzajemnego potozenia traktowane sg réwno-
rzednie, co upraszcza wiele problemoéow dotyczacych prostych i punktow. Przeprowa-
dzone dziatanie, zwane rzutem perspektywicznym jest jednym z tak zwanych przeksztat-
cen rzutowych, ktore sg szerzej omdéwione w rozdziale drugim.

Warto takze uswiadomié sobie ,zyciowa”’, intuicyjna interpretacje powyzszych prze-
ksztatcen. Wyobrazajac sobie, ze proste w zadaniu to tory, to poczatkowy uktad
odpowiada patrzeniu na nie z perspektywy kogos stojacego na powierzchni (ptaskiej)
ziemi i posiadajacego niezerowsg wysokos¢, natomiast obraz widoczny po przerzuto-
waniu na plaszczyzne 7' odpowiada patrzeniu na ten uklad z lotu ptaka. Powyzszy
przyktad bedzie jeszcze niejednokrotnie przywotywany ze wzgledu na swojg prostote
i reprezentatywnos¢.

Ponizsza seria zadan ma na celu wyrobienie podstawowych intuicji oraz ukazanie ich
znaczenia oraz efektywnosci w rozwigzywaniu problemow o charakterze rzutowym.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Desargues’a). Dane sq¢ dwa tréjkety ABC oraz A’B'C’.
Oznaczmy punkty przeciecia prostych BC' z B'C’ jako X, AC z A'/C" jakoY i AB z A'B’
jako X. Udowodnié, ze punkty X,Y,Z sq wspotliniowe wtedy 1 tylko wtedy, gdy proste
AA', BB, CC" sq wspdtpekowe.

Dowad.

(=)
Podobnie jak wczesniej, wybierzmy punkt O nienalezacy do plaszczyzny zadania 7
i przerzutujmy z niego zalozenia na ptaszczyzne réwnolegta do tej przechodzacej przez
punkty O, X, Y, Z. Trojkaty ABC, A’ B'C" przejda na takie, ktérych odpowiednie boki sg
réwnolegle. Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostych BB’ oraz C'C’. Jednokladnosé
w srodku w P przeksztalcajaca B na B’ oraz C' na C” (taka istnieje, poniewaz proste
BC oraz B'C’" sa réwnolegte) przeksztalca prosta AB na prosta do niej réwnolegla
przechodzaca przez B', a prostag AC na prosta do niej rownolegla przechodzaca przez
C', czyli przenosi punkt A na A’, wiec punkty AA’P sg wspdiliniowe, co koniczy dowdd.

(<)
SWyrzuémy” jak wezesniej prosta Y Z do nieskoniczonosci. Wtedy proste AC, A’C”" oraz
AB, A'B’ sa do siebie réwnolegte, a proste AA", BB',CC" sa wspolpekowe (w punk-



cie P). Z twierdzenia Talesa mozemy zapisaé

PB PA PC

PB'~ PA~ PC
co jest rownowazne roéwnolegtosci prostych BC i B'C’, wiec punkt X takze trafil na
prosta w nieskonczonosci, co konczy dowod. O

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie Pappusa). Trdjka punktow Ay, By, Cy lezy na prostej
k, a trojka punktow As, By, Cy lezy na prostej | # k. Oznaczmy X = B1CoN ByCh, Y =
A1Cy N AyCY oraz Z = A1 By N Ay By. Wykazaé, ze punkty X, Y, Z sq wspotliniowe.

Dowodd. Wybierzmy punkt O nienalezacy do plaszczyzny zadania i zrzutujmy przez
niego zadanie na ptaszczyzne réwnolegla do tej wyznaczonej przez punkt O i prosta [.
Punkty As, By, Cy przejda na punkty w nieskonczonosci. W wyniki tego proste przeci-
najace sie poczatkowo w tych punktach przejda na pary prostych réwnolegtych, wiec
otrzymana sytuacja wyglada tak jak na powyzszym rysunku.

Oznaczmy dodatkowo przez K przeciecie prostej A1By z C1As oraz przez L prze-
ciecie prostych A;Cs, C1 Bs. Trojkaty A1Y K oraz LY C) sg podobne, wiec aby wykazaé
wspotliniowosé XY Z wystarczy pokazaé, ze punkty X oraz Z dziela odpowiednie pod-
stawy w tym samym stosunku (wtedy jednoktadnos¢ o érodku w Y przeksztatcajaca
A1 K na LCj przenosi Z na X). Ale

AZ  AB LX
JK BC, XC

co byto do pokazania. O




Zadanie 1.2. Dany jest trojkat ABC' i punkt D lezacy na BC. Na prostej AD wy-
brano punkt X, a nastepnie poprowadzono proste BX i C'X. Punkty ich przecigcia
z, odpowiednio, prostymi CA i BA to P i Q. Udowodnié, ze niezaleznie od wyboru
punktu X na prostej AD, punkt przeciecia prostej PQ) i BC' jest staly.

D c

v h

Dowdd. Ustalmy punkt X, oznaczmy R = PQ N BC i jak wczedniej przenieSmy
prosta RA w nieskoniczonosé. W wyniku tego (réwnowaznego) przeksztalcenia prosta
PQ jest réwnolegta do BC', a proste AB, AC, AD sa réwnolegte. dodatkowo wiemy, ze
proste BP i C'(Q przecinaja sie na prostej AD w X. Ale BC'PQ to rownolegtobok, wiec
punkt D jest srodkiem BC'. Skoro tak, to niezaleznie od wyboru X’ na AD otrzymana
prosta P'Q)' bedzie réwnolegta do BC, wiec bedzie sie z nig przecinajagc w punkcie
w nieskonczonoéci - punkcie @), co konczy dowdd. n

7 powyzszych przyktadéw widzimy w jakim stopniu te proste przeksztatcenie, jakim
jest ,spojrzenie na rysunek z innej perspektywy”, upraszcza problem. Z drugiej strony
wiele na tym tracimy - z powyzszych przyktadow jasno widaé¢, ze niewiele wspdlnego
ma obraz pierwotny z przeksztalconym, do tej pory korzystaliSmy jedynie z zachowy-
wanej wspotliniowosci. Wszystko inne - katy, podobienistwa czy, jak wynika z ostatniego
zadania, stosunek dlugosci odcinkéw na prostej (D pierwotnie byl dowolnym punktem
na BC|, a po przeksztalceniu jego srodkiem) nie musi by¢ zachowane.

1.2 Dwustosunek

Zdefiniujmy jedno z najwazniejszych poje¢ geometrii rzutowej
Definicja 1.2. Dwustosunek czworki wspotliniowych punktow A, B, C, D oznaczamy
(A, B;C, D) i definiujemy jako

AC AD
A B;C)D) = =— + —
(4, ) CB DB
Gdy na prostej przyjete sa wspotrzedne to powyzsze wyrazenie wynosi
a—c a—d

ABCD) = =+ 1




gdzie a,b, ¢, d to wspotrzedne punktéw odpowiednio A, B, C, D (umowa ta obowiazuje
w calosci pracy, o ile nie prowadzi do niescistosci).

W obu przypadkach, gdy pewien z punktow jest punktem niewtasciwym, powyzsze
wyrazenia traktujemy jako granice.

7, definicji wynika od razu pochodzenie nazwy: jest to stosunek w jakim punkt C
dzieli odcinek AB podzielony przez stosunek w jakim punkt D dzieli odcinek AB. Jest
to wiec, w pewnym sensie, stosunek stosunkow i stad nazwa.

W przypadku probleméw geometrycznych na ptaszczyznie rzeczywistej znacznie bar-
dziej konwencjonalne jest stosowanie zapisu pierwszego, z kolei drugi jest o wiele wy-
godniejszy ze wzgledow algebraicznych - pozwala wyznaczaé¢ wspotrzedne punktéw, sto-
sowa¢ podejscie analityczne, a co najwazniejsze, wprost uogoélnia sie na prosta rzutowa
zespolong CP', gdzie pierwsza definicja staje sie nieintuicyjna.

Wtlasnosci

Wprost z definicji dwustosunku wynika

1. (A,B;C,D)=(C,D; A, B),

2. (A,B;C,D)-(A,B;D,C)=(A,B;C,D)-(B,A;C,D) =1,
3. (A,B;C,D)=1=A=Blub C =D,
4

. Dla danych A, B, C' i liczby rzeczywistej (zespolonej) A istnieje dokladnie jedno D
spetiajace (A, B;C, D) = A,

5.Dla A# B (A,B;C,D) = (A,B;C,D') = D = D’ i analogicznie dla pozostatych

punktow.
Dowaod. Rozpisanie danej rownosci pokazuje, ze jest ona rownowazna
a—d a-—d
d—b d—b
co w polaczeniu z roznowartosciowoscia funkeji homograficznej dla a # b x — 2=
implikuje teze. O]

Nastepne twierdzenie przedstawia najwazniejsza ceche dwustosunku, determinujaca
jego fundamentalno$é¢ w geometrii rzutowej.

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie o dwustosunku). Na prostej k lezqg punkty A, B,C, D
a na prostej | punkty A’, B',C", D' takie, ze proste AA', BB',CC'", DD’ sq wspétpekowe
w P. Wtedy (A, B;C,D) = (A, B’;C", D")

Dowdéd. Skorzystamy z tak zwanego Ratio lemma
Lemat. W trdjkgcie ABC punkt D lezy na prostej BC. Wtedy

BD  AB-sin$BAD
DC ~ AC -sin¥DAC

gdzie kqty sq skierowane.



Wynika on wprost z nastepujacego ciggu réwnosci ([ABC] oznacza skierowane pole

trojkata ABC')

[BDA]  AD-AB-sin<BAD  AB-sin¥BAD
[DCA]  AD-AC -sing¥DAC — AC -sin $DAC

S
Ql'T

Przechodzac do zasadniczej czesci zauwazmy, ze

AC | AD PA-singAPC _ PA-sinSAPD

(A,B;C,D) =

CB " DB PB-sindCPB ~ PB-sinJDPB
sin YAPC  sin$APD B
sin<CPB ~ sin<DPB

(A, B;C', D)

co konczy dowdd. O

Uwaga. Dowdd twierdzenia zawiera subtelna luke, dotyczaca punktow niewtasciwych.
Mozna je formalnie rozwazy¢ jako osobne przypadki i analogicznym rachunkiem pokazad
ich prawdziwos¢. Innym sposobem jest potraktowanie tych przypadkéw jako przejsé
granicznych i skorzystanie z cigglosci geometrii.

Niestety, to podejécie nie uogélnia sie na przypadek CP?. Wersja zespolona (oraz
uzupetnienie) powyzszego dowodu, jak i pozostalych w tym rozdziale, znajduje sie
w rozdziale drugim.

Twierdzenie pozwala na wprowadzenie nastepujacego oznaczenia.

Definicja 1.3. Dwustosunkiem czterech prostych wspotpekowych a, b, ¢, d nazywamy
warto$¢ (A, B;C, D), gdzie punkty A, B,C, D to przeciecia odpowiednich prostych z
dowolng prostg nieprzechodzaca przez srodek peku. Dwustosunek prostych oznaczamy
przez analogie jako (a, b; ¢, d). Definicja jest poprawna ze wzgledu na niezaleznosé¢ war-
tosci od wyboru prostej.

W celu unikniecia niedcistosci w miejscach, gdzie zajdzie koniecznosé¢, dodatkowo
w indeksie dolnym bedzie zaznaczany obiekt, na ktorym liczony jest dwustosunek. Przy-
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ktadowo, zapis (A, B;C, D), oznacza dwustosunek punktéw znajdujacych si¢ na pro-
stej [, natomiast (a, b; ¢, d) p oznacza dwustosunek prostych nalezacych do peku w punk-
cie P.

Podstawowym wnioskiem z tego twierdzenia jest nastepujaca

Obserwacja 1.3. Dwustosunek jest niezmiennikiem w rzucie perspektywicznym.

Rzeczywiscie, wezmy dowolne cztery punkty wspoétliniowe z ptaszcezyzny m. Wtedy

proste OA, OB, OC, OD tworzg uktad z twierdzenia

Czwérki harmoniczne
Na szczegdlng uwage zastuguja tak zwane czworki harmoniczne.

Definicja 1.4. Czwoérke punktéw wspoétliniowych spetniajaca (A, B;C, D) = —1 na-
zywamy czworka harmoniczna. Mowimy takze, ze odcinki AB, C'D dzielg si¢ harmo-
nicznie, punkty C, D sa harmonicznie sprzezone wzgledem AB oraz punkty A, B sa
harmonicznie sprzezone wzgledem CD.

Okredlenia te sg poprawne ze wzgledu na symetrie pojecia, to znaczy, gdy A, B, C, D
tworzg czworke harmoniczng, wtedy

(AaB;C>D> = (A,B,D,C) = (B,A,C,D) = (B,A,D,C) = (CaDaAaB) =-1
Analogicznie definiujemy

Definicja 1.5. Pek prostych a, b, ¢, d, dla ktérego zachodzi (a, b; ¢, d) = —1 nazywamy
pekiem harmonicznym.

Jedna z przyczyn istotnosci czwoérek harmonicznych jest ich wszechobecnosé¢é w geo-
metrii syntetycznej. Przyktadami sa

1. Czworka (A, B; M, c0) jest harmoniczna dla M bedacego srodkiem odcinka AB.

2. Niech D, D' to odpowiednio przeciecia dwusiecznej wewnetrznej i zewnetrznej kata
/BAC 7z prostag BC. Wtedy (B,C; D, D') = —1.

Dowdd. Natychmiastowy, wystarczy przenies¢ dwustosunek z prostej BC' na do-
wolng prostg rownolegla do AD’ by otrzymacé sytuacje z punktu pierwszego. [

3. Punkty A, B, X leza na prostej. Niech X’ bedzie obrazem punktu X w inwersji
wzgledem okregu o srednicy AB. Wtedy (A, B; X, X') = —1.

Dowdéd. Bez strat ogélnoéci niech punkty A, B majg wspéhrzedne —1, 1. Wtedy X'
ma wspoélrzedna 1/, a teza odpowiada nastepujacemu rachunkowi
l—z 1-1/x 1—-2z  2-1

- - - =1
zr+1 1/z+1 z+4+1 z+1

(A,B;C,D) =
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4. Dane sa dwa okregi ortogonalne wy,ws o $rodkach odpowiednio w O, Os. Prosta
przez O przecina w; w punktach A, B, a wy w punktach C, D. Wtedy czworka
A, B,C, D jest harmoniczna.

Dowéd. Ze wzgledu na ortogonalno$é okregéw punkty spetniajag O,C - O1D = R?
gdzie R to promien wy, wiec C, D sg wzajemnie swoimi obrazami w inwersji wzgle-
dem okregu wq, co na podstawie wczesniejszego punktu konczy dowod. O]

5. Dane sa dwa okregi w; i ws 0 Srodkach odpowiednio w Oy, Oy. Niech Sy 1 S_ beda
srodkami jednoktadno$ci przeksztalcajacych okrag O; na O, o skali odpowiednio
dodatniej i ujemnej. Wtedy (O, O9; S4,5-) = —1.

Dowdd. Niech Ry, Ry oznaczaja promienie odpowiednio w; i ws. Wtedy

015+ 015_ Rl Rl
01;00; 54, 5_) = + =2l
( 1, Y25 P4 ) S+02 S_OQ R2 RQ

]

6. Dane sg dwa punkty A, B. Okrag A-Apoloniusza punktéw A i B przecina ich prosta
w punktach X,Y. Wtedy (4, B; X,Y) = —1.

Dowdd. Bez strat ogélnosci niech punkt X nalezy do odcinka AB. Wtedy, z definicji
okregu Apoloniusza

(A,B,X,Y):A:X—A:Y:—)\_ =1
XB YB

Innym, bardzo waznym, przyktadem jest nastepujace

Twierdzenie 1.4 (Twierdzenie o czworokacie zupelnym). Dane sq cztery punkty A,B,
C,D, takie, Ze Zadne trzy z nich nie sqg wspotliniowe. Niech E, F bedq przecieciami, od-
powiednio prostych AB,CD oraz BC, AD. Proste AC, BD przecinajg EF odpowiednio
w X, Y. Wtedy (E,F;X,Y) =—1.

Przedstawi¢ dwa, istotnie rézne, dowody.
Dowaéd. 7 twierdzenia Cevy na trojkata AEF i punktu C' otrzymujemy

EX FD AB
1= . . (1.1)
XF DA BE
7 kolei z twierdzenia Menelaosa dla trojkata AEFE i prostej BDY otrzymujemy
EY FD AB
—1= ) ) (1.2)
YF DA BE
Dzielgc réwnosé [L.1] przez [I.2] otrzymujemy
EX EY
—l==—+—=—=(E,F;X,Y)
XF  YF



co konczy dowdd. O]

Drugie uzasadnienie tego twierdzenia nad pierwszym ma zdecydowang przewage -
ze wzgledu na swoj rzutowy charakter nie trzeba sie¢ w dowodzie przejmowaé czysto
technicznymi szczegdltami zwigzanymi z obstuga przypadkéw gdy niektoére z prostych
sg rownolegte, a niektore z punktéw - punktami niewtasciwymi. Dodatkowo dowdd
pozostaje poprawny pracujac nad CP2.

Dowdd. Oznaczmy G jako przeciecie prostych BD z AC. Korzystajac wielokrotnie
z twierdzenia [1.3] mozemy zapisaé

(E,F:X,Y)pr = (CE,CF;CX,CY)e = (D, B; G,Y)pp = (AD, AB; AG, AY )4
1

czyli

wiec nasz szukany dwustosunek (F, F; X,Y)gr = 1, ale E # F oraz X # Y, co daje
(E,F;X,Y) = —1. 0

Uwaga. W dalszym ciagu pracy w miejsce réwnosci

stosowany bedzie bardziej praktyczny zapis (A, B; C, D)y £ (E, F;G, H),. Dodatkowo,
w przypadku peku zamiast zapisu (PA, PB; PC, PD)p bedzie uzywany P(A, B;C, D).

Twierdzenie[l.4 pokazuje, ze czworokat zupely jest wrecz ,fabryka” czwérek harmo-
nicznych. Korzystajac z notacji na rysunku widzimy, ze takze czworka (B, D; G,Y) jest
harmoniczna, podobnie jak peki A(E, F; X,Y), E(B,D; G, F), F(A, B; G, E) - ogdlnie,
pek z punktu przekatniowego zawierajacy pare bokéw oraz pare przekatnych czworo-
boku jest harmoniczny. Wazne jest zapamietanie oraz dostrzeganie powyzszej konfigu-
racji.

Wiecej przyktadéw czwoérek harmonicznych bedzie pojawiaé sie w dalszej czesci tej
pracy wraz z wprowadzaniem nowych pojec.
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Punkt 2 z listy przyktadéw pozwala na sformutowanie nastepujacego, niezwykle przy-
datnego, lematu

Lemat 1.1. Dane sq cztery wspotliniowe punkty A, B, C, D i punkt P poza ich wspdlng
prostq. Z dowolnych dwdch ponizszych warunkow wynika trzect

1. P(A,B;C,D) = —1
2. PC jest dwusieczng kqta ZAPB
3. PC L PD

Dowaéd. Wynikanie podpunktu pierwszego z pozostatych jest trescig punktu 2 z listy
czworek harmonicznych. Pozostata czesé dowodu jest wnioskiem z jednoznacznosci dwu-
stosunku. W przypadku podpunktu drugiego, niech punkt B’ na prostej bedzie taki, ze
prosta PC' jest dwusieczna kata ZAPB’', ale wtedy (A, B';C, D) = (A, B; C, D), czyli
B’ = B skad teza. Analogicznie dla podpunktu trzeciego: niech punkt D’ bedzie taki,
ze PC 1 PD' ale wtedy z z harmonicznosci czworki A, B, C; D’ otrzymujemy roéwnosé
D = D', co konczy dowdd. O

Podejscie stosowane w powyzszym dowodzie, polegajace na zdefiniowaniu nowego
punktu, o ktéorym ,mozna co$ powiedzie¢”, by potem udowodnié¢ jego réwnosé z innym
punktem, jest technikg czesto wykorzystywana w tej pracy.

Udowodniony lemat, ze wzgledu na swoj syntetyczny charakter, a takze powszech-

no$¢ przedstawionej w nim konfiguracji (kat wraz z dwusiecznymi), czesto znajduje
zastosowanie w zadaniach o charakterze olimpijskim. Przyktadem tego jest ponizsza se-
ria, majaca tez na celu wyrobienie podstawowych intuicji w postugiwaniu sie poznanymi
pojeciami.
Zadanie 1.3. Dany jest trojkat AABC oraz punkt D bedacy spodkiem wysokosci
z wierzchotka A na prosta BC. Wybrano punkt X na prostej AD a nastepnie poprowa-
dzono proste BX i CX i przecieto je, odpowiednio, z prostymi AC' i AB w punktach
P i Q. Udowodni¢, ze ZQDA = ZADP.

4

Dowéd. Oznaczmy R = DQ N AC. Wtedy z twierdzenia [I.4] dla czworokata BDXQ
otrzymujemy, ze czwérka (A, C'; P, R) jest harmoniczna, a wiec takze dla peku o srodku
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w punkcie D zachodzi D(A,C; P, R) = —1, ale DA L AC, wigc na podstawie lematu
prosta DA jest dwusieczng kata ZQDA, co byto do wykazania. O

Zadanie 1.4. Dany jest czworokat wypukly ABC D, ktérego naprzeciwlegle boki nie
sg rownolegte. Niech X = ACUBD,Y = ABUCD oraz Z = AD U BC. Punkt P jest
rzutem X na prosta Y Z. Udowodni¢, ze ZAPB = ZCPD.

Dowadd. Wystarczy pokazad, ze prosta PX jest dwusieczng zaroéwno kata ZAPC jak
i Z/ZBPD. Oznaczmy R = AC NY Z. Wtedy z twierdzenia (A,C; X,R) = —1, a
wiec takze P(A,C;X,R) = —1, co wraz z prostopadloécia prostych PX i YZ oraz
lematem daje zadany fakt. Analogiczne rozumowanie moze zostaé¢ przeprowadzone
dla kata ZBPD, co konczy dowod. O]

Zadanie 1.5. Dany jest trojkat ABC i okrag w niego wpisany w. w jest styczny do
AB, AC odpowiednio w punktach X, Y. Dwusieczna wewnetrzna kata ZABC' przecina
XY w P. Udowodni¢, ze kat BPC' jest prosty.

Dowdd. Oznaczmy przez Z punkt stycznosci w z prostg BC'. Skoro proste AZ, BY, CX
sa wspotpekowe (wystarczy skorzystaé wprost z twierdzenia Cevy - punkt wspdlny tych
prostych to punkt Gergonne’a) to punkt Z’ = XY N BC spehia (Z,Z’; B,C') = —1, co
patrzac z perspektywy punktu P oznacza, ze kat ZBPC jest prosty wtedy i tylko wtedy
gdy prosta PB jest dwusieczng kata £Z'PZ Jest tak, poniewaz czworokat BZPX jest
deltoidem, a prosta PB jest jego osig symetrii. O

Warto w tym miejscu spojrze¢ ponownie na zadania [I.1) oraz [1.2] tym razem z innej
perspektywy.

Zadanie 1.6. Dany jest trojkat ABC' i punkt D lezacy na BC. Na prostej AD wy-
brano punkt X, a nastepnie poprowadzono proste BX i CX. Punkty ich przeciecia
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z, odpowiednio, prostymi CA i BA to P i (). Udowodni¢, ze niezaleznie od wyboru
punktu X na prostej AD, punkt przeciecia prostej PQ) i BC' jest staty.

Dowadd. Zauwazmy, ze z twierdzenia dla czworokata APQX punkt przeciecia
prostych PQ i BC (oznaczmy go przez R) spetnia (B,C; D, R) = —1, co z jedynosci
takiego punktu na prostej BC' konczy dowdd. n

Zadanie 1.7. Dany jest punkt @) i cztery poprowadzone przez niego proste a,b, ¢, d.
Proste k,l nieprzechodzace przez () przecinajg sie w P. Oznaczmy przeciecie a pro-
stymi z [, k odpowiednio jako Ai, A; i analogicznie definiujemy By, By, C1, Cs, D1, Ds.
Udowodnié, 7e punkty X = A1B2 N AgBl, Y = 3102 N BgOl oraz 4 = ClDQ N CQ.Dl Sg
wspotliniowe.

Dowdd. Korzystajac twierdzenia[l.4]dla, kolejno, czworokatéw Ay Ay By By, B1 BaCoCh,
C1CyD9 Dy otrzymujemy, ze peki (k,l; PQ, PX), (k,l; PQ, PY), (k,l; PQ, PZ) sa har-
moniczne, wiec proste PX, PY, PZ sa sobie rowne. O]

Widzimy, ze pojecie dwustosunku w zasadzie trywializuje (a przynajmniej istotnie
upraszcza) ten problem. Jego znacznym uogdlnieniem, bedacym jednoczesnie wiekszym
wyzwaniem jest nastepujace

Zadanie 1.8. Dwie czwoérki punktéw A, B, C, S oraz A', B',C’, D' lezg na dwbch réz-
nych prostych. Oznaczmy X = AB'U A'B,)Y = BC' U B'C oraz Z = CD' U (C'D.
Udowodnié, ze punkty X,Y, Z sa wspo6tliniowe wtedy i tylko wtedy gdy (A, B;C, D) =
(A, B, C", D).

Dowdéd. Oznaczmy P = AC' N A'C'. Z twierdzenia Pappusa punkt P lezy na prostej
XY. Dodatkowo niech Q = CC’' N XY . Wtedy

(P,Y;Q,0'DNXY)< (A,B;C,D) = (A,B;C",D') £ (P,Y;Q,CD' N XY)
Wiec proste C D', C' D przecinajqg sie na prostej XY,

W druga strone postepujemy analogicznie. Zalézmy, ze punkty X,Y, Z sa wspol-
liniowe i oznaczmy punkt D” taki, ze (A, B;C,D") = (A',B’;C", D") Wtedy punkty
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X,Y,CD' N C'D" sy wspoétliniowe, wiec CD'NC'D" = Z 1 D = D" co konczy dowdd.
]

Ten wynik wynik jest niejako geometrycznym sposobem na sprawdzanie réwnosci
dwustosunkéw punktéw na réznych prostych.

1.3 Okrag i stozkowe

Celem tej czesci jest rozszerzenie rozwazan o okrag oraz krzywe rzutowo z nim réw-
nowazne - krzywe stozkowe. Wraz z wprowadzaniem nowych pojeé¢ prezentowane beda
wyniki wyprowadzone z badan wtasnosci tych obiektow.

Fundamentem studiéw nad rzutowym charakterem okregu jest ponizsze

Twierdzenie 1.5. Rdzne punkty A, B,C, D, P, P' lezq na okrequ w. Wtedy
P(A,B;C,D) = P'(A,B;C,D)

Dowad. 7 trygonometrycznej wersji definicji dwustosunku mozemy zapisaé
sin YAPC  sin4APD

P(A,B;C,D) = +
(4,B;C, D) sin ¥CPB  sinS<DPB
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Na podstawie wlasnosci kata wpisanego w okrag oraz tozsamosci sin (180° — o) = sin «
wartos¢ drugiego wyrazenia jest niezalezna od wyboru punktu P. O

Uwaga. Powyzsze twierdzenie mozna rozszerzy¢ o przypadek gdy punkt P pokrywa
sie z jednym z punktéw A, B, C, D. Wtedy przez prosta, na przyktad AA, rozumiemy
styczng do w w punkcie A. Dowdd przebiega zupelnie analogicznie.

Twierdzenie pozwala na wprowadzenie nowego pojecia.
Definicja 1.6. Na okregu w leza rézne punkty A, B, C, D. Dwustosunkiem punktéw

na okregu nazywamy warto$¢ P(A, B;C, D) dla dowolnego punktu P nalezacego do w
i oznaczamy poprzez analogie jako (A, B; C, D),,.

Podobnie jak poprzednio, definicja ta jest poprawna ze wzgledu na dowolnosé wyboru
punktu P. Dwustosunek punktéw na okregu posiada analogiczne wlasnosci do tego
zdefiniowanego na prostej czy peku, w szczegdlnosci kluczowa jednoznaczno$c.

Poznane wtasnosci pozwalaja na proste udowodnienie nastepujacego

Zadanie 1.9 (Twierdzenie o motylku). Punkt M jest §rodkiem cieciwy AB okregu w.
Dwie cieciwy PQ, RS przecinajg sie¢ w punkcie M. Oznaczono X = PS N AB oraz
Y = QRN AB. Udowodni¢, ze M jest $rodkiem odcinka XY

Dowdd. Z twierdzenia [1.5] zachodzi
S(A, P;R, B) = (A, P; R, B), = Q(A, P; R, B)
co po zrzutowaniu na prosta AB daje réwnosé (A, X; M, B) = (A, M;Y, B). Rozpisujac

rownos$¢ dwustosunkéw z definicji otrzymujemy

AM AB _AY AB _ BX AY

MX " BX YM  BM XM YM
co oznacza, ze punkt X dzieli odcinek BM w takim samym stosunku (skierowanym)
w jakim punkt Y dzieli odcinek AM, co konczy dowdd. m

Innym zastosowaniem jest dowdd stynnego

Twierdzenie 1.6 (Twierdzenie Pascala). Szesciokqgt ABCDEF (niekoniecznie wypu-
kly) jest wpisany w okrgg w. Wtedy punkty przeciecia naprzeciwleglych bokéw sq wspdt-
liniowe.

Dowdd. Oznaczmy przeciecia par prostych ABi DE, CD i AF oraz BC' i E'F kolejno
jako X,Y, Z. Dodatkowo niech P = CDNEF, Q = AFNDE oraz Z' = EF N XY.
Celem jest udowodnienie, ze Z' = Z. Przeksztalcajac

(P.E;F,Z) < (D,E;F,B), = (D,E;Q,X) £ (P.E; F, Z')

otrzymujemy zadang réwnos$é¢ Z' = Z, co konczy dowdd. O]

W analogiczny sposéb mozna dowies¢ twierdzenia Pappusaﬂ

INie jest to przypadek. Mozna je traktowaé jako zdegenerowany przypadek twierdzenia Pascala, gdy stozkowa w tezie
twierdzeniajest suma mnogosciowa prostych wystepujacych w twierdzeniu Pappusa.
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Czworokat harmoniczny

Podobnie jak wczesniej warto osobno rozwazy¢ szczegdlny przypadek, gdy punkty
na okregu leza wzgledem siebie harmonicznie.

Definicja 1.7. Czworokat cykliczny ABC D wpisany w okrag w nazywamy harmonicz-
nym gdy zachodzi (A,C; B, D), = —1.

Okazuje sie, ze czworokat harmoniczny posiada zaskakujaco wiele wlasnosci.

Twierdzenie 1.7 (O czworokacie harmonicznym). Dany jest okrag w i czworokqt
w niego wpisany ABCD. Nastepujgce warunki sg rownowazne.

. Zachodzi (A,C; B, D), = —1.

~

. Czworokgt ABC'D jest harmoniczny.

. Proste styczne do w w B i D oraz prosta AC' przecinajq sie w jednym punkcie.
. Prosta AC' jest symediang w trojkgcie ABD.

. |AB|-|CD| = |BC|-|DA].

G N L

Dowdd. Rownowaznosé dwdch pierwszych punktéw jest definicja czworokata harmo-
nicznego.

By udowodnié¢ punkt trzeci, przywolajmy twierdzenia i z nastepnej czesci.
Oznaczmy przez P przeciecia stycznych w A i C. Niech C” bedzie drugim przecieciem
prostej AT z w. 7 twierdzenia prosta BD jest biegunowa punktu 7T, wiec na
podstawie twierdzenia zachodzi (A,C";T,AC N BD) = —1, co po zrzutowaniu
na w z punktu B daje (A4,C"; B, D) = —1, wiec " = C. Jedyno$¢ takiego punktu C
dowodzi réwnowaznosci z punktem pierwszym.

Punkt czwarty jest rownowazny z trzecim na podstawie twierdzenia o symedianie.

Dla punktu piatego, pokazemy na poczatku, ze gdy czworokat jest harmoniczny,
to zachodzi podana réwnoé¢. Niech srodkowa trojkata ABD poprowadzona z punktu
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A przecina w w punkcie C’. Oczywiscie, skoro C' jest przecieciem symediany z tego
wierzchotka z w to punkty C,C’ sg symetryczne wzgledem symetralnej odcinka BD.
Wystarczy w takim razie pokaza¢ réwnosé¢ |AB| - |BC'| = |AD| - |DC'|. Niech C”
bedzie odbiciem C’ wzgledem srodka odcinka BD. Wtedy czworokat C'BC"D jest
réwnolegtobokiem. Proste przeliczenia na katach pokazuja podobienstwo AC"C'D ~
ADBA, z ktérej wprost wynika zgdana rownosc.

By wykaza¢ jedynos¢ takiego punktu C' na okregu w, dla ktérego zachodzi row-
nos¢ z tezy, przywotajmy twierdzenie Ptolemeusza i zalézmy nie wprost, ze istnieje
drugi taki punkt X. Niech najpierw punkt X lezy na tuku BC'D okregu. Z twierdzenia
Ptolemeusza zachodza roéwnosci

|AB|-|CD|+|BC|-|DA| = |AC|-|BD| oraz |AB|-|XD|+|BX|-|DA|=|AX|-|BD|
Korzystajac z zatozen o punktach C'i X dzielac te rébwnania stronami otrzymujemy:

2|AB|-|CD| |AC|-|BD| — |ICD|  |XD)|
2|AB|-|XD| |AX]|-|BD| |AC|  |AX]|

Wynika z tego, ze punkt X lezy na okregu Apoloniusza punktow A, D o stalej %.
Drugie przeciecie tego okregu z w nie nalezy do tuku BC' D, wiec otrzymujemy sprzecz-
nosc¢.

W przypadku gdy punkt X nalezy tuku DAB okregu na podstawie twierdzenia
Ptolemeusza otrzymujemy (w zaleznosci od polozenia punktu X wzgledem A):

|AX|-|BD|+|XD|-|AB| = |XB|-|AD| lub |AX| -|BD|+|BX]|-|AD| = |XD|-|AB]

Obie mozliwosci w potaczeniu z réwnoscia |AB| - | XD| = |BX| - |AD| prowadza do
oczywistej sprzecznosci, co konczy dowod. O]

Stozkowe
W czedci tej zajmiemy sie rzutowymi odpowiednikami okregu.

Definicja 1.8. Rozwazmy nieskonczony, obustronny stozek. Krzywe otrzymane z prze-
cigcia go plaszczyzna nieprzechodzaca przez wierzchotek nazywamy krzywymi stozko-
WYL

Do ich podstawowych wtasnosci nalezy

1. Przez dowolne 5 punktéw na plaszczyznie, z czego zadne trzy nie sa wspotliniowe
przechodzi doktadnie jedna stozkowa. Istnieje doktadnie jedna stozkowa styczna
do pieciu prostych, z ktorych zadne trzy nie sa wspotpekowe.

2. Rozrozniamy trzy typy krzywych stozkowych: elipse, parabole oraz hiperbole. Maja
one odpowiednio 0,1,2 rzeczywiste punkty wspolne z prosta w nieskonczonosci.
Przeksztalcenia afiniczne zachowuja typ krzywej (jako ze zachowujg prosta w nie-
skonczonosci)
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3. Krzywe stozkowe sg krzywymi stopnia drugiego. Opisuja je réwnania postaci aggz?+
anwy + agy? + ajor + ag1y + agy = 0. Dodatkowo kazde réwnanie tej postaci nie-
dajace sie przedstawi¢ w formie (ayx + by + c1)(agx + boy + c2) = 0 (krzywe
zdegenerowane bedace suma mnogosciowa dwéch prostych) reprezentuje krzywa
stozkows.

Uwaga. Fakty te sa znane, a ich dowody szeroko opisane w literaturze przedmiotu [6]
i ze wzgledu na swoj gltownie obliczeniowy charakter nie beda tutaj zaprezentowane.

Baza rozwazan bedzie

Obserwacja 1.4. Krzywe stozkowe sg rzutowo rownowazne okregowi. To znaczy, ist-
nieje przeksztalcenie zachowujace wspotliniowosé i dwustosunek punktow oraz prostych,
ktore przeksztatca dowolng stozkowa na okrag.

Rzeczywiscie, oznaczmy przez O wierzchotek stozka znajdujacego sie w definicji stoz-
kowej, a przez m przecinajaca go plaszczyzne. Wybierzmy teraz plaszczyzne n', ktorej
przeciecie ze stozkiem jest okregiem. Rzut perspektywiczny o srodku O z plaszczyzny
m na 7' zachowuje dwustosunek i przeksztatca krzywa na okrag.

Natychmiastowym wnioskiem z powyzszego sa nastepujace uogolnienia twierdzenia
Pascala oraz twierdzenia [L.5

Twierdzenie 1.8 (Uogdlnienie . Szesciokqt jest wpisany w stozkowq wtedy i tylko
wtedy gdy punkty przeciecia naprzeciwlegtych bokow sq wspotliniowe.

Dowdd. Jesli szesciokat jest wpisany w stozkowa, to rozwazmy przeksztalcenie rzu-
towe, ktore przeksztatca ja na okrag. Otrzymujemy udowodniona juz wersje z okregiem
powyzszego twierdzenia.

W druga strone, nazwijmy kolejne wierzchotki sze$ciokata przez A, B,C, D, E, F
a punkty przeciecia naprzeciwlegltych bokow przez X, Y, 7 jak w dowodzie twierdzenia
1.6l

Rozwazmy stozkowa I" przechodzaca przez punkty A, B, C, D, E i oznaczmy jej punkt
przeciecia z prosta AF przez F'. Wtedy z twierdzenia Pascala punkty X, Y, EF'NBC sg
wspoHtiniowe, wiec Z = EF'NBC i F = F', co konczy dowdd twierdzenia odwrotnego.
O

Twierdzenie to dostarcza cz¢sto wygodne kryterium wspotstozkowosci punktow.

Twierdzenie 1.9 (Uogélnienie . Dla sze$ciu réznych punktow A, B,C, D, P, P' na
stozkowej I zachodzi P(A, B;C, D) = P'(A, B;C, D). Dla czwérki punktow i stozkowej
definiujemy ich dwustosunek na tejie jako (A, B; C, D)r = P(A, B;C, D) dla dowolnego
punktu P na stozkowey.

Dowod jest natychmiastowy.
Prawdziwe jest takze swego rodzaju twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 1.10. Dane jest pie¢ punktow A, B,C, D, P, z ktorych Zadne trzy nie sq
wspotliniowe. Wtedy zbior punktow X, dla ktorych zachodzi

X(A,B;C,D)=P(A,B;C,D)
jest krzywq stozkowq przechodzgceq przez punkty A, B,C, D, P.
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Dowdd. Rozwazmy stozkowa I' przechodzacyg przez punkty A, B,C, D, P i zal6zmy
nie wprost, ze istnieje punkt X, dla ktérego zachodzi X (A, B;C, D) = (A, B;C, D)r,
a ktory nie nalezy do tej stozkowej. Oznaczmy przez X' drugi punkt przeciecia pro-
stej XB z I' i niech @, R beda przecieciami prostych odpowiednio BX',CX’ z AD.
Oczywiscie zachodzi X'(A, B;C,D) = (A, B;C,D)r, wiec takze X'(A,B;C,D) =
X (A, B;C, D). Po zrzutowaniu powyzszej réwnosci na prosta AD otrzymujemy

(4, @R, D) = (A,Q;CXNAD, D),

wiec R = CX NAD, co oznacza, ze punkty C, R, X sg wspolliniowe, ale wtedy X = X’
i sprzecznos¢ konczy dowod. 0

Powyzsze twierdzenie ma bardzo ciekawe konsekwencje.

Zadanie 1.10. Dany jest trojkat ABC oraz prosta [ nieprzechodzaca przez zaden z jego
wierzchotkéw. Wtedy zbior punktow, ktérych izogonalne sprzezenia wzgledem trojkata
ABC leza na prostej | tworzy stozkowa przechodzaca przez punkty A, B, C. Inaczej,
obrazem prostej w izogonalnym sprezeniu jest stozkowa.

Dowadd. Na poczatek zauwazmy, ze izogonalnymi sprzezeniami punktoéw przeciecia
[ z bokami trojkata jest odpowiednie wierzchotki, wiec na pewno obrazem prostej nie
jest prosta, dlatego znajdziemy cztery takie punkty na [, ze ich obrazy w izogonalnym
sprzezeniu nie sa wspOtliniowe (wystarczy wziaé punkty odpowiednio blisko przecigé
z bokami).

Rozwazmy cztery punkty P,Q, R,S nalezace do prostej [. Oznaczmy izogonalne
sprzezenie punktu przez dodanie apostrofu. Oczywiscie katy miedzy prostymi w peku
A(P,Q; R, S) sa takie same jak w peku A(P’,Q’; R, S"). Analogiczna wlasnosé zachodzi
dla punktu B i C, wiec na podstawie twierdzenia[l.10| punkty P', @', R, S’, A, B, C' leza
na jednej stozkowej, nazwijmy ja I'.

W drugg strone, wybierzmy dowolny punkt X’ na I' i rozwazmy dwustosunek punk-
tow P, @', R', X'. Oznaczmy przez T punkt na [, dla ktérego

(P/7 Ql7 Rla X,)F - (Pu Q7 R7 T)l
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Oczywiscie zachodzi A(P',Q"; R', X') = A(P,Q; R, X), gdzie X jest izogonalnym sprze-
zeniem X'. Ale skoro

AP,Q; R, T) = (P,Q R, X")r = A(P",Q; R\, X') = A(P,Q; R, X)
to punkt X lezy na prostej AT. Analogicznie pokazujemy, ze punkt X lezy na prostych
BT iCT, wiec X =T, co konczy dowod. O]
Prawdziwy jest takze fakt odwrotny.

Zadanie 1.11. Stozkowa I' przechodzi przez wierzchotki trojkata ABC. Udowodni¢,
ze jej obrazem w izogonalnym sprzezeniu wzgledem tego tréjkata jest prosta.

Dowdd. Wybierzmy dowolne dwa punkty X,Y na I’ i niech X’ Y’ oznaczaja ich
sprzezenia izogonalne. Rozwazmy prosta XY’ i jej obraz w izogonalnym sprzezeniu.
Na podstawie poprzedniego zadania bedzie nig stozkowa przechodzaca przez wierzchotki
A, B, C oraz punktu X, Y, wiec to I', co konczy dowdd. ]

Wynika z niego nastepujace

Twierdzenie 1.11. W trojkqgcie ABC' punkt H jest ortocentrum. Wtedy stozkowa T’
przechodzqca przez punkty A, B,C, H jest hiperbolg o asymptotach przecinajgcych sie
pod kgtem prostym (jest tak zwang hiperbolg prostokgtng).

Dowaéd. Na podstawie zadania sprzezenie izogonalne I' to prosta przechodzaca
przez O - $érodek okregu opisanego na ABC'. Niech punkty przeciecia tej prostej z okre-
giem opisanym to X,Y. Wtedy oczywiscie $XAY = 90°, a wiec takze < X'AY’ = 90°
gdzie X', Y’ to sprzezenia izogonalne odpowiednio punktéow X, Y. Punkty X', Y’ lezg
na prostej w nieskonczonosci, co oznacza, ze I' ma dwa rzeczywiste punkty na prostej
ls - jest wiec hiperbolg - a ponadto proste AX’, AY’ s réwnoleglte odpowiednio do
asymptot stycznych do I' w X’ i Y”, co wraz z $X'AY’ = 90° konczy dowdd. O
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Analogicznie mozna udowodnié, ze obrazem prostej w izotomicznym sprzezeniu jest
stozkowa przechodzaca przez wierzchotki trojkata. Zachecam do przeprowadzenia wia-
snego rozumowania.

Innym przyktadem zastosowania jest nastepujace

Zadanie 1.12. W trojkacie ABC' I jest srodkiem okregu wpisanego, J srodkiem okregu
dopisanego stycznego do prostej BC, a P, () sa izogonalnie sprzezone. Dodatkowo X =
JPNCI,aY =JQ N BI. Pokaza¢, ze proste BP,CQ, XY sa wspotpekowe.

Dowéd. Zauwazmy, ze B(I,J; P,Q) = C(I,J; P,Q) = —1, wiec z twierdzenia m
szesciokat I BPJQC jest wpisany w stozkowa. Zastosowanie do niego twierdzenia Pas-
cala daje teze. O

Ciekawe i nieoczywiste zastosowanie twierdzenia Pascala (a w zasadzie don odwrot-
nego) pokazuje

Zadanie 1.13. Trojkat ABC ma $rodek okregu opisanego w punkcie O. Niech [ bedzie
styczna do okregu opisanego na trojkacie BOC w punkcie L. Prosta ta przecina ona
boki AB, AC odpowiednio w punktach P, Q. Niech A’ bedzie odbiciem symetrycznym
punktu A wzgledem [. Udowodnié, ze okrag przechodzacy przez punkty P,Q, A’ jest
styczny do okregu opisanego na ABC'.

Dowdd. Oznaczmy okrag opisany na ABC przez (). Proste LB, LC' przecinaja ()
w punktach kolejno B’, C’. Niech T'= PC’' N QB’. 7 twierdzenia odwrotnego do twier-
dzenia Pascala dla szesciokata BACC'T B’ (punkty P,Q, L sa wspétliniowe) otrzymu-
jemy, ze punkty te leza na jednej stozkowej. Ale A, B, C, B’,C" leza na €2, wiec takze T
lezy na tym okregu.

Niech o« = ZBAC. Wtedy Z/BLC = ZBOC = 2a. Jedli przez ( oznaczamy kat
/C'"TB = ZC'CB’, to zachodzi

a+B=/BBC+/C'CB =2a=a=_
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z sumy katow w trojkacie B'LC. Skoro /PTQ = o = Z/PAQ = ZPA'Q to punkty
PQT A’ s wspotokregowe. Wystarczy teraz pokazaé stycznosé tego okregu z €.

7Z prostego rachunku na katach ZCLQ = ZCBB' = Z/CC'B’, wiec proste PQ i B'C’
sa réwnolegte. Rozwazmy jednoktadnos¢ w punkcie T' przeksztalcajaca punkty P, Q na
C', B odpowiednio. Przeksztatca ona takze okrag opisany na TPQ w €, ale jej rodek
jest ich punktem wspoélnym, czyli T to punkt stycznosci, co byto do pokazania. O

W dalszej czesci bede wyciagat wnioski z ponizszego

Twierdzenie 1.12 (Kryterium wspotstozkowosci punktéw). Dany jest tréjkat ABC
oraz szes¢ punktow Ay, As, B, By, Cy, Cy lezgcych parami odpowiednio na prostych BC,
AC, AB. Punkty Ay, Ay, By, Bo, C1, Cy lezg na jednej stozkowej wtedy i tylko wtedy gdy
zachodzi nastepujaca réwnosé

AC, CBy; BA; AC; (CB; BA;

CiB BA AC (CyB BiA AC
Dowdd. Oczywiscie z twierdzenia Pascala wspotstozkowosé danych punktow jest row-
nowazna ze wspoOtliniowoscig punktow X = A;A; N ByCl,Y = BBy N CyA; oraz

7 = C1Cy N Ay B;. Z twierdzenia Menelaosa dla trojkata ABC' i prostej BoC; mozemy
zapisac

ACy BX (OB,

CiB XC B,A
Po wymnozeniu ze soba powyzsze] rownosci wraz z analogicznymi wyrazeniami dla
punktéow Y i Z otrzymujemy

ACy CBy BA, AC, OBy BAy,  CX BZ AY

C\B B,A AC CyB BA A,C  XB ZA YC
7 twierdzenia Menelaosa otrzymujemy, ze punkty X, Y, Z sg wspotliniowe, wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi zadana réwnosé, co konczy dowod. O

=1
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Zadanie 1.14. Dany jest trojkat ABC oraz punkty P,() wewnatrz niego. Proste
AP, AQ przecinaja BC' w punktach odpowiednio X7, X5. Analogicznie definiujemy dla
pozostatych wierzchotkow punkty Y1, Y, oraz Z;, Z,. Udowodnié, ze punkty te lezg na
jednej stozkowe;j.

Dowdéd. Zapisujac twierdzenie Cevy dla punktéw P, () i wymnazajac otrzymujemy
rownos¢ z kryterium [1.12], co konczy dowdd. O

Zadanie 1.15. Dany jest trojkat ABC. Punkty Xi, X, leza na boku BC' i spelniaja
BX; = X,C. Analogicznie definiujemy punkty Y;,Ys oraz Z;, Zs na prostych odpo-
wiednio C'A i AB. Udowodni¢, ze punkty X, Xo, Y7, Ys, Z1, Z5 lezg na jednej stozkowe;j.

Dowaod. Wstawiajac punkty Xy, Xo, Y1, Ys, Z1, Zs wprost do kryterium [1.12| otrzymu-
jemy zadang rownosé, co konczy dowdd. O]
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Zadanie 1.16. Dany jest trojkat ABC' i punkt P wewnatrz niego. Proste AP, BP,C'P
przecinaja naprzeciwlegte boki odpowiednio w punktach X,Y,Z. Okrag opisany na
trojkacie XY Z przecina boki BC,CA, AB kolejno w X', Y’ Z'. Pokazaé, ze proste
AX', BY' CZ' sa wspbéipekowe.

Dowdd. Dzielac réwnosé z kryterium [I.12] dla okregu opisanego na tréjkacie XY Z
przez ré6wnosé otrzymang z twierdzenia Cevy dla punktu P otrzymujemy
Az BX' CY'
Z’B X'C Y'A
co konczy dowdd. O]

Zadanie 1.17. Okrag dopisany do trojkata ABC lezacy naprzeciwko wierzchotka A jest
styczny do prostych AB, AC odpowiednio w punktach X7, Xs. Analogicznie definiujemy
Y1,Ys, Z1, Z5. Udowodnié, ze punkty Xi, X, Y7, Y5, Z1, Z5 lezg na jednej stozkowe;j.

Dowdd. Niech a, b, ¢ oznaczaja dtugoséci o odpowiednich bokow trojkata ABC,
a s - potowe jego obwodu. Wtedy

AX, CX, BY, AY, (CZ, BZ, S b—s S c—S S a—s

) . ) . . — ) . ) ) ) -1
X1B XA Y.C Y2B Z/A Z,C c—s s a—s s b—s s
co na podstawie kryterium jest rownowazne tezie. O

Zadanie 1.18. Dany jest trojkat ABC. Stozkowa I' przecina prosta BC' w punktach
Ay, As. Analogicznie definiujemy By, By oraz C, Cy. Niech X, X5 oznaczaja punkty na
prostej BC', dla ktérych zachodzi (B, C; Ay, X1) = (B, C; Ay, X5) = —1. Analogicznie
definiujemy Y7, Y5 oraz Z;, Z5. Udowodnié, ze punkty X1, Xo, Y1, Y, Z1, Z5 lezg na jednej
stozkowe;j.
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Dowadd. Punkt X spetnia

BA,  BX)

AC X.C
Wstawiajac to i analogiczne wyrazenia dla punktow Xy, Y, Ys, Z1, Zs do kryterium [1.12
napisanego dla stozkowej I' otrzymujemy réwnos¢ réwnowazng wspotstozkowosci tych
punktow. O

Wraz z pojeciem dwustosunku na okregu pojawia si¢ kolejny sposob przeksztalcania
go.

Twierdzenie 1.13. Na stozkowej I" lezq punkty A, B,C, D. Z punktu P nienalezgcego
do niej prowadzimy proste PA, PB, PB, PC, ktore przecinajqg I' po raz drugi w punktach
odpowiednio Ay, By, Cy, Dy. Wtedy (A, B;C, D)r = (Ay, B1;Cy, Dy)r.

Dowadd. Najpierw réwnowaznie przeksztaté¢my twierdzenie do wersji, gdy I' jest okre-
giem (oznaczmy go przez w).

Gdy punkt P lezy na prostej w nieskonczonosci (proste AA', BB’ ... sa rownolegle)
to teza jest oczywista z symetrii. Dalej punkt P jest punktem wtasciwym.

Wybierzmy dowolny punkt ) na okregu. Oczywiscie teza jest rownowazna rownosci
Q(A,B;C,D) = Q(Ay, By;Cy, Dy). Wykonajmy inwersje o dowolnym dodatnim pro-
mieniu i Srodku w punkcie ). Proste, ktorych dwustosunku szukamy, sa w tej inwersji
zachowane. Rzutujac z nich dwustosunek na w’ widzimy, ze wystarczy pokaza¢ rownosé
(A", B";,C", D), = (A}, B};C}{, D). Proste Ay, BBy,CC4, DD, przechodza w tej in-
wersji na okregi przechodzace przez odpowiednie obrazy tych punktow a takze przez
Q i P', co oznacza, ze prosta QP jest wspolng prosta potegowa tych okregéw. Niech
K =W NQP'. Wtedy z potegi punktu dla pewnej stalej ¢ zachodzi

c=KA KA =KB KB, =KC'-KC|, =KD - KD},

z czego wynika, ze pary (A’, A]) sa swoimi obrazami w inwersji o srodku w K i potedze
¢, a skoro inwersja na prostej zachowuje dwustosunek (dwustosunek punktow jest rowny
dwustosunkowi ich obrazéw), to otrzymujemy

(Al,B/;O/’D)w' - (A/I’BL 1’D;>UJ'
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co byto do pokazania. O

Uwaga. Fakt, ze inwersja na prostej zachowuje dwustosunek jest udowodniony w roz-
dziale drugim, jednakze tatwo si¢ samemu przekonaé o jego prawdziwosci - wystarczy
wprost zastosowaé definicje inwersji i dwustosunku.

Powyzsze twierdzenie jest niezwykle wazne, a przy tym prezentuje dos¢ powszechna
konfiguracje w zadaniach geometrycznych.

1.4 Biegunowe

Zacznijmy od definicji

Definicja 1.9. Dany jest okrag w o $rodku w O. Prostg biegunowq wzgledem w punktu
P réznego od O nazywamy prostg p prostopadla do prostej OP przechodzaca przez
punkt P’, taki, ze punkty przeciecia proste] OP z w i P, P’ dzielg sie harmonicznie
(jesli X, Y to punkty przeciecia, wtedy (X,Y; P, P') = —1). W takiej sytuacji punkt
P nazywamy biequnem prostej p. Dodatkowo zaktadamy, ze biegunowa punktu O jest
prosta w nieskonczonosci, a O jest tejze biegunem.

Na poczatek warto przyjrzeé jak znalez¢ biegunowe w ,naturalnych” sytuacjach.

Twierdzenie 1.14. Z punktu P poprowadzono styczne do okrequ w o Srodku w O.
Prosta przechodzqgca przez punkty stycznosci X 1Y jest biequnowq punktu P wzgledem

w.

Dowdéd. Oczywiscie prosta w zadaniu jest prostopadta do prostej OP. Wystarczy
pokazac, ze ich punkt przecigcia - punkt P’ - jest obrazem punktu P w inwersji wzgledem
w. Z podobienstwa AOXP' ~ AOPX otrzymujemy |OX|?> = OP - OP' co konczy
dowod. O

Twierdzenie 1.15. Dany jest okrqgg w, punkt P oraz jego bieqgunowa p. Prosta prze-
chodzqgca przez P przecina okrgg w punktach X,Y, a p w punkcie P'. Wtedy

(P,P;X,Y)=-1
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Dowdd. Rozwazymy osobno dwa przypadki.

1. Punkt P lezy na zewnatrz okregu w.

Rozwazmy rzut perspektywiczny przeksztatcajacy prosta prostopadlyg do OP prze-
chodzaca przez P na prosta w nieskonczonosci. Okrag w przechodzi na pewna
elipse. Nastepnie wykonajmy przeksztatcenie afiniczne przeksztalcajace otrzymana
elipse ponownie w okrag (warto zapamietaé ten trik pozwalajacy zachowaé okrag
po przeksztalceniu rzutowym). Punkt P pozostaje caly czas punktem niewlasci-
wym. Wszystkie zastosowane przeksztatcenia zachowujg relacje stycznosci prostej
do okregu, wiec prosta p wcigz bedzie prostg przechodzaca przez punkty stycz-
nosci prostych stycznych do okregu w poprowadzonych z P, w tym przypadku,
prostych réwnolegtych. Takze prosta w zadaniu przejdzie na prosta réwnolegta do
stycznych, a skoro p jest srednicg okregu prostopadtych do nich - punkt P’ bedzie
srodkiem odcinka XY, co konczy dowod.

2. Punkt P lezy wewnatrz okregu w.

Niech prosta [ zawiera srednice w oraz punkt P i przecina w w punktach X', Y".
Oczywiscie (X', Y’; P, N p) = —1 z definicji biegunowej.

Rozwazmy nastepujacy rzut perspektywiczny: Wybierzmy punkt S znajdujacy sie
na prostej prostopadtej do ptaszczyzny zadania przechodzacej przez przecigcie pro-
stej i p. Nastepnie zrzutujmy z punktu S na pltaszczyzne réwnolegty do tej wyzna-
czanej przez punkt S i prosta p. Prosta p przejdzie wtedy na prosta w nieskonczono-
Sci, a z symetrii prosta [ bedzie osig symetrii powstalej z w elipsy. Analogicznie jak
wyzej zastosujmy dodatkowo przeksztatcenie afiniczne zamieniajace elipse bedaca
obrazem w z powrotem w okrag. Dzicki dobraniu przeksztatcen prosta [ w dalszym
ciagu zawiera $rednice w, a skoro zachodzito (X', Y’; P,INp) = —1 i przeciecie pro-
stych [ i p znajduje sie teraz w nieskonczonosci, to punkt P jest $rodkiem odcinka
XY’ oraz co za tym idzie - srodkiem okregu w. Teza staje sie oczywista - cieciwa
przechodzaca przez $rodek okregu jest dzielona przez niego na potowy, a punkt P’
znajduje si¢ w nieskonczonosci, co konczy dowdd.

O

Nastepne twierdzenie wyjasnia powszechnosé wystepowania (nienaturalnej na pierw-
szy rzut oka) relacji biegun-biegunowa.
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Twierdzenie 1.16. Czworokqt zupelny ABCD jest wpisany w okrgg w. Pary naprze-
ciwleglych bokow, to jest (AB,CD),(BC,DA),(AC, BD) przecinajq si¢ odpowiednio
w punktach XY, Z. Wtedy bieqgunowqg punktu X jest prosta Y Z.

Dowdd. Oznaczmy przez M, N punkty przecigcia prostej Y Z odpowiednio z prostymi
AB,CD. 7Z twierdzenia zachodzi (A, B; M, X) = —1, wiec z twierdzeniam punkt
M nalezy do biegunowej punkty X. Analogicznie do tej biegunowej nalezy punkt N, co
konczy dowdd.

W podobny sposéb dowodzimy, ze biegunowa punktu Y jest prosta X Z, a biegunowa
punktu Z - prosta XY. O

Nastepnym w serii wtasnosci biegunowych jest

Twierdzenie 1.17 (Lemat La Hire, prawo wzajemno$ci biegunowych). Punkt P lezy
lezy na bieqgunowej punktu QQ wtedy @ tylko wtedy gdy punkt Q) lezy na biequnowej punktu
P.
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Dowdéd. Oznaczmy okrag, do ktorego wszystko si¢ odnosi, jako w i zatézmy, ze punkt
P lezy na biegunowej punktu (). Sieczna z punktu P przecina okrag w w punktach A, B.
Proste QA, QB przecinaja po raz drugi w w punktach odpowiednio D, C. Na podstawie
twierdzenia [1.16| proste AB, C'D oraz AC, BD przecinaja sie na biegunowej punktu @),
co oznacza, ze P = AB N CD. Ponownie korzystajac z twierdzenia [1.16| otrzymujemy;,
ze punkt @) lezy na biegunowej punktu P, co konczy dowdd. O]

Podstawowym wnioskiem z prawa wzajemnosci biegunowych jest nastepujace kryte-
rium wspotliniowosci i wspotpekowosci:

Obserwacja 1.5. Bieguny sg wspotliniowe wtedy i tylko wtedy gdy ich biegunowe sa
wspotpekowe.

Kolejnym aspektem pokazujacym rzutowy charakter biegunowych jest nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1.18. Dane sq cztery punkty A, B,C, D lezgce na prostej | oraz okrgg
w. a,b,c,d oznaczajg kolejno bieqgunowe punktow A, B,C,D. Zachodzi (A, B;C, D) =
(a,b;c,d).

Dowdéd. Rozpoczniemy od lematu

Lemat 1.2. W trojkgcie ABC punkt H jest ortocentrum, a D spodkiem wysokosci
opuszczonej z A. Wtedy

DB-DC =DH -DA

Odbijajac punkt B symetrycznie wzgledem D dostajemy punkt B’, a z prostego
rachunku na katach otrzymujemy, ze punkty AC B'H sa wspotokregowe. Potega punktu
D wzgledem otrzymanego okregu konczy dowod lematu.

Przechodzac do zasadniczej czesci - oczywiscie skoro punkty A, B, C, D sa wspotli-
niowe to ich bieguny przecinaja sie w jednym punkcie, co oznacza, ze teza twierdzenia
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ma sens - oznaczmy ten punkt przez L. Przeciecie prostej a z | to A’ i analogicz-
nie B, C’, D’. Wystarczy pokazaé, ze (A, B;C,D) = (A’, B’;C’, D'). Niech srodkiem
okregu w bedzie O. Prosta a przechodzi przez L i spelia a 1. AO. Podobnie OL 1 [,
co oznacza, ze L jest ortocentrum trojkata AOA’, wiec spelniona jest zalezno$é

XA- XA =XL-XO

gdzie X = OLNI. Analogiczna wlasnos¢ maja punkty B, C, D, a wigc pary te s swoimi

obrazami w inwersji o potedze XL - XO. Inwersja na prostej zachowuje dwustosunek,

co konczy dowdd. O
Twierdzenie to pozwala na wprowadzenie nowego typu dwustosunku.

Definicja 1.10. Dany jest okrag w oraz pieé¢ stycznych do niego a, b, ¢, d, p. Oznaczmy

A = a N pianalogicznie B, C, D. Definiujemy dwustosunek (a, b; ¢, d),, = (A, B; C, D),.
Wystarczy pokazaé, ze powyzsza definicja jest poprawna, to jest, niezalezna od wy-

boru prostej p.

Dowaéd. Rozwazmy obraz biegunowy punktow A, B, C, D wzgledem okregu w. Oka-
zuje sie, ze sg to proste PA', PB', PC', PD’, gdzie A’ jest punktem stycznosci a z w,
a ich dwustosunek, na podstawie twierdzenia [I.9] jest niezalezny od wyboru P, co
konczy dowdd. ]

Relacja biegun-biegunowa uogoélnia sie na krzywe stozkowe - zmieni¢ trzeba jedynie
definicje.
Definicja 1.11. Biegunowsg punktu P wzgledem stozkowej I' nazywamy

1. W przypadku gdy punkt lezy na zewnatrz stozkowej - prosta przechodzaca przez
punkty stycznosci prostych stycznych poprowadzonych z P do I'.

2. W przypadku gdy punkt lezy wewnatrz stozkowej - biegunowa definiujemy korzy-
stajac z prawa wzajemnosci. Dowolne dwie sieczne przechodzace przez P przeci-
naja I' w punktach Xi,Y;, Xs, Y. Styczne do I' w tych punktach przecinaja sie
odpowiednio w @), R. Prosta QR jest wtedy biegunowa punktu P.
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Przeksztatcenie rzutowe przenoszace stozkowa na okrag pokazuje, ze wszystkie po-
wyzsze twierdzenia zachowuja prawdziwosé, gdy obiektem, wzgledem ktorego bierzemy
biegunows jest stozkowa (tracona jest jednak wtasno$é mowiaca o tym, ze biegunowa
jest prostopadta do prostej taczacej biegun ze srodkiem stozkowej).

Wszystko to sprawia, ze biegunowe sa niezwykle przydatnym narzedziem, znajduja-
cym zastosowanie w szerokiej gamie sytuacji. Oto seria przykladow, majaca takze na
celu wyrobienie intuicji w postugiwaniu sie poznanymi pojeciami.

Zadanie 1.19. Dany jest czworokat cykliczny ABC'D ze srodkiem okregu opisanego
w punkcie O. Oznaczono ACNBD =G, ABNCD = FE, ADN BC = F. Udowodnic¢,
ze O jest ortocentrum trojkata FFG.

Dowdéd. 7 twierdzenia [1.16| prosta E'F' jest biegunowa punktu GG, a co za tym idzie,
jest prostopadta do prostej OG. Analogicznie dowodzimy, ze pary prostych OFE, F'D
oraz OF, EG sa prostopadte, wiec O to ortocentrum trojkata FFG. O

Zadanie 1.20. Dany jest czworokat ABC' D wpisany w okrag w. Punkt przeciecia prze-
katnych oznaczmy przez P. Niech rzut P na AB to X. Udowodni¢, ze jezeli ZCXP =
/ZPXD, to AB jest srednicg w.
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Dowaéd. Oznaczmy przeciecie prostych PX oraz C'D jako N, a prostych AB i C'D
przez Q. Pek X (D, C; P, Q) jest harmoniczny, wiec (D,C; N,Q) = —1 i co za tym idzie
N nalezy do biegunowej punktu Q. Z twierdzenia takze punkt P do niej nalezy.
Skoro prosta PX jest biegunowa punktu @, to PX L QO, gdzie O to srodek okregu
w. Ale PX jest takze prostopadte do prostej ABQ), wiec O lezy na prostej AB, co byto
do pokazania. O

Zadanie 1.21. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D wpisany w okrag (2.
Niech érodek tuku AB niezawierajacy punktu C' to N. Okrag w o srodku w N jest
styczny do prostej AC. Udowodnié¢, ze styczne do w w punktach przeciecia w z AB
przecinaja sie na srodku C'D.

/\ A\ NN

Dowad. 7 symetrii jasnym jest, ze takze prosta BD jest styczna do w. Dodatkowo,
skoro N to érodek tuku, to prosta DN jest dwusieczng kata Z/BDA, wiec prosta AD
takze jest styczna do okregu w. Teza jest réwnowazna temu, ze prosta AB jest bie-
gunowa punktu M - érodka odcinka C'D - wzgledem okregu w. Z prawa wzajemnosci
biegunowych wystarczy pokaza¢, ze punkt M lezy na biegunowych punktéw A i B.
Z symetrii oczywiscie wystarczy pokazaé jedna z tych zaleznosci (trapez jest réwno-
ramienny). Oznaczmy punkty stycznosci prostych AD, AC' z w odpowiednio przez X
i Y. Prosta XY jest biegunows punktu A, wiec wystarczy pokazac, ze punkty X,Y, M
sg wspotliniowe. Na podstawie twierdzenia Menelaosa w trojkacie ADC' jest to rowno-
wazne réwnosci

DM CY AX _

MC YA XD
ktéra zachodzi z zaleznosci |AX | = |AY| oraz | X D| = |CY| wynikajacych z twierdzenia
o odcinkach stycznych. O
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1.5 Dualizm

Lemat La Hire jest podstawaﬂ do sformutowania nastepujacej zasady dualnosci:

Twierdzenie 1.19. KazZde twierdzenie dotyczqce prostych i punktow ma swoéj row-
nowazny, dualny odpowiednik - w sformutowaniu twierdzenia zamieniamy proste na
punkty, punkty na proste, relacje wspotliniowosci na relacje wspotpekowosci i w drugg
strone.

Istotnie - wybierzmy dowolny okrag na ptaszczyznie i wezmy obraz biegunowy wzgle-
dem niego. Proste i punkty w potozeniu ogbélnym przejda odpowiednio na punkty i pro-
ste w potozeniu ogdlnym, peki prostych na punkty wspoétliniowe i na odwrot.

Najlepiej przesledzi¢ to na przyktadach:

Twierdzenie 1.20 (Twierdzenie Brianchona). W szeSciokqt mozna wpisacé stozkowq
wtedy @ tylko wtedy gdy jego przekgtne gtowne sqg wspolpekowe.

Dowdéd. Wezmy obraz biegunowy wzgledem stozkowej wpisanej w szesciokat. Proste
styczne przejda na wierzcholki szesciokata, kolejne jego wierzchotki na kolejne boki
szeSciokata wpisanego, gtéwne przekatne na przeciecia naprzeciwleglych bokow, a teza
dotyczaca wspoélpekowosei - na wspétiniowosé. Otrzymalismy teze twierdzenia Pascala!

W druga strone dowdd przebiega analogicznie. Wezmy stozkowsa stycznag do pigciu
bokoéw szesciokata i wezmy wzgledem niej obraz biegunowy. Reszta dowodu przebiega
identycznie jak w przypadku twierdzenia [1.8| O]

W ciekawej sytuacji znajduje sie twierdzenie Desargues’a.
Obserwacja 1.6. Twierdzenie Desargues’a jest samodualne.

Innym przyktadem jest dualne twierdzenie Pappusa.

2W ramach tej pracy jest podstawa. W klasycznym podejéciu zasada dualnoéci wynika wprost z aksjomatéw geometrii
rzutowe;j.
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Twierdzenie 1.21 (Dualne twierdzenie Pappusa). Dane sq¢ dwa peki prostych a,b,c
oraz d,e, f. Punkty przeciecia par prostych (b,d), (a,e), (a, f), (c,d), (b, f), (c,e) to od-
powiednio X, X" )Y, Y' Z Z'. Wtedy proste XX',YY' ZZ' sq wspdlpekowe.

Zadanie 1.22. Dany jest czworobok zupelny, w ktéry wpisany jest okrag w. Wtedy
tréjkat utworzony przez jego proste przekatniowe jest samodualny wzgledem w (biegu-
nami bokéw sa naprzeciwleglte wierzchotki).

Dowdéd. Po wrzieciu obrazu biegunowego wzgledem w otrzymujemy teze twierdze-
nia [1.16] [

Zadanie 1.23. Obrazem biegunowym stozkowej wzgledem innej stozkowej jest zbior
prostych stycznych do pewnej stozkowej.

Dowdd. Wybierzmy dowolne pie¢ punktéw A, B, C, D, P na stozkowej I'. Niech stoz-
kowa wzgledem ktérej bierzemy obraz biegunowy bedzie 2. Z réwnowaznej definicji
stozkowa I' jest zbiorem punktéw X, takich, ze P(A, B;C, D) = X (A, B;C, D). Skoro
branie biegunowej zachowuje dwustosunek, to obrazem I' bedzie zbior prostych x spet-
niajacych (p Na,pNbpNe,pNd) = (xNa,zNbxNexnd), az dualnej wersji
twierdzenia zbior ten jest stycznymi do krzywej stozkowej stycznej do prostych
a,b,c,d,p O

Zadanie 1.24. Dany jest czworokat ABC D opisany na okregu €2 o srodku w O i wpi-
sany w okrag w o srodku w I. Oznaczmy F = AC N BD. Pokaza¢, ze punkty E,I,O
sg wspotliniowe.

Dowdod. Oznaczmy X = ABNCD 1Y = BCNDA. Z twierdzenia otrzymujemy;,
ze prosta XY jest biegunowa punktu F wzgledem okregu €2, a co za tym idzie EFO L
XY. Natomiast dzieki dualnej wersji tego twierdzenia (zadanie wiemy, ze prosta
XY jest biegunowg punktu F takze wzgledem okregu w, wiec zachodzi takze ET 1 XY,
co konczy dowdd. O]
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Warto zastanowi¢ si¢ nad dualnymi wersjami twierdzen i faktow zaprezentowanych
powyzej.

Tym do$¢ dhugim wstepem autor starat sie przyblizy¢ pojecia wystepujace w geome-
trii rzutowej. Kluczowe jest doktadne zapoznanie si¢ z przyktadami reprezentujacymi
dang technike lub obiekt - to one budujag intuicje w poruszaniu sie wsroéd obcych pojeé
i gwarantujg zrozumienie, zwlaszcza, ze temat ze swej natury odbiega do$¢ od standar-
dowego pojmowania geometrii syntetycznej.
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Rozdziatl 2

Przeksztalcenia zachowujace
dwustosunek

W tym rozdziale przyblizone i usystematyzowane zostang kwestie zwigzane z wspo-
mnianymi juz w poprzedniej czedci przeksztatceniami rzutowymi. Charakter tego dziatu
jest do$¢ algebraiczny - w zamian otrzymuje si¢ zestaw naprawde ogolnych i silnych na-
rzedzi pozwalajacych radzi¢ sobie z szeroka gama probleméw geometrycznych.

2.1 Przeksztalcenia rzutowe

Definicja 2.1. Przeksztatceniem rzutowym plaszczyzny rzutowej nazywamy kazde bi-
jektywne przeksztatcenie RP? (CIP?) na siebie zachowujace wspotiniowoéé punktow oraz
dwustosunek punktow na prostej.

Analogicznie definiujemy przeksztalcenia prostej rzutowej

Definicja 2.2. Przeksztalceniem rzutowym prostej rzutowej nazywamy kazde bijek-
tywne przeksztalcenie prostej rzutowej RP* (CP') na siebie zachowujace dwustosunek
punktow.

Przeksztalcenia rzutowe prostej rzutowej

Rozwazania beda prowadzone nad zespolong prostg rzutowa CP', réwnowazng z uzu-
petionym o nieskoniczonoéé zbiorem liczb zespolonych C = CUoo. Ma to na celu przede
wszystkim uogolnienie wiekszosci twierdzen wystepujacych w poprzednim dziale na
przypadek zespolony, a takze uproszczenie i unifikacje wielu dowodéw. Wszystkie z po-
nizszych wynikow posiadaja swoje analogi nad rzeczywista prosta rzutows.

Jednoznacznos¢ dwustosunku pozwala na udowodnienie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1. Kazde przeksztalcenie rzutowe jest jednoznacznie wyznaczone przez
wartosci w trzech punktach. To znaczy, jezeli f spelnia f(A) = X, f(B) =Y, f(C) = Z,
gdzie punkty A, B, C' sq parami rézne i podobnie X,Y, Z to istnieje tylko jedno takie f.

Dowdad. Dla dowolnego D na prostej zachodzi

(4, B;C, D) = (f(A), f(B); F(C), f(D)) = (X,Y; Z, f(D))
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czyli punkt f(D) jest wyznaczony jednoznacznie. O

Natychmiastowym wnioskiem jest

Obserwacja 2.1. Przeksztalcenie rzutowe prostej majace trzy punkty state jest prze-
ksztatceniem identycznos$ciowym.

Szczegolne znaczenie dla przeksztatcen rzutowych prostej ma jedna ze znanych ze
szkolnej praktyki funkcji.
Definicja 2.3. Funkcjg homograficzng nazywamy funkcje f : C — C postaci
ar +b
= 2.1
fla) = 22 (21)

dla a, b, c,d € C speliajacych ad — bc # 0.

Ostatnie zatozenie ma na celu zagwarantowanie, ze funkcja nie degeneruje sie do
funkcji statej. Standardowa definicje uzupeliamy o przypadki

1) f(oo) =2 dla ¢#0
2) f(—=d/c) =00 dla c#0
3) f(oo) =00 dla ¢=0

Tak zdefiniowana funkcje nazywac bedziemy transformacjq Mébiusa [7]. Jest ona
bijekcja C w siebie, a w dodatku:

Twierdzenie 2.2. Zdefiniujmy przeksztalcenie F' prostej rzutowej nastepujgco: obra-
zem punktu A o wspdlrzednej a jest punkt A’ = F(A) o wspdlrzednej f(a), gdzie f jest
transformacjg Mobiusa. Wtedy F' jest przeksztatceniem rzutowym.

Dowaéd. Oczywiscie F' jest bijekcja prostej rzutowej. Dowdd réwnosci

(a,b;c,d) = (f(a), f(b); f(c), f(d))
a—c a—d fla)— f(c) . fla)— f(d)

c—bd=b () [f0) " [(d)~fO)
dla dowolnych punktéw A, B, C, D o wspotrzednych odpowiednio a, b, ¢, d to przeliczenie
wprost. ]

Zachodzi takze twierdzenie odwrotne - kazde przeksztalcenie rzutowe prostej rzuto-
wej mozna zapisa¢ w postaci transformacji Mobiusa.

Dla wygody w dalszej czesci utozsamiamy punkty z ich wspoétrzednymi na prostej
rzutowe;.

Twierdzenie 2.3. f jest przeksztatceniem rzutowym prostej rzutowej. Wtedy f jest
transformacjg Mobiusa.

Dowdod. Kazde przeksztalcenie rzutowe jest jednoznacznie zdefiniowane przez wartosci
w trzech punktach. Udowodnimy wiecej: dla dowolnej trojki par punktéw (z1,y1), (22, ya),
(x3,y3), gdzie x; sa parami rozne i y; sa parami rozne istnieje transformacja Mobiusa spet-
niajaca f(z;) = y; dlai = 1,2, 3. Zalézmy na poczatek, ze ¢ # 0, a dzieki jednorodnosci
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(przemnozenie a, b, ¢, d przez niezerowa stata nie zmienia funkcji) mozemy zatozy¢, ze
¢ = 1, ponadto niech x;,y; beda punktami wtasciwymi. Gdy pewne z nich sa punktem
w nieskonczonoéci dowod przebiega analogicznie.

Problem sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu rownan postaci

ar1+b

o td =N ary +b—dyr = my
C;"’;?jd =Yy <= ary+b—dys = x21s
G =y arg + b — dys = w3ys

I[stnienie jednoznacznego rozwigzania powyzszego uktadu rownan o zmiennych a, b, d
jest rownowazne z niezerowaniem si¢ nastepujacego wyznacznika

r1 1 — 1 oy 1
To 1 =y |=|22 22 1
3 1 —y3 x3 y3 1

Powyzszy wyznacznik jest rowny zero, jak tatwo sprawdzi¢, wtedy i tylko wtedy gdy
punkty (x1,v1), (22, 2), (x3,y3) sa wspdtliniowe (w przypadku rzeczywistym wyznacz-
nik ten opisuje pole trojkata o wierzchotkach w tych punktach). Poniewaz y; sa parami
rozne, to istniejg liczby a,b € C, takie, ze y; = ax; + b dla i = 1,2,3, wiec w tym
przypadku przeksztatcenie takze jest zadanej postaci. O

Oczywistym wynikiem powyzszych rozwazan jest wniosek, ze przeksztalcenia opisy-
wane nastepujacymi rownaniami zachowuja dwustosunek:

1. f(z) = % (Inwersja o potedze a)

2. f(z) = ax (Jednoktadnosé polaczona z obrotem, lub symetria poltaczona z jedno-
ktadnoscia w przypadku rzeczywistym)

3. f(z) = = + a (Translacja)

Widzimy zatem, ze przeksztatcenia rzutowe na prostej daja sie dobrze sklasyfikowac,
kazde z nich przedstawia sie réwnaniem postaci Okazuje sie, ze na tego typu prze-
ksztatcenia mozna zaskakujaco czesto natkna¢ sie¢ w zwyklej sytuacji geometryczne;j.
Zmaczacym wynikiem tego dotyczacym jest nastepujace

Twierdzenie 2.4 (Wszechstronne twierdzenie). Kazde odwracalne przeksztalcenie f
prostej rzutowe] wyrazajgce sie funkcjg wymierng zachowuje dwustosunek.

Dowdd. Skoro f jest funkcjag wymierna, to mozemy zapisacé
_9(=@)

dla pewnych wzglednie pierwszych wielomianow g, h. 7 faktu, ze f jest odwracalna do-
stajemy, ze rownanie f(z) = z ma dokladnie jedno rozwiazanie, co oznacza, ze réwnanie
wielomianowe

g(x) — zh(x) =0
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ma doktadnie jedno rozwiazanie dla kazdego z € C poza co najwyzej jednym (odpo-
wiadajacym f(00)). Z tego wynika, Ze stopnie g, h sa mniejsze od dwoch, wiec f jest
transformacjg Mobiusa, co konczy dowdd. O

Jego konsekwencje sa, krétko mowiac, wybitnie szerokie. Czemu? Znakomita wigk-
szoS¢ sytuacji na plaszczyznie mozna przedstawi¢ w postaci rownan wielomianowych,
wymiernych. Do tego by przeksztatcenie opisane pewna konstrukcja geometryczng byto
rzutowe czesto wystarcza by bylo ono jednoznaczne (gdy prosta przecina okrag nie
rozrézniamy od siebie tych punktéw przeciecia) i odwracalne.

Pozwala ono w prosty sposéb udowodnié¢ (miedzy innymi) twierdzenia
Co wiecej, to podejscie od razu uogolnia je na przypadek zespolony. PrzesledZzmy caty
proces na przyktadowych dowodach kilku z nich.

Twierdzenie (Uogélnienie twierdzenia |1.3). Dany jest pek czterech prostych a,b,c,d
w punkcie P. Przecinajq one proste k, | odpowiednio w punktach A, B,C, D, A’, B',C", D'".
Wiedy (A, B; C, D), = (A', B'; ", D'Y,.

Dowdéd. Dziatamy w CP?. Bez strat ogélnosci P to poczatek uktadu wspétrzednych,
proste k, [ nie sa prostopadle (wystarczy przeksztalcié¢ afinicznie w przypadku gdy sa,
jest to przeksztalcenie réwnowazne), a prosta k ma réwnanie y = 1. Zrzutujmy punkty
A, B',C", D' na prosta k. Otrzymane punkty maja ten sam dwustosunek co wezedniejsze
(rzutowanie prostokatne zachowuje stosunki dtugosci odcinkéw na prostej, a wiec takze
dwustosunek). Wystarczy pokazaé, ze przeksztalcenie biorgce punkt X na prostej k,
rzutujace go przez punkt P na prosta [, a nastepnie rzutujace go prostokatnie na prosta
k jest rzutowe.

Niech punkt X ma wspotrzedne (¢, 1). Wtedy prosta PX ma réwnanie y = oo, ajej
1E?E%a’
wiec jego rzut na k jest punktem (%, 1). Funkcja f(x) = % jest transformacja
Mobiusa, wiec na podstawie twierdzenia zachowuje dwustosunek, co konczy dowod.
O

przeciecie z prosta [ o réwnaniu y = ax + b ma wspéhrzedne ( t) dla pewnego t,

Niezbyt eleganckie, ale tez o oryginalnym dowodzie ciezko powiedzie¢, ze byt w peini
syntetyczny. Ten ma w dodatku istotnag przewage - radzi sobie od razu z przypadkami
brzegowymi, gdzie w rachube wchodza punkty niewtasciwe. Czytelnik wprawny w prze-
ksztatceniach algebraicznych od razu spostrzeze, ze powyzsze kalkulacje mozna istotnie
skroci¢ korzystajac z twierdzenia (jedyne co robimy, to sktadamy ze soba funkcje
wymierne zalezne od xy, wiec ostatecznie takze otrzymamy funkcje wymierna). Dowdd
wyglada wtedy mniej wiecej tak:

Dowdd. Przeksztatcenie dowolnego punktu X na prostej k rzutujace go przez punkt P
na prosta [, a nastepnie rzutujace prostopadle na prosta k wyraza sie funkcjg wymierna
od wspdlrzednych punktu X i jest odwracalne (w oczywisty sposob), wiec na podstawie
wszechstronnego twierdzenia [2.4] zachodzi teza. O

Przesledzmy powyzsza metode na kolejnych przyktadach.
Twierdzenie 2.5 (Uogdlnienie twierdzenia. Dana jest stozkowa I' oraz szesé punk-
tow A, B,C, D, P, P" na niej. Wtedy P(A, B;C,D) = P'(A,B;C, D).
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Dowdd. Wybierzmy dowolng prosta k nieprzechodzaca przez punkty P, P’; bez strat
ogblnosci niech ma ona rownanie y = 0. Rozwazmy nastepujace przeksztatcenie: wybie-
ramy punkt X na k, bierzemy drugie przeciecie prostej PX z I' (oznaczmy ten punkt
przez X'), nastepnie bierzemy punkt przeciecia prostej P'X’ z k i tak definiujemy ob-
raz punktu X w tym przeksztatceniu. Latwo widac¢, powyzsze przejscia sa odwracalne,
wiec wystarczy pokazaé, ze ta zaleznos¢ wyraza sie funkcja wielomianowa. Wspotrzedne
punktu X’ na pewno sie nia wyrazaja (jest to przeciecie krzywej stopnia drugiego z pro-
sta, sprowadza sie do rozwigzania rownania stopnia drugiego, ale znajac jedno przecie-
cie, drugie mozemy wyznaczy¢ korzystajac ze wzoréw Viete’a), wiec takze wspotrzedne
obrazu (przeciecie dwoch prostych) sa wyrazone funkcja wymierng zalezna jedynie od
wspotrzednej X, co na podstawie wszechstronnego twierdzenia konczy dowdd. [

Duzym plusem z dziatania na liczbach zespolonych jest ich dobrze znana wtasnosé.
Jako ciato sg zbiorem algebraicznie domknietym, wiec kazde dwie krzywe stopnia n
i m przecinaja sie w nm punktach (liczac z krotno$ciami oraz ewentualnymi wspol-
nymi punktami w nieskonczonosci). W szczegdlnosci oznacza to, ze prosta przecina sie
z krzywsg stozkowa w doktadnie dwoch punktach lub jest do niej styczna. Ten niezwy-
kle przyjemny fakt umozliwia przeprowadzanie bardzo eleganckich w swej prostocie
dowodow. Oto przyktad

Twierdzenie 2.6 (Uogélnienie twierdzenie [1.15)). Dany jest punkt P oraz stozkowa I.
Prosta przechodzqca przez P przecina I' w punktach XiY, a biegunowq punktu P w P’.
Zachodzi (X,Y; P, P") = —1.

Dowad. Biegunowa, jak tatwo sie przekonaé, jest prosta przechodzaca przez punkty
przeciecia I' ze stycznymi poprowadzonymi z punktu P. Oznaczmy je przez U, V. Wtedy

(X,V; P, P) £ (X,Y;U;V)r £ (X,Y; P, P)
Wiee (X,Y; P,P')==+1,ale X #Y i P # P’, co konczy dowdd. ]
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Przeksztalcenia rzutowe plaszczyzny rzutowej

W tej czedci rozwazania rozszerzymy do plaszczyzny rzutowej. Przyktadowymi prze-
ksztatceniami rzutowymi sg:

1. Izometrie
2. Jednokladnosé
3. Przeksztalcenia afiniczne

Wszystkie z powyzszych zachowuja wspotliniowos$é i stosunek diugosci odcinkéw na
prostej, a co za tym idzie, dwustosunek dowolnej czwoérki punktéw. Na poczatku tego
skryptu zaprezentowane zostato kolejne z nich - rzutowanie perspektywiczne.

Dowolng tréjke niewspotliniowych punktow jesteSmy w stanie przeksztatci¢ na inng
taka trojke za pomoca przeksztatcen afinicznych, co wiecej, istnieje doktadnie jedno
takie przeksztatcenie. Jako ze przeksztalcenia rzutowe tworza ogolniejsza klase prze-
ksztatcen, to do jednoznacznego wyznaczenia tegdz potrzebowaé bedziemy czegos wie-
cej. Okazuje sie, ze zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.7. Dane sq¢ dwa przeksztalcenia rzutowe plaszczyzny rzutowe) ¢ i 1,
ktore pokrywajq sie w czworce punktow, takich ze zZadne trzy z nich nie sq wspotliniowe.

Wtedy ¢ = 1.

Dowdd. Udowodnimy, ze przeksztalcenie rzutowe, ktéore ma cztery punkty state
A, B,C, D jest przeksztatceniem identycznosciowym.

Skoro punkty A, B,C,D przechodza na siebie, to zgodnie z zalozeniem o zacho-
wywaniu wspotliniowosci, na siebie przechodza takze punkty X = ABNCD,)Y =
BCNDA,Z =ACN BD. Kazdy z bokéw czworokata zupelnego ABC'D ma wiec trzy
punkty state w tym przeksztalceniu, czyli na podstawie obserwacji kazdy punkt na
boku czwokokata ABC'D przechodzi na siebie.

Rozwazmy dowolng prosta na ptaszczyznie. Ma ona co najmniej trzy punkty wspoélne
z bokami czworokata ABC' D, wiec na podstawie obserwacji[2.1]jest ona prosta punktéw
stalych. Otrzymujemy, ze kazdy punkt ptaszczyzny przechodzi na siebie.

Rozwazmy teraz przeksztatcenia ¢ i v pokrywajace si¢ w czterech punktach. Wtedy
przeksztalcenie ¢ 01~! ma cztery punkty state, wiec na podstawie wezeéniejszych uwag

ot =id=> ¢ =
co konczy dowdd. O]
Do petnej klasyfikacji brakuje nam jedynie

Twierdzenie 2.8. Dane sq¢ dwa czworokqty zupetne. Istnieje wtedy dokladnie jedno
przeksztalcenie rzutowe przenoszgce jeden na drugi.

Dowéd. Udowodnimy, ze dla kazdego czworokata zupetnego istnieje przeksztatcenie
rzutowe przenoszace go na kwadrat jednostkowy. Z tego faktu wprost wynika istnienie
przeksztalcenia z tezy, a twierdzenie gwarantuje nam jego jedynosc.
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Oznaczmy kolejne wierzchotki czworokata przez A, B, C, D, oraz niech X = ABNCD
i Y = BC N DA. Rozwazmy rzutowanie perspektywiczne, ktore przenosi prosta XY
do nieskoniczonosci. Pary prostych AB,C'D oraz BC, DA staja si¢ po nim réwnolegte.
Nastepnie zastosujmy przeksztatcenie afiniczne przenoszace punkty A, B, C' na punkty
(0,1),(0,0),(1,0). Oczywiscie skoro przeksztalcenia afiniczne zachowuja réwnoleglosé,
to punkt D przejdzie na (1, 1), co konczy dowdd. ]

Powyzsze rozumowanie pokazuje takze, ze kazde przeksztatcenie rzutowe jest zto-
zeniem tych wymienionych we wstepie tej czesci. W takim razie kolejnym wnioskiem
7z powyzszego twierdzenia jest

Obserwacja 2.2. Obrazem krzywej stozkowej w dowolnym przeksztalceniu rzutowym
jest krzywa stozkowa.

Podsumowujac, wybranie obrazu czterech punktéw, z ktorych zadne trzy nie sa
wspotliniowe jednoznacznie zadaje przeksztatcenie rzutowe. Widzimy wiec, ze dowolne
czworokaty zupelne sg ze sobg rzutowo réwnowazne, co wiecej, dowolny czworokat zu-
pelny tworzy ,rame”, ktora definiuje przeksztatcenie rzutowe.

Oto kilka przyktadéw prezentujacych zastosowania powyzszych wnioskéw.

Zadanie 2.1. Dany jest trojkat AABC wraz z okregiem went wpisanym w. Srodkowa
poprowadzona z A przecina w w punktach X i Y. Proste réwnolegte do BC' przechodzace
przez X,Y przecinaja w ponownie w punktach odpowiednio X', Y’. Punkty przeciecia
prostych AX', AY’' z BC' to, kolejno P, Q. Udowodni¢, ze |BP| = |QC.

Dowdd. Niech oznaczmy srodek odcinka BC' przez M. Wybierzmy punkt O znajdu-
jacy sie na prostej prostopadtej do plaszczyzny zadania przechodzacej przez M i zrzu-
tujmy calo$¢ na plaszczyzne réwnolegta do dowolnej ptaszezyzny przechodzacej przez
punkt O oraz prosta rownoleglta do BC' przechodzaca przez A. Wtedy teza si¢ nie
zmienia ze wzgledu na symetrie, punkt A trafia na prosta w nieskonczonosci, a w prze-
chodzi na pewna elipse. Zastosujmy teraz przeksztalcenie afiniczne, ktére przeksztalca
otrzymanag elipse z powrotem na okrag.

N2\

0
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/ \ B ——xvt P E
N X A

Zadanie wyglada teraz nastepujaco: dwie proste réwnolegte, na nich punkty B i C.
Prosta réwnolegta do obu prostych przechodzaca przez $rodek odcinka BC' (srodek
zostal zachowany, podobnie jak punkt w nieskonczonosci prostej BC') przecina okrag
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wpisany w te trzy proste w punktach X i Y. Proste réwnolegte do BC' przechodzace
przez X iY przecinajg okrag ponownie w punktach X’ iY’. Wtedy proste réwnolegte do
tych poczatkowych przechodzace przez X’ 1Y’ przecinajg BC' w punktach P i Q. Teza
pozostaje niezmieniona. W tym uktadzie dowdd jest juz prosty: wynika prost z symetrii
wzgledem $rodka okregu w. O]

Analogicznie rozwiaza¢ mozna nastepujace uogdlnienie tego zadania (do czego za-
checam Czytelnika):

Zadanie 2.2. Dany jest trojkat ABC wraz z okregiem wen wpisanym w. Proste p i ¢
przechodzace przez A sa izotomicznie sprzezone w ABC'. Prosta p przecina w w punk-
tach X, Y, gdzie X lezy blizej punktu A niz Y, a prosta ¢ przecina go w X', Y’ gdzie X'
lezy blizej punktu A niz Y’. Proste réwnolegte do BC przechodzace przez X i Y’ przeci-
naja w w punktach, odpowiednio, P i (). Udowodnié, ze proste AP i A(Q) sg izotomicznie
sprzezone w ABC.

Warto zaznaczy¢, ze powyzsze zadania sa trudne.
Zobaczmy ponownie na problem [I.1]

Zadanie 2.3. Dany jest punkt () i cztery poprowadzone przez niego proste a,b,c,d.
Proste k,[ nieprzechodzace przez () przecinaja sie w P. Oznaczmy przeciecie a pro-
stymi z [, k odpowiednio jako A;, A; i analogicznie definiujemy By, By, C1, Co, D1, Ds.
Udowodnié, ze punkty X = AlBQ N A2B1, Y = 3102 N BQCl oraz / = ClDQ N C2D1 Sq

wspotliniowe.

Dowaéd. Rozwazmy przeksztalcenie rzutowe przenoszace czworokat A;, As, By, By na
kwadrat. Teza staje si¢ oczywista. O

Zadanie 2.4. Dana jest hiperbola I' o asymptotach k i [. Prosta p przecina I' w punk-
tach X 1Y, a proste k i [ odpowiednio w A i B. Udowodni¢, ze AX =Y B.

Dowdd. Oznaczmy przez M $rodek odcinka AB, a przez O punkt przecigcia asymp-
tot. Tez¢ mozna wtedy rownowaznie zapisac jako (A, B; M, 00,) = (X,Y; M, 00,). Roz-
wazmy przeksztalcenie rzutowe przenoszace hiperbole I' na okrag. Prosta w nieskonczo-
nosci przejdzie na prosta przecinajaca ten okrag (oznaczmy te punkty przeciecia jako
P i Q). Asymptoty przejda na proste styczne do I' w P i (). Styczne te przecinaja p
odpowiednio w X 1 Y. Punkt oo, przejdzie na przecigcie prostej P(Q) z p, a punkt M
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spetnia (A, B; M, 00,) = —1. Z twierdzenia otrzymujemy, ze gdy T'= XQ N PY to
wtedy prosta OT przecina P(Q) w punkcie 7" takim, ze (P, Q;1",00,) = —1. Z twier-
dzenia gdy zdefiniujemy V' = AQ N BP, to punkt V lezy na biegunowej punktu
00,. Z drugiej strony, punkt oo, lezy na biegunowej punktu O, wigc z prawa wzajem-
nosci biegunowych punkt O lezy na biegunowej oo, a z tego wynika, ze prosta OV jest
biegunowa 0o, wiec przecina p w M.
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Wystarczy wiec pokazac¢, ze punkty O, T,V sa wspotliniowe. Jednakze prosta OV
jako biegunowa oo, przecina prosta P w punkcie V' spetniajacym (P, Q; V', 00,) = —1,
wiec T" = V', co koniczy dowdd. O

Punkty okregowe

Okrag w geometrii ma szczegblne znaczenie ze wzgledu na swoje wtasnosci synte-
tyczne oraz duzg symetrie. Z tego powodu po zastosowaniu przeksztatcenia rzutowego
do sytuacji geometrycznej zawsze staraliSmy sie ,jodzyska¢” okrag poprzez uzycie odpo-
wiedniego przeksztatcenia afinicznego. Jednak jest to mozliwe jedynie gdy prosta, ktora
przeniesliSmy do nieskonczono$ci nie miata punktéw wspolnych z okregiem - w prze-
ciwnym wypadku otrzymujemy parabole lub hiperbole, ktérych nie jesteSmy w stanie
przenies¢ afinicznie na okrag.

W tym miejscu pojawia sie kolejna zaleta pracy nad CP? - jeste$my w stanie prze-
nies¢ dowolng prosta, ktora nie jest styczna do okregu, do nieskonczonosci, jednoczesnie
zachowujac ten okrag. Podstawa do tego sg tak zwane punkty okregowe.

Definicja 2.4. Punkty na prostej w nieskonczonosci o wspotrzednych
(=[i:1:00 (=[-i:1:0]

nazywamy punktami okregowymi.
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Ponizszy fakt wyjasnia pochodzenie nazwy:

Twierdzenie 2.9. Krzywa stozkowa jest okregiem wtedy i tylko wtedy gdy przechodzi
przez punkty okregowe.

Dowéd. Wstawiajac punkty ¢, do ogdlnego réwnania stozka:
(120X2 -+ Cl()QYQ + allXY + ClloXZ + CL01YZ -+ (100Z2 =0

otrzymujemy
—ago + ag2 + ’iCLH =0

. :>CLH:O a9y = Qo2
—a9 + Qo2 — 1411 — 0 ’

co po przejsciu na wspotrzedne kartezjanskie oznacza, ze krzywa spelnia rownanie po-
staci
ar® +ay* +br+cy+d=0

czyli jest okregiem (a # 0 z zatozenia). Sprawdzenie, ze okrag przechodzi przez punkty
okregowe przebiega analogicznie, co konczy dowod. O]

Uwaga. Gdy pracujemy nad CP? twierdzenie to odnosi sie takze do okregéw urojo-
nych (na przyklad zalicza si¢ do niego okrag o réwnaniu 2?2 + 3> = —1), a takze tych
o wspotezynnikach zespolonych - (z — a)? + (y — b)? = ¢ dla dowolnych a, b, c € C.

Przesledzmy zastosowanie istnienia tych punktow na przyktadach.
Zadanie 2.5. Przez dwa punkty A, B przechodza trzy elipsy &1, &, E3. Oznaczmy po-

zostale punkty przeciecia elips &1, & jako 77, Zs, elips &, &5 jako X1, X, oraz elips &3, &
jako Y1, Ys. Udowodnié¢, ze proste X1 X5, Y Y5, Z1 75 sa wspotpekowe.

Dowéd. Rozwazmy przeksztalcenie rzutowe przeksztalcajace punkty A, B na ¢, (.
Obrazy &1, &y, E3 przejda wtedy na stozkowe przechodzace przez punkty okregowe, wiec
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stang sie okregami. Teza przeksztalca sie¢ w tres¢ twierdzenia o trzech osiach potego-
wych. O

Zadanie 2.6. Okregi wy,wy przecinaja sie w punktach A, B. Proste rownolegte &,
przecinaja wi, ws odpowiednio w parach punktéw X, X5 oraz Y7, Ys. Niech P = X; BN
AXy,Q =YBN AY; oraz R = XY, N XoY;. Udowodnié, ze punkty P, Q, R sa wspot-
liniowe.

Dowdd. Jesli pewne z trzech punktow A, B, X1, Xs, Y7, Y5 sa wspotliniowe, to tatwo
udowodnié, ze pozostate trzy takze sa (jest to tresé tak zwanego twierdzenia Reim’a),
wigc teza wynika z twierdzenia Pappusa. W dalszym ciagu zaktadamy, ze zadna trojka
z nich nie jest wspotliniowa.

Oczywiscie na podstawie twierdzenia Pascala teza jest rownowazna temu, ze przez
punkty A, B, X1, X, Y, Ys przechodzi krzywa stozkowa. Rozwazmy przeksztatcenie prze-
noszace czworke punktow (A, B, ¢, ) na czworke (¢, ¢, A, B). Oczywiscie obrazy krzy-
wych wy, ws wcigz przechodza przez punkty okregowe, wiec pozostaja okregami. Punkt
w nieskonczonoéci prostych k,l byt wspétliniowy z punktami ¢, (, co oznacza, ze po
tym przeksztalceniu pozostang wspoétliniowe. Teza zamienia sie na wspotokregowosé
punktow X7 XoY1Y5, co oczywiscie zachodzi z potegi punktu dla ocoy. O

Uwaga. Wspoétstozkowosé punktéow w zadaniu mozna w prosty sposob udowodnié¢ takze
na podstawie twierdzenia[l.12]| zastosowanego do trojkata ztozonego z prostych AB, k, 1.

Uwaga. W powyzszych dowodach przemilczany zostal fakt, ze po zastosowanym w nich
przeksztalceniach rzutowych proste i krzywe moga zosta¢ przeniesione na zespolone od-
powiedniki. Jednakze rozumowania pozostaja poprawne o ile potraktowaé¢ wystepujace
w nich twierdzenia jako pewne tozsamosci algebraiczne - interpretowane w ten sposéb
pozostaja prawdziwe takze w dziedzinie liczb zespolonych.
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2.2 Mapy rzutowe

W tej czesci omawiane beda tak zwane mapy rzutowe zwiazane z technika moving
points, ktora rozszerzona zostata na potrzeby tej pracy. Wraz z wszechstronnym twier-
dzeniem 2.4 pojecie to stanowi bardzo ogélne narzedzie, znajdujace zastosowanie w wielu
problemach geometrycznych.

Uwaga. Okreslenie mapa rzutowa bedzie stosowane zamiennie z przeksztatceniem rzu-
towym. Termin ten zostal wprowadzony by odrézni¢ przeksztatcenia opisywane w tym
dziale od przeksztalcen rzutowych ptaszczyzny rzutowej opisywanych wezesnie;j.

Definicja 2.5. Bijektywna funkcje f : A — B nazywamy mapa rzutowa, gdy dla
dowolnych a, b, ¢,d € A zachodzi

(a,b;¢,d)a = (f(a), f(b); f(c), f(d))s

Za zbiory A,B mozna przyjaé¢ cokolwiek na czym mozna zdefiniowa¢ dwustosunek.
W tej pracy pojawily sie w tym kontekscie juz:

1. Zbiér punktéw prostej rzutowe;j
2. Pek prostych

3. Zbior punktow na stozkowej

4. 7Zbior stycznych do stozkowej

Postugiwanie si¢ mapami rzutowymi wymaga pewnej zmiany myslenia w stosunku
do tradycyjnego pojmowania geometrii. Syntetyczne podejscie, a zaprezentowane w tej
czesci funkcyjne” réznig sie ideowo, jednak stosowane razem potrafig umozliwi¢ rozwia-
zanie szerokiej gamy problemow geometrycznych jednoczesnie polepszajac rozumienie
geometrii ,jako takiej”.

Podstawa techniki tu rozwijanej bedzie analog twierdzenia [2.1]

Twierdzenie 2.10. Jesli mapa rzutowa jest zadana w trzech punktach to jest ona
wyznaczona jednoznacznie.

Dowdd. Niech A, B, C to punkty, X,Y, Z ich obrazy, a z kolei P - dowolny. Wtedy

z czego wynika, ze f(P) jest wyznaczony jednoznacznie na B, co konczy dowdd. O

Oto lista przyktadowych map rzutowych:

1. Wszystkie ztozenia, odwrotnosci i dualne wersje map rzutowych sa mapami rzu-
towymi.

2. Niech f bedzie dowolng izometria, jednoktadnoscig lub przeksztalceniem afinicz-
nym, a € prosta, pekiem lub stozkowa. Wtedy przeksztalcenie f : € — f(&) jest
mapg rzutowa.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Mapa bioraca punkt X z prostej k i przyporzadkowujaca mu prosta PX dla P ¢ p

jest rzutowa.

. Dane sg stozkowa I' i punkt P € I". Mapowanie punktu X na stozkowej w prosta

PX jest rzutowe.

. Dane sa stozkowa I' i punkt P ¢ I'. Mapowanie punktu X na stozkowej na drugi

punkt przeciecia I' z prosta X P jest rzutowe.

. Dane sa dwie proste k, [ oraz punkt P ¢ k,[. Mapa przyporzadkowujaca punktowi

X na k punkt PX N1 jest rzutowa.

. Dane sa punkty P, () oraz prosta k nieprzechodzaca przez te punkty. Mapowanie

prostej z peku w P na prostg w peku @), taka, ze proste te przecinaja sie na k jest
rzutowe.

. Dane sg okrag\prosta w przechodzaca przez punkt O. Niech ¢o to dowolna in-

wersja o $srodku w O. Wtedy mapa przyporzadkowujaca punktowi X € w punkt
do(X) € do(w) jest rzutowa.

. Dane sg punkty A, B na prostej k. Mapowanie punktu X na punkt X', spelniajacy

(A, B; X, X') = —1 jest rzutowe.

Dane sg dwa punkty A, B oraz prosta k nieprzechodzgca przez te punkty. Mapo-
wanie punktu X na drugi punkt przeciecia okregu opisanego na trojkacie ABX
z prosta k jest rzutowe.

Dane sg dwie proste k,l przecinajace sie w punkcie P oraz punkt () poza tymi
prostymi. Mapowanie punktu X € k na drugi punkt przeciecia okregu opisanego
na trojkacie PQX z prosta [ jest rzutowe.

Dana jest prosta\stozkowa € oraz stozkowa I'. Mapa przyporzadkowujaca punk-
towi X € € jego biegun wzgledem I jest rzutowa.

Dana jest stozkowa I' oraz dwa punkty P, na niej lezace. Mapa przyporzadko-
wujaca prostej p z peku w P prosta g w peku w () taka, ze proste te maja wspolny
drugi punkt przeciecia z I jest rzutowa.

Dana jest stozkowa I' oraz dwie styczne do niej proste k, [. Mapa przenoszaca punkt
X na prostej k w przeciecie drugiej stycznej z X do I' z prosta [ jest rzutowa.

Dane sg cztery punkty A, B,C, D oraz prosta k. Mapowanie dowolnego punktu
X € k na drugi punkt przeciecia stozkowej przechodzacej przez punkty ABC' DX
z prosta k jest rzutowe.

Wszystko co spelnia zalozenia wszechstronnego twierdzenia [2.4]

Dowad.

1.
2.

Wynika to wprost z definicji oraz twierdzenia [1.18

Oczywiste.
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11.

12.
13.
14.
15.

16.

Jest to tresé¢ twierdzenia [L.3]

Jest to tresé¢ twierdzenia [1.5

Jest to treéé twierdzenia [L13

Jest to ztozenie 3) i jego odwrotnosci.

Jest to dualna wersja poprzedniego podpunktu.

W przypadku prostej - wynika to z zachowywania dwustosunku przez inwersje na
prostej. W przypadku okregu jest to konsekwencja nastepujacych réwnosci (dla
dowolnych punktéw A, B,C, D € w):

(A,B;C, D), = O(A,B,C,D) = (A, B;C", D).,

Gdzie W’ jest prosta bedacag obrazem okregu w w tej inwersji, a punkty A’, B, C’", D’
sg obrazami odpowiednio punktéw A, B, C, D.

. Mapa ta pokrywa sie z inwersja wzgledem okregu o $rednicy AB.
10.

Niech prosta AB przecina k w punkcie O. Wtedy dla dowolnego X z potegi punktu

OX -0X'=0A-0B=c

dla pewnej stalej ¢, wiec przeksztalcenie to pokrywa si¢ z inwersjg o srodku w O
i potedze c.

Niech X’ € [ bedzie obrazem punktu X € k w tym przeksztalceniu. Wtedy
JXPX' = 4XQX', wiec dana mapa pokrywa sie z nastepujacym zlozeniem:
punkt X mapujemy na prostg QX, te obracamy o kat ¥(k,[) antyzegarowo i rzu-
tujemy na prosta [. Oczywiscie te mapy sa rzutowe wiec ich ztozenie takze.

Wynika to z twierdzenia [I.1§|
Jest to zlozenie mapy z punktu 4. z jej odwrotnoscia.
Jest to dualna wersja poprzedniego punktu.

Jest to teza inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a - dowdd w rozdziale mu po-
Swieconemu.

Wynika to z tezy wszechstronnego twierdzenia[2.4] Co wiecej, rzutowos$é wszystkich
powyzszych map mozna udowodni¢ na podstawie tego twierdzenia.

O

Powyzsze wyniki wraz z twierdzeniem pozwala na zastosowanie nastepujacej
metody w problemie geometrycznym: udowadniamy, ze przeksztatcenia dzieki ktorym
z zalozen konstruujemy obiekty z tezy sa rzutowe, wiec na podstawie twierdzenia [2.2
wystarczy udowodni¢ prawdziwosé tezy w trzech wybranych punktach. Najlepiej zapre-
zentowac te technike na przyktadach.
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Uwaga. W calej dalszej czesci fakt, ze mapowanie elementu X z obiektu A na element
Y z obiektu B jest rzutowe bedzie oznaczane nastepujaco:

A(X) — B(Y)

Zadanie 2.7. Dany jest szesciokat ABCDEF wpisany w stozkowa I'. Udowodni¢, ze
przeciecia jego naprzeciwlegltych bokow X = ABNDEY = BOCNEF,Z =CDNFA
sg wspotliniowe.

Dowdd. Jest to oczywiscie twierdzenie Pascala. Udowodnimy je metoda prezentowana
w tym dziale. Ruszamy punktem B po krzywej I'.

Wtedy

['(B) — A(AB) — DE(X)
co oznacza, ze przeksztatcenie punktu B na I' w punkt X na prostej DFE jest rzutowe.
Podobnie

I'(B) — C(CB) — EF(Y)

a skoro odwrotnosci map rzutowych takze sa rzutowe, to mapa przeksztatcajaca punkt
X na prostej DE w punkt Y na prostej E'F jest rzutowa. Aby pokazaé teze chcemy
udowodnié, ze pokrywa sie ona z przerzuceniem wzgledem punktu Z (przeksztatcenie 6.
z listy), a na podstawie twierdzenia wystarczy to udowodni¢ dla trzech wybranych
pozycji punktu B.

Biorac B réwne kolejno D, E, F'; w ktérych to przypadkach teza jest oczywista (pro-
sto mozna si¢ o tym samodzielnie przekonac), otrzymujemy, ze rzeczywiscie pokrywa
sie ona z przerzuceniem wzgledem 7, co konczy dowdd. O

Filozofia powyzszego rozumowanie wyglada nastepujaco: wybieramy pewien punkt,
ktorym ,ruszamy” po obiekcie, a nastepnie, traktujac wszystko, co w zadaniu pozostaje
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niezmienne przy ruszaniu punktem, jako ,rusztowanie”, staramy sie otrzymac obiekty
z tezy, by nastepnie pokazaé jej zachodzenie dla trzech dowolnych wyboréw punktu,
ktorym ruszaliémy (oczywiscie najlepiej wybraé¢ takie punkty, dla ktérych teza staje sie
oczywista).

Zadanie 2.8. Dany jest trojkat ABC' z srodkiem okregu wpisanego I. Niech D to punkt
stycznosci okregu wpisanego w ABC' z prosta BC. Wybrano punkt X na prostej BI.
Prosta prostopadta do X D przechodzaca przez D przecina C'I w punkcie Y. Udowodnic,
ze IXAY = SBAI

Dowdéd. Oczywiscie ruszamy punktem X po prostej BI. Otrzymujemy
BI(X)— D(DX) — D(x) — CI(Y)

gdzie z jest prosta prostopadla do DX przechodzaca przez D (ta mapa jest rzutowa,
poniewaz jest obrotem peku o 90°). Chcemy udowodnié, ze ta mapa pokrywa si¢ z na-
stepujaca:

BI(X)— A(AX) — A(z") — CI(z' N CI)
gdzie 2’ jest prosta AX obrécong o kat S BAI wokét punktu A. Wystarczy wiec pokazaé
zachodzenie tezy w trzech punktach by udowodni¢ réwnos¢ tych map.

1. Dla X = B teza jest oczywista, gdyz punkt odpowiadajacy mu punkt Y pokrywa
sie z punktem 1.

2. Dla X = I teza takze jest oczywista, gdyz punkt Y przechodzi na punkt C.

3. Dla X = oopy prosta DX przechodzi na prosta rownoleglta do BI, wiec punkt
Y jest w tym przypadku przecigciem prostej prostopadtej do BI przechodzacej
przez D z prosta CI. Ale ta prosta prostopadla z symetrii przechodzi takze przez
drugi punkt stycznosci okregu wpisanego, jest wiec biegunowa punktu B wzgledem
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okregu wpisanego, czyli na podstawie zadania [I.5] punkt Y jest rzutem punktu A
na prostg C'I. Wystarczy wiec pokazac, ze kat pomiedzy prostg prostopadta do CT
a prostg BI wynosi < BAI = . Z prostego przeliczenia zachodzi < BIC = 90°+a,
z czego tatwo wynika teza.

Co konczy dowod. O]

Zadanie 2.9. W trojkacie ABC punkt [ jest Srodkiem okregu wpisanego, a I' to okrag
opisany na tym tréjkacie. Prosta Al przecina I' po raz drugi w punkcie D. Wybrano
punkt X na boku BC oraz punkt Y na tuku BDC spehiajacy $BAX = $Y AC.
Niech M to érodek odcinka X 1. Udowodni¢, ze proste DM oraz Y I przecinajg si¢ na
.

Dowdd. Ruszamy punktem X po prostej BC'. Rozwazmy nastepujace dwie mapy

Sym.

BO(X) — A(AX)

o A(AY) = D(Y) > T(IY NT)

wzg.

o BC(X) — ¢(BC)(M) — D(DM) — T'(DM NT)

gdzie ¢ oznacza jednoktadnos¢ o srodku w [ i skali % Chcemy udowodnié¢, ze te mapy

sie pokrywaja, wiec wystarczy pokazac to dla trzech wyboréw punktu X. Dla X = B, C
teza jest oczywista, poniewaz punkt Y przechodzi odpowiednio na C, B.

Rozwazmy jeszcze X = BC'NAI. Wtedy prosta AY staje sie styczng do I' w A, wiec
Y = A. Oczywiscie $rodek odcinka I X = Ioope pozostaje punktem w nieskonczonosci,
wiec M = ocopc. Checemy pokazaé, ze prosta Y I = Al przecina I' w tym samym punkcie
co prosta réwnolegta do BC przechodzaca przez D, ale ta prosta jest styczna do I', gdyz
D to érodek tuku, co konczy dowdd. O]
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Zadanie 2.10. Dany jest trojkat ABC oraz dwa punkty z nim izogonalnie sprzezone
P i Q. Prosta réwnolegta do AP przechodzaca przez () przecina BC' w T. Udowodni¢,
ze proste PT 1 AQ) przecinajg sie na okregu opisanym na ABC.

Dowdd. Ustalmy prostg AP i ruszajmy po niej punktem P. Wtedy punkt () rusza
sie po (réwniez ustalonej) prostej AQ. Niech punkt przeciecia AQ) z okregiem opisanym
to X, a I to $rodek okregu wpisanego w ABC'. Rozwazmy nastepujace mapy rzutowe:

AP(P) — X(XP)— BC(T)

oraz
AP(P) ~ B(BP) ~ =0 B(BQ) =~ AQ(Q) =~ BC(T)
Wystarczy wiec sprawdzié, ze teza zachodzi w trzech przypadkach.
1. Dla P = A mamy (Q = BC N AQ =T, wiec dziata.
2. Dla P = AP N BC mamy @Q = A oraz T = P, wiec dziala.

3. Dla P = ooup mamy Q = X (sprzezenie izogonalne punktu w nieskonczonosci
lezy na okregu opisanym), wiec teza takze zachodzi.

Co konczy dowdd. m
Przed przej$ciem do nastepnych przyktadow zajmiemy sie klasyfikacjg map rzuto-

wych pomiedzy dwie prostymi oraz dwoma pekami. Poniewaz sa to pojecia wzajemnie

dualne przedstawie catos¢ w formie tabeli wersja podstawowa-wersja dualna.
Zaczniemy od lematu
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Lemat 2.1.

Dane sq dwa peki w punktach P i Q. Niech ¢ be-
dzie mapg rzutowqg pomiedzy tymi pekami spetnia-
jacg ¢(PQ) = PQ (prosta PQ jest punktem stalym
tej mapy). Wtedy 2bidr x N ¢(x) dla x nalezgcego
do peku P tworzy prostq.

Dane sq¢ dwie proste p i q. Niech ¢ bedzie mapq rzu-
towq pomiedzy tymi prostymi spelniajgcg d(pNq) =
p N q (przeciecie prostych p,q jest punktem stalym
tej mapy). Wtedy proste X¢(X) dla X lezgcego na
prostej p sqg wspolpekowe.

Dowéd. Wezmy dowolne z,y € P oraz niech ' =
o(x),y" = ¢(y). Oznaczmy punktu przecigcia A =
zNa’,B =yNy'. Wtedy ¢ pokrywa si¢ w trzech
punktach z mapa

P(xz) — AB(x N AB) — Q(x')

opisana w tezie (pary te to (z,2'), (y,v'), (PQ,
PQ)), wiec z twierdzenia pokrywa sie z nia, co
konczy dowdd. O

Dowdd. Wezmy dowolne X,Y € p oraz niech X' =
#(X),Y" = ¢(Y). Oznaczmy punkt przeciecia pro-
stych XX',YY’ jako A Wtedy ¢ pokrywa sie w
trzech punktach z mapa

p(X) = A(AX) = q(X7)

opisana w tezie (pary te to (X, X’), (Y,Y”"),(pNg,
pNq)), wiec z twierdzenia[2.2] pokrywa sie z nia, co
konczy dowdd. O

Ma on bardzo ciekawe konsekwencje. Jesli znajdziemy mapowanie pomigdzy dwiema
prostymi i udowodnimy, ze mapowanie to zachowuje punkt przeciecia prostych, to ist-
nieje punkt P przez ktérego przechodza wszystkie proste punkt-obraz.

Przeksztatcenia opisane wyzej nazywamy przeksztatceniami perspektywicznymi. Do
pelnej klasyfikacji brakuje nam jedynie twierdzenia Steinera.

Twierdzenie 2.11 (Twierdzenie Steinera\dualne twierdzenie Steinera).

Dane jest nieperspektywiczne przeksztalcenie rzu-
towe ¢ pomiedzy pekami prostych P,Q. Wtedy
punkty przeciecia xN¢(x) dla © € P lezg na pewnej
stozkowej przechodzqcej przez punkty P, Q.

Dane jest nieperspektywiczne przeksztalcenie rzu-
towe ¢ pomiedzy prostymi p,q. Wtedy proste
Xo(X) dla X € p sq stycznymi do pewnej stoz-
kowej stycznej do prostych p,q

Dowdd. Wybierzmy dowolne trzy punkty postaci
zN¢(z) dla € P i oznaczmy je A, B,C. Niech
stozkowa przechodzaca przez punkty A, B,C, P,Q
to I'. Wtedy ¢ pokrywa sie w trzech punktach z na-
stepujaca mapa rzutowsa:

P(z) = I'(drugie prz. z x = X) — Q(QX)

wiec ¢ jest jej réwna, co konczy dowdd. [

Dowdd. Wybierzmy dowolne trzy proste postaci
X¢(X) dla X € p i oznaczmy je a, b, c. Niech stoz-
kowa styczna do prostych a,b,c,p,q to I', Wtedy ¢
pokrywa sie w trzech punktach z nastepujaca mapa
rzutowq:

p(X) — I'(druga sty. z X = z) — q(g N z)

wiec ¢ jest jej réwna, co konczy dowdd. [

Przechodzimy do dalszych przyktadow.

Zadanie 2.11. Dany jest trojkat ostrokatny ABC oraz jest prosta Eulera k. Niech
B', C'" beda odbiciami punktéw B, C' wzgledem k. Punkt P lezy na k. Proste B'P,C'P
przecinaja AC, AB odpowiednio w punktach X, Y. Udowodnié¢, ze odbicie ortocentrum
H wzgledem prostej XY lezy na okregu opisanym.

Dowdd. Oczywiscie ruszamy punktem P po prostej k. Rozpoczniemy od wykazania,

ze mapa AC(X) — AB(Y) jest rzutowa. Ale

k(P) — B'(B'P) — AC(X)
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oraz

k(P)— C'(C'P) — AB(Y)

co tego dowodzi.

ZastanOowmy sie czym muszg by¢ proste XY by teza zachodzita. Sg one symetralnymi
odcinkow H(Q dla @ lezacego na okregu opisanym. Gdy oznaczymy przez P’ przeciecie
takiej symetralnej z odcinkiem OQ) to spetnione jest

\HP'| +|P'O| = R

wiec punkty P’ leza na elipsie o ogniskach O, H oraz jak tatwo sie przekonaé, stycznej
do bokow trojkata ABC, oznaczmy ja przez €. Naszym celem jest wiec udowodnié¢, ze
proste XY sa styczne do elipsy £.

Zatozmy, ze przeksztatcenie AC(X) — AB(Y) nie jest perspektywiczne. Skoro nie
jest, to na podstawie dualnego twierdzenia Steinera istnieje stozkowa styczna do pro-
stych AB, AC taka, ze proste XY sg do niech styczne. Skoro stozkowa jest jednoznacznie
wyznaczona przez pie¢ prostych, to wystarczy pokazaé, ze trzy z prostych XY (r6zne
od AB, AC) sa styczne do € by dowiesé tezy.

1. Dla P = O prosta XY jest prosta BC' jest wiec styczna do £.

2. Dla P = B'C' Nk prosta XY jest symetryczna do BC wzgledem k, a skoro BC
jest styczne do & oraz k jest jej osia symetrii (przechodzi przez jej ogniska), wiec
takze jest styczng.

3. Dla P = ABNk prosta XY jest odbiciem symetrycznym prostej AB wzgledem k,
wiec analogicznie jak wyzej prosta ta jest styczna do £.
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Z czego wynika teza. Oczywiscie proste zdefiniowane w poprzednich punktach nie sg
wspotpekowe, wiec zatozenie o tym, ze mapa nie jest perspektywiczna byto poprawne.
[

Zadanie 2.12. W trojkacie ABC punkt H jest ortocentrum. Na okregu opisanym na
trojkacie BHC wybrano punkt P. Proste BP, C'P przecinajg proste AC, AB odpowied-
nio w X i Y. Udowodni¢, ze okregi AXY przy zmieniajacym sie punkcie P przechodza
przez ustalony punkt rézny od A.

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze na okregu opisanym na AXY lezy takze punkt
P. Wynika to z nastepujacej réwnosci

180° — £ZBAC = /BHC = /BPC = ZXPY

Udowodnimy, ze szukanym drugim punktem wspdlnym tych okregéw jest przeciecie
srodkowej poprowadzonej z wierzchotka A z okregiem opisanym na BHC' - oznaczmy
ten punkt przez M, a okrag BHC' przez w. Ruszamy punktem P po w. Nastepujace
mapy sa rzutowe:

Wiec punkt X jest rzutowy z Y. Rozwazmy przeksztatcenie: wybieramy punkt X na
AC' i przyporzadkowujemy mu drugie przeciecie okregu opisanego na trojkacie AM X
z prosta AB. Na podstawie listy to mapowanie jest rzutowe. Chcemy udowodnié, ze
pokrywa sie ono z tym zdefiniowanym wcze$niej. Rozpatrzmy trzy przypadki:

1. Na poczatku niech P bedzie odbiciem punktu A wzgledem srodka odcinka BC.
Lezy on na w poniewaz okrag ten jest symetryczny do okregu opisanego na ABC'
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wzgledem srodka BC'. W tej sytuacji X,Y przechodza na punkty w nieskonczo-
nosci, wiec okrgg AXY P staje sie prostag AP bedaca oczywiscie $rodkowa, wiec
zawiera punkt M.

2. Przypadek P = B i P = C bedziemy dowodzi¢ jednoczesnie. Okregi AXY to
w tych przypadkach okregi przechodzace przez A i styczne do prostej BC' w punk-

tach odpowiednio B i C'. Oznaczmy ich punkt wspélny rézny od A jako N. Chcemy
udowodni¢, ze N = M.

Prosta AN jest prosta potegowa tych okregdéw, wiec potowi ich wspdlng styczna,
ktorg jest BC. Wystarczy wiec pokazaé, ze N lezy na okregu BHC', to znaczy,
ZBNC = 180° — ZBAC. Jednakze

/BNC =180°— ZCBN — Z/NCB = 180° — ZBAC
Co konczy dowdd. m

Zadanie 2.13. Okregi wa,wp,we sa okregami dopisanymi do trojkata ABC' lezacymi
odpowiednio naprzeciwko wierzchotkow A, B, C. Styczne zewnetrzne do kazdej z par
tych okregéw tworza trojkat T, Tp,T. przy czym punkty te leza naprzeciwko odpo-
wiednio wierzchotkow A, B, C tréjkata. Z punktu D na prostej TgTe poprowadzono
styczne rozne od TgTe do okregéw wp, we. Pierwsza z nich przecina T4Tg w E nato-
miast druga przecina T'4T w F'. Pokaza¢, ze prosta E'F jest styczna do wy.

U

Dowdd. Ruszamy punktem D po TgTe. Mapy
TpTe(D) — TaTg(E)
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oraz
TBTc(D) — TATc(F)

sa rzutowe (jest to punkt 14. z listy), wiec przeksztalcenie z punktu E na F' jest rzu-

towe. Zal6zmy, ze przeksztatcenie to nie jest perspektywiczne. Udowodnimy, ze w4 jest

stozkowa wystepujaca w dualnym twierdzeniu Steinera.

1. Dla D =TT N BC prosta EF pokrywa sie z prosta BC, jest wiec styczna do
WA.

2. Dla D = TgTe N AC prosta EF pokrywa sie z prosta AC, jest wigc styczna do
WwA.

3. Dla D = TgTc N AB prosta EF pokrywa sie z prostg AB, jest wiec styczna do
WA.

Oczywiscie proste AB, BC,C'A nie sg wspoltpekowe, wiec przeksztalcenie istotnie nie
jest perspektywiczne. Okrag w4 jako styczny do prostych AB, BC,C A, TaTg, TATc jest
stozkowa z tego twierdzenia, co konczy dowdd. O]

Zadanie 2.14. Dany jest trojkat ABC wraz z okregiem opisanym (2 i punkty P, Q
rézne od A, B,C. Oznaczmy A’ = AP N Q) oraz A” = AQ N Q. Analogicznie definiu-
jemy B',B",C’,C"”. Udowodnié, ze trojkat zlozony z prostych A’A”, B'B",C'C" jest
perspektywiczny z ABC.

Dowdd. Niech przecigcie prostych BC' i A’A” to X, analogicznie Y, Z. Teza to wspot-
liniowos¢ punktéw XY, 7.

Ustalmy prosta AA’ i nazwijmy ja a. Mapy
a(P) — C(CP)— Q(C") — C"(C"C") — AB(Z) — X (X Z)
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oraz

a(P) — B(BP) — Q(B') — B"(B"B') — AC(Y) — X(XY)

s rzutowe.

Otrzymujemy, ze przeksztalcenie X(XY') — X (X Z) jest rzutowe. Chcemy udowod-
nic¢, ze jest to przeksztatcenie tozsamosciowe, wiec wystarczy to pokaza¢ w 3 przypad-
kach:

1. Dla P = A oczywiste, punkty Y, Z sie pokrywajg.
2. Dla P = an BC takze oczywiste, punkty Y i Z trafiaja na prosta BC'.

3. Dla P = A’ teza wynika z zastosowania twierdzenia Pascala dla sze$ciokatow
A'C"CABB" (wspétliniowosé Y, Z, Q) oraz A’A" ACBB".

Co konczy dowod. O]

Uwaga. Powyzsze zadanie ma ciekawe konsekwencje, szczeg6lnie interesujacy jest przy-
padek dla P = @ - otrzymujemy wtedy dualng wersje twierdzenia Steinbarta. Z kolei
gdy przyjmiemy, ze punkty P,Q sa izogonalnie sprzezone w katach ZABC i ZBCA
to tatwo otrzymamy, ze sg takze sprezone w kacie ZBAC, jest wiec to alternatywny
dowdd twierdzenia o izogonalnym sprzezeniu. Dodatkowo, w zadnym miejscu nie ko-
rzystaliSmy z faktu, ze Q jest okregiem, wiec teza tego zadania zachodzi dla dowolnej
krzywej stozkowe]j przechodzacej przez punkty A, B, C' w miejsce okregu (2.

Na koniec zaprezentuje przyktad korzystajacy bezposrednio z wszechstronnego twier-

dzenia 2.4

Zadanie 2.15. Okrag w jest opisany na trojkacie ABC. Oznaczmy przez H ortocen-
trum trojkata. Proste AH, BH,CH przecinaja BC,CA, AB odpowiednio w D, E| F.
Styczne do w w punktach B, C przecinaja sie w T'. Prosta AT przecina po raz drugi w
w S. Niech odbicia S wzgledem AB, AC to odpowiednio Sg, Sc. Prosta SgSc przecina
AC w X, prosta BX przecina CF w Y. Udowodni¢, ze prosta E'F' jest dwusieczng kata
FFEY.

Dowaéd. Skoro AT jest symediang w ABC', to czworokat ABSC' jest harmoniczny.
Prosta SpSc jest prostg Steinera punktu S przechodzi wiec przez H. Udowodnimy, ze
mapa przeksztalcajaca punkt na w w jego prosta Steinera (nalezaca do peku H) jest
rzutowa.

Wybierzmy dowolna prosta k roztaczna z w (bez strat ogdélnosci jej réwnanie to
y = 0) i punkt P(¢,0) na niej. Drugie przeciecia prostej AP z w wyraza sie funkcja
wymierng od ¢, podobnie odbicia tego przeciecia wzgledem prostych AB i AC, wiec
takze przeciecie (X') prostej wyznaczonej przez te odbicia z AC. Prosta C X’ przecina
prostg k w punkcie X", ktorego wspoélrzedne wyrazajg sie funkcja wymierng od ¢. Na
podstawie wszechstronnego twierdzenia wystarczy pokazac, ze jest to przeksztalce-
nie odwracalne. To wynika z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o prostej Steinera
(kazdemu punktowi na okregu odpowiada doktadnie jedna prosta Steinera z peku H
i vice versa).

62



b=

Skoro czworokat ABSC' jest harmoniczny, to z udowodnionego faktu proste Ste-
inera punktéw A, S, B, C (te proste dla A, B, C' to odpowiednie wysokosci) tworza pek
harmoniczny. Po zrzutowaniu tego peku na prostag AC' otrzymujemy, ze

ale skoro AC' 1. EH to na podstawie lematu [1.1] zachodzi teza. n
Jak wida¢ spektrum zastosowan jest niezwykle szerokie, co czyni te metode bardzo

og6lnym narzedziem. Najwazniejsze w stosowaniu powyzszej techniki jest dobry wybor

punktu, ktérym sie ,rusza” oraz pewna intuicja w konstruowaniu map rzutowych.



Rozdziat 3

Inwolucje

Ten rozdziat poswiecony jest szczegdlnej klasie map rzutowych znanych inwolucjamia.

Definicja 3.1. Inwolucja nazywamy przeksztalcenie rzutowe f : € — €, ktore dla
dowolnego = € € spehia f(f(x)) = z, gdzie € to obiekt, na ktérym mozna zdefinio-
waé¢ dwustosunek. Dodatkowo zaktadamy, ze inwolucja nie jest identycznoscia. Pary
(X, f(X)) nazywamy parami inwolucji f.

Przyktady inwolucji pokazane byty juz wczesniej, jest to miedzy innymi inwersja na
prostej. Analize zaczniemy od wykazania ich kilku ogélnych wtasnosci. Na poczatek
wniosek ze wzmocnienia zatozen wzgledem ogoélnych map rzutowych.

Twierdzenie 3.1. Inwolucja jest zdeterminowana jednoznacznie poprzez zadanie war-
tosci w dwoch punktach

Dowdd. Niech f(P) = P'i f(Q) = Q. Zatézmy na poczatek, ze przynajmniej jeden
z danych punktéw nie jest punktem statym. Bez strat ogdlnosci niech P # P’. Wtedy
dla dowolnego X € &€

(P, P5Q, X)e = (f(P), f(P): f(Q); f(X))e = (P, P; Q' f(X))e
czyli punkt f(X) jest zadany jednoznacznie.
W przypadku gdy f(P) = P i f(Q) = Q zachodzi
(P, Q; X, f(X))e = (f(P), f(Q); f(X), F(f(X)))e = (P, Q, f(X), X)e

wiec (P,Q; X, f(X)) = %1, ale skoro X # f(X) (gdyby inwolucja miala trzy punkty
state to bytaby identycznoscia) to f(X) jest sprzezeniem harmonicznym punktu X
wzgledem P, Q).

Teraz w druga strone, dla dowolnych dwéch par punktow (P, P’), (Q, Q') poka-
zemy, ze istnieje inwolucja spelniajaca f(P) = P', f(Q) = @'. Bez strat ogdlnosci
dziatamy na prostej rzutowej. Wtedy istnieje transformacja Mobiusa f spelniajaca
f(P)=P,f(P)=Pif(Q) = Q (zakladamy, ze P # P’ - w sytuacji, gdy oba
punkty sg punktami staltymi to przeksztalcenie pokrywa sie z braniem sprzezenia har-
monicznego wzgledem P, (), co takze spelnia teze¢). Teraz dla dowolnego X na prostej

(P, P X, f(X)) = (f(P), f(P), f(X), f(f(X))
= (P, P; f(f(X)), [(X)) = [(f(X) =X
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oraz w szczegblnosci f(Q') = @, co konczy konstrukcje. O
Twierdzenie 3.2. Mapa rzutowa f : € — € dla pewnego P spelnia f(f(P)) = P oraz
f(P) # P. Wtedy f jest inwolucjq.
Dowdd. Oznaczmy P’ = f(P). Z zatozen dla dowolnego X € €
(P, P5 X, f(X))e = (f(P), f(P); fF(X), f(f(X)))e = (P, P; f(X), f(f(X)))e
wiec f(f(X)) = X co bylo do pokazania. O

3.1 Klasyfikacja

Okazuje sie, ze inwolucje daja sie dobrze sklasyfikowaé, co ma ciekawe konsekwencje.

Twierdzenie 3.3 (Inwolucje na prostej). Dana jest inwolucja f : p — p gdzie p jest
prostg rzutowq. Wtedy f jest symetrig lub inwersjq o niezerowej potedze.

Dowadd. Rozwazymy dwa przypadki

1. f(o0) = .
Wybierzmy dowolny punkt wtasciwy X € p i oznaczmy przez M $rodek odcinka
X f(X). Wtedy inwolucja pokrywa sie w dwdch miejscach z symetriag wzgledem
punktu M (symetria jest inwolucja), wiec sa one sobie réwne.

2. f(o0) = P # 0.
Wybierzmy dowolny punkt wlasciwy X € p i oznaczmy X' = f(X). f pokrywa
sie¢ wtedy w dwoch punktach z inwersja Z% o rodku w P i potedze ¢ = OX - OX’,
wiec na podstawie twierdzenia [3.1] f = Z§.

O

Uwaga. Symetri¢ mozna traktowac jako graniczny przypadek inwersji o sSrodku w punk-
cie w nieskoniczonosci.

Uwaga. Alternatywnym dowodem tego twierdzenia jest rozwiazanie réwnania f(f(z)) =
x, gdzie f jest transformacjg Mobiusa.

Powyzsze twierdzenie pokazuje od razu takze interesujacy fakt.

Obserwacja 3.1. Inwolucja na prostej CP' ma doktadnie dwa punkty state (ich wspét-
rzedne sg pierwiastkami réwnania 2? = ¢ w przypadku inwersji o srodku w 0) i pokrywa
sie z braniem sprzezenia harmonicznego wzgledem tych punktow.

W przypadku rzeczywistym inwolucja ma 0 lub 2 punkty stale (w zaleznosci od
znaku c).
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Twierdzenie 3.4 (Inwolucje peku). Kazda inwolucja f peku prostych pokrywa sie z bra-
niem sprzezenia harmonicznego wzgledem pewnej ustalonej pary prostych (byé moze
zespolonych) bedgcych jednoczesnie punktami statymi tego przeksztatcenia.

Dowdd. Po zrzutowaniu f na dowolng prosta nieprzechodzaca przez $rodek peku
otrzymujemy teze twierdzenia. O]

Twierdzenie 3.5 (Inwolucje na stozkowej). Dana jest stozkowa T'. Inwolucja f : T — T'
pokrywa sie z przerzutem przez pewien ustalony punkt nienalezgcy do T.

Dowdd. Wybierzmy dwa punkty X,Y € I i niech f(X) = X', f(Y) = Y’. Oznaczmy
przeciecie prostych X X’ Y'Y’ jako P. Wtedy f pokrywa sie w dwoch punktach z prze-
rzutem wzgledem P, wiec na podstawie twierdzenia[3.1]jest jej réwna, co koniczy dowdd.
0

W przypadku stozkowej punktami statymi sg punkty stycznosci stycznych (by¢é moze
zespolonych) poprowadzonych z punktu P do T'.

Twierdzenie 3.6 (Inwolucje stycznych do stozkowej). Niech S oznacza zbior stycznych
do pewnej stozkowej I'. Inwolucja f :' S — S pokrywa sie wtedy z nastepujgcym prze-
ksztatceniem: dla pewnej ustalonej prostej k niech P = x Nk dla x € S. wtedy f(x) jest
drugq styczng z punktu P.

Dowdéd. Zaréwno tresé¢ twierdzenia jak i jego dowdd jest dualng wersja twierdze-
nia 3.5 n

A oto przyktadowe zastosowania powyzszych faktow.

Lemat 3.1. Dana jest prosta p i inwolucja f na niej. Punkt P nie nalezy do prostej p.
Wtedy okregi opisane na trojkgtach PX f(X) dla X € p majg punkt wspélny rézny od
P (lub sqg w tym punkcie styczne).

Dowod. W przypadku gdy f jest symetrig teza jest oczywista - gdy S to srodek
tej symetrii, to wszystkie okregi z tresci przechodza przez odbicie P wzgledem prostej
prostopadtej do p przechodzacej przez S badz sa styczne w S w przypadku, gdy punkt
lezy na tej prostopadte;j.
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W innym wypadku jest f inwersja wiec istnieje punkt 7" spetniajacy dla dowolnych
X, Yep

TX -Tf(X) =TV - Tf(Y)

wigc lezy na osi potegowej tych okregdéw, co oznacza, ze wszystkie okregi z tezy maja
wspolng o$ potegows, co konczy dowdd. O

Lemat 3.2. Dana jest stozkowa I' i wspotliniowe punkty X,Y,Z na niej nie lezgce.
Niech fx oznacza przerzut wzgledem punktu X . Analogicznie definiujemy fy, fz. Wtedy
ztozenie f7 o fy o fx takze jest przerzutem wzgledem punktu leZgcego na prostej XY Z.

Dowdéd. Rozumowanie to bedzie niepetne - nie obejmuje przypadku gdy prosta XY Z
jest styczna do I

Oznaczmy f = fz o fy o fx, a przez P, P’ punkty przeciecia (by¢ moze zespolone)
prostej XY Z z I'. Oczywiscie f jako ztozenie map rzutowych jest mapa rzutowa. Do-

datkowo zachodzi
f(Py=P  f(P)=P

wiec f spelnia zatozenia twierdzenia [3.2] czyli jest inwolucjg. Oczywiscie punkt wzgle-
dem ktérego przerzutem jest f lezy na prostej PP’ = XY Z, co konczy dowdd. O]
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Prawdopodobnie odpowiedni argument powotujacy sie na ciggltos¢ moze uzupetnic
to rozumowanie. Oto drugi

Dowdd. Niech f = fzo fy o fx. Wybierzmy dowolny punkt A € I'. Oznaczmy odpo-
wiednio przez B, C, A’, B, C" drugie punkty przeciecia prostych AX, BY,CZ, A’ X, B'Y
z I'. 7 twierdzenia Pascala dla szesciokata ABCA'B'C’ punkty X,Y, AC' N A'C sa
wspotliniowe, wige Z lezy na prostej AC'. W takim razie f(A) = A’ i f(A') = A dla
dowolnego A, czyli f jest inwolucjg na T'.

Jedli P, P’ to punkty przeciecia prostej XY Z z ' (P = P’ gdy prosta ta jest styczna),
to zachodzi f(P) = P’, wiec punkt wzgledem ktorego f jest przerzutem lezy na proste;
PP = XY Z, co konczy dowdd. O

Lemat 3.3. Inwolucja f przyporzedkowuje kazdej prostej z peku P prostg do niej pro-
stopadtg. Wtedy punktami statymi f sq proste PC i PC.

Dowdd. Bez strat ogdlnosci P = (0,0). Zrzutujmy inwolucje f na prosta x = 1.

Wtedy pary punktow
((1700)7(170)) ((171)’(17_1»

sa parami inwolucji pokrywajacej sie z inwersja o srodku w (1, 0) i potedze —1. Punktami
stalymi tej inwersji sa punkty (1,=+i), co po powrocie na pek P oznacza, ze proste o
nachyleniach 4 sa punktami stalymi f, co byto do pokazania. ]

Uwaga. Prosta prostopadta do prostej o kierunku a ma kierunek —%, wiec teoretycz-
nie powyzszy fakt odpowiada temu, ze rozwiazaniami rownania r = —% sg liczby 4.
Jednak nie jest to petnoprawny dowdd, poniewaz wymagalby on uogodlnienia euklide-
sowskiej prostopadtosci na liczby zespolone, co wydaje sie by¢ paradoksalne i nieintu-
icyjne. Z powyzszych rozwazan wynika miedzy innymi, ze prosta o rownaniu y = ix
jest prostopadla do samej siebie.

Natychmiastowym wnioskiem jest

Twierdzenie 3.7. Inwolucja na prostej nieskoriczonosci, ktdérej punktami stalymi sq
punkty kotowe C,( przyporzgdkowuje kazdemu kierunkow: kierunek prostopadty.

Ponizsza seria zadan prezentuje kilka technik opierajacych sie na faktach z tego
dziatu.

Zadanie 3.1. Dana jest stozkowa I" oraz punkt P na niej. Punkty X, X’ € I" spetniaja
XP 1L X'P. Udowodnic, ze proste X X’ dla r6znych punktow X przecinaja sie w jednym
punkcie.

Dowdd. Oczywiscie przeksztatcenie przyporzadkowujace kazdej prostej PX z peku P
prosta prostopadta jest inwolucja. Po zrzutowaniu jej na I' (mozemy to zrobi¢ na pod-
stawie twierdzenia , otrzymujemy, ze przeksztatcenie I'(X) — I'(X”’) jest inwolucja,
co w polaczeniu z twierdzeniem konczy dowdd. n
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Zadanie 3.2. Dany jest trojkat ABC' z punktem D na prostej BC, a takze dwa okregi
w1 1 wy, styczne do prostej BC, AD i wewnetrznie do okregu opisanego na ABC,
przy czym leza one po tej samej stronie prostej BC' co punkt A. Ich punkty stycznosci
z okregiem opisanym to X i Y. Udowodnié, ze na prostej XY lezy srodek jednoktadnosci
o skali dodatniej przeksztatcajacej okrag wpisany w ABC na okrag opisany na ABC'.

Dowadd. Najpierw udowodnimy, ze proste XY majg punkt wspolny. Niech Fi, Fj
beda punktami stycznosci okregu w; z prostymi AD, BC' i analogicznie Es, Fy. Niech
1,1,1I, to beda srodki, odpowiednio, wq,ws i okregu wpisanego w ABC. Z lematu
Sawayamy proste FyFy, FoF, przecinaja sie w I, co wiecej FrFy L DIy i ExFy | Dls.
To w potaczeniu z faktem, ze proste DI, DI, sg prostopadte, daje I F} L [F5.

Niech érodek tuku BC' niezawierajacy punktu A to M. Rozwazmy jednoktadnosé
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o srodku w X przeksztalcajaca okrag wy w okrag opisany na ABC' - oznaczmy go jako

I' . Jednoktadno$¢ ta przenosi punkt F; na M (styczna w M jest réwnoleglta do BC'),

wiec punkty M, F, X sg wspotliniowe. Analogicznie punkty M, Fy, Y sa wspotliniowe.
Rozwazmy nastepujaca mape

obr. o 90°
—_

['(X)— M(MX)— BC(F))— I(IF,) I(IFy) — BC(Fy) — M(MFy) — T'(Y)

Otrzymujemy, ze przeksztatcenie I'(X) — ['(Y) jest rzutowe, co wiecej, tatwo zauwa-
zy¢, ze jest takze inwolucja, a wiec na podstawie twierdzenia |3.5| wszystkie proste XY
przechodza przez ustalony punkt.

Oznaczmy $rodek jednoktadnosci o skali dodatniej przeksztatcajaca okrag wpisany
na opisany przez S. Wystarczy pokaza¢, ze w przypadkach X = B i X = (' proste
XY przechodzg przez S. Skoro te przypadki sg symetryczne to rozwazymy X = B.
Jeden z okregow degeneruje si¢ do punktu B, natomiast drugi jest styczny do prostych
BC, BA oraz okregu opisanego w Y (niech tym okregiem bedzie wy).

7 twierdzenia Monge’a $rodki jednokladnosci o skali dodatniej przeksztalcajace:
okrag wpisany na opisany (punkt S), okrag wpisany na w; (punkt B) oraz okrag opisany
na w; (punkt Y) sa wspétliniowe, co byto do pokazania. O

W nastepnych dwoch problemach skorzystamy z lematu [3.2]

Zadanie 3.3 (Twierdzenie o motylku). Punkt M jest $rodkiem cieciwy AB okregu w.
Dwie cieciwy PQ, RS przecinajg sie w punkcie M. Oznaczono X = PS N AB oraz
Y = QRN AB. Udowodni¢, ze M jest srodkiem odcinka XY.

Dowdd. Inwolucje umozliwiaja przeprowadzenie nowego dowodu twierdzenia o mo-
tylku. Niech Y’ bedzie takie, ze M jest $rodkiem odcinka XY’. Srodkiem inwolucji
z lematu dla punktéw X, M, Y’ bedzie z symetrii srodek odcinka X, Y’ lub punkt
w nieskonczonosci prostej AB - druga z tych mozliwosci tatwo wykluczy¢. Przerzucajac
punkt S wzgledem X, M, Y’ otrzymujemy kolejno punkty P, @, R'. Na podstawie wcze-
$niejszych obserwacji prosta SR’ przechodzi przez M, wiec R = R’ i co za tym idzie
Y =Y’ co konczy dowdd. ]
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Zadanie 3.4. Dany jest trojkat ABC i okrag na nim opisany €. Srodkowe poprowa-
dzone z punktéow A, B, C' przecinaja €2 po raz drugi w punktach M4, Mg, Mc. Punkty
do nich antypodyczne to kolejno A, B’, C'. Proste HA', HB', HC' przecinaja (2 po raz
drugi w X,Y, Z odpowiednio, gdzie H to ortocentrum ABC. Udowodnié¢, ze tréjkaty
ABC' i XY Z sa perspektywiczne.

Dowdd. Teza lematu [3.2] zastosowanego do punktéw G, O, H gdzie G to érodek ciez-
kosci a O to érodek Q pokazuje, ze pary (A, X), (B,Y),(C,Z) tworza pary inwolucji,
wiec na podstawie twierdzenia [3.5] proste AX, BY, C'Z sa wspotpekowe, czyli trojkaty
te maja srodek perspektywy, co konczy dowod. O

Zadanie 3.5. Niech AB bedzie srednicg okregu S, [ prosta styczna do niego w punkcie
A, natomiast ¢ ustalong dodatnig liczba rzeczywista. Rozwazmy wszystkie takie pary
punktéw X i Y lezacych na [ po przeciwnych stronach punktu A, ze |AX| - |AY] = c.
Proste BX i BY przecinajg S odpowiednio w punktach P i ). Udowodni¢, ze wszystkie
proste P() przechodza przez jeden punkt.

Dowdd. Oczywiscie punkty X, Y sa swoimi obrazami w inwersji o potedze —c, tworza
wiec pary inwolucji na tej prostej. Patrzac na to z perspektywy punktu B otrzymujemy,
ze proste BX, BY tworza pary inwolucji, co po zrzutowaniu na okrag S daje istnienie
inwolucji przeksztalcajacej S(P) — S(Q), co na podstawie twierdzenia konczy do-
wod. Dodatkowo, skoro punkty A, oo tez sg parami inwolucji na prostej [, to szukany
punkt wspélny lezy na prostej AB. O

Zadanie 3.6. Dany jest trojkat ABC, w ktérym ZABC' = 90°. Punkt H jest spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka B. Punkty M i N sg odpowiednio srodkami od-
cinkow AH i C'H. Okrag opisany na tréjkacie ABC przecina po raz drugi proste BM
i BN odpowiednio w punktach P i (). Odcinki AQ i C'P przecinajg sie w punkcie R.
Wykazaé, ze prosta BR przechodzi przez srodek odcinka M N.
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Dowdéd. Oznaczmy X = BRN AC' i niech styczna do okregu opisanego w B przecina
AC w punkcie Y. Chcemy pokazaé, ze punkt X jest Srodkiem odcinka M N.

Skoro proste AQ, PC, BR sa wspOlpekowe, to ich przeciecia z okregiem sg parami
pewnej inwolucji. Rzutujac te inwolucje z punktu B na prosta AC otrzymujemy, ze
pary inwolucji tworza punkty (A, N), (C, M) oraz (X,Y). Punkt H spelnia

1
HA-HC:—HB2:>HA-HN:HC-HM:—iHBQ

wiec inwolucja pokrywa si¢ w dwéch parach z inwersjg o potedze —|H B|?, co pokazuje,
ze sa sobie réwne.

Otrzymujemy HX - HY = —1|HB|* = c. Skoro BY jest styczna, to trojkat Y BO
jest prostokatny (O to érodek okregu opisanego, czyli srodek odcinka AC), z czego
HY -HO = 2¢. Srodek odcinka HO - nazwijmy go X' - spelnia w takim razie HY -H X' =
¢, wiec X = X'

Wystarczy teraz pokazac, ze srodek odcinka M N pokrywa sie ze srodkiem odcinka
HO. Mozna to pokazaé¢ prosto na masach (wpisujac w punkty A, C' masy réwne 1,
a w punkt H mase rowng 2 - wtedy otrzymujemy, ze srodek masy uktadu to zaréwno
srodek M N, jak i srodek OH) lub prosto przeliczy¢ - bez strat ogdlnosci punkty A, H, C
majg odpowiednio wspotrzedne 0, z, 1. Sprowadza sie to wtedy do nastepujacej tozsa-
mosci

0+x 1+x 0+1
y T _THT

2 2
co konczy dowdd. O]

Inwolucje jak wida¢ same w sobie mogg stanowi¢ przydatny instrument, jednak szcze-
gblnego znaczenia nabieraja w potaczeniu z faktami zaprezentowanymi w nastepnym
rozdziale, umozliwiajacymi konstruowanie inwolucji w bardzo ogdlny sposob.
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Rozdziat 4

Inwolucyjne twierdzenie
Desargues’a

Twierdzenie, o ktéorym mowa w tym dziale stato si¢ punktem wyjscia do napisania
tej pracyﬂ. Ma ono szczegodlne znaczenie w kontekscie zaprezentowanym w poprzednim
rozdziale tredci i stanowi mocne narzedzie znajdujace zastosowanie w wielu sytuacjach
geometrycznych o charakterze olimpijskim, pozwalajace na wycigganie nieoczywistych
wnioskow.

4.1 Podstawowa wersja

Zacznijmy od sformulowania tresci twierdzenia.

Twierdzenie 4.1 (Inwolucyjne twierdzenie Desargues’a). Dany jest czworokqt zupeiny
ABCD, stoZkowa na nim opisana I' oraz prosta p nieprzechodzgca przez Zaden z jego
wierzchotkéw. Niech X1 = AB N p, Xy = CD Np i analogicznie Y1 = BC N p, Yy =
DANp oraz Zy = AC Np, Zy = BD N p. Dodatkowo niech T' N p = {Wy, Ws}. Witedy
(W1, Wa), (X1, Xs), (Y1, Y2), (Z1, Zs) tworzq pary inwolucji na prostej p.

Przedstawie kilka dowodow.
Dowdd. Niech f bedzie inwolucja spetniajaca f(W;) = Wy i f(X;) = X, - taka
istnieje na podstawie twierdzenia [3.1] Zachodzi wtedy

(W17W2;X1;Y1) (WlaW27A C)F 2 (W17W2a3/27X2)p

FOWV), f(Wa); f(Ya), f(X2)),
WWL() Xi1)p

Wla W27X17 (}/2))

wiee f(Ys) =Y i analogicznie f(Z2) = Z; co konczy dowdd. O

L Autor, w czasie gdy jego wiedza geometryczna ograniczala si¢ do faktu o sumie katéw w tréjkacie, podczas obozu
w Bielsku-Biatej zostal w ramach meczu matematycznego zobligowany do nauczenia si¢ rozwigzania bazujacego na tym
twierdzeniu. Wrazenie absolutnego niezrozumienia jego tresci w poltaczeniu z duma frazy ,dualne inwolucyjne twierdzenie

Desargues’a” byty jednym z powodéw powstania tego skryptu.
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Dowdd. Udowodnimy, ze przeksztatcenie biorace dowolny punkt P na prostej p i ma-
pujace go na drugie przeciecie stozkowej przechodzacej przez punkty A, B, C, D, P z pro-
sta p jest rzutowe. Wybierzmy punkt P € p i niech P’ bedzie tym drugim przecigciem.
Oznaczmy X = PBNAD,Y = ACNpi Z = BCN XY. Dodatkowo niech P” bedzie
punktem przeciecia prostych DZ i p. Wtedy z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pascala dla szesciokata PBCADP" i prostej XY Z otrzymujemy, ze punkty te leza
na jednej stozkowej, co oznacza, ze P’ = P”. Udalo sie wiec skonstruowaé¢ za pomocg
prostych drugi punkt przeciecia prostej p ze stozkows przez punkty A, B,C, D, P.
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Nastepujace ztozenie map rzutowych

p(P) = AD(X) = BC(Z) = p(P')

pokazuje, ze przeksztatcenie opisane na poczatku dowodu istotnie jest rzutowe. Dodat-
kowo w oczywisty sposob jest ono takze inwolucja.

Stosujac powyzszy wniosek dla punktéw Wi, Xy, Y], Z; na prostej [ i czworokata
ABCD dostajemy teze twierdzenia (suma prostych AB U C'D jest granicznym przy-
padkiem stozkowej przechodzacej przez punkty A, B,C, D dla P = X3). O]

Ostatni z dowodow cechuje sie szczegdlng elegancjaﬂ

Dowdd. Udowodnimy najpierw czesé twierdzenia bez krzywej stozkowej I' (w tej
postaci twierdzenie to mozna spotkaé¢ pod nazwa inwolucyjnego twierdzenia Pappusa).

Niech f bedzie inwolucja spetiajaca f(X;) = Xo 1 f(Y1) = Y5. Oznaczmy 7' =
f(Z1). Wystarczy teraz pokazaé, ze proste X,C,YoA i Z'B sa wspolpekowe. Niech
a1, ap bedg punktami staltymi inwolucji f. Rozwazmy przeksztalcenie rzutowe przeno-
szace punkty oq,as na ¢, (. Funkcja f jest wtedy inwolucja na prostej w nieskoriczo-
nosci, ktoérej punktami statymi sa punkty okregowe, wiec na podstawie twierdzenia |3.7]
przyporzadkowuje ona kazdemu kierunkowi kierunek prostopadty.

Oznacza to, ze po przeksztatceniu prosta C' X jest prostopadta do ABX, prosta AY,
jest prostopadta do prostej BCY; oraz prosta BZ' jest prostopadta do prostej ACZy,
wiec proste C Xy, AYs, BZ' sg wspo6lpekowe w punkcie D - ortocentrum tréjkata ABC.

Doktadajac stozkowa I' widzimy, ze na podstawie twierdzenia przechodzi ona
na hiperbole prostokatna, wigc jej punkty przecigcia z prosta w nieskonczonosci odpo-
wiadaja prostopadtym kierunkom i takze sa parami inwolucji f. ]

Zdegenerowane wersje inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a takze sg prawdziwe.

Twierdzenie 4.2. Dany jest trojkgt ABC, stozkowa na nim opisana I' i prosta p
nieprzechodzgca przez Zaden z jego wierzchotkow. Proste AB, AC, BC' i styczna do T’
w A przecinajg p odpowiednio w X1, Xo, Y1, Ys. Dodatkowo T' Np = {Wy, Wy}. Wtedy
(X1, X2), (Y1,Ys), (Wi, Ws) tworzq pary inwolucji na prostej p.

Twierdzenie 4.3. Dane sq punkty A, B, stoZkowa przez nie przechodzgca €2 i pro-
sta p nieprzechodzgca przez punkty A, B. Prosta AB przecina p w X, a styczne do I’
w A i B przecinajg te prostg w punktach Y1,Ys. Dodatkowo T' N p = {Wq, Wa}. Wtedy
(X, X),(Y1,Ys), Wy, Ws) tworzq pary inwolucji na prostej p.

Oto przyktadowe zastosowania tego twierdzenia.

Zadanie 4.1. Dany jest czworokat wypukly ABCD oraz prosta [. Oznaczono X =
ACUIL X' =BDULY =ABNLY =CDnNnl,Z = ADNI,Z = BC NI. Punkty
XY, Z,72'Y', 7' leza w te]j kolejnosci na prostej [. Udowodnié, ze okregi o srednicach
XX YY' ZZ' maja wspolng o$ potegows.

Dowdd. Na podstawie inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a punkty (X, X'), (Y, Y”),
(Z,7") sa parami pewnej inwolucji na prostej [ (kolejnosé punktéw gwarantuje, ze nie

2Zdaniem autora jest to jedno z najpiekniejszych zastosowan liczb zespolonych w geometrii
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jest to symetria). Z twierdzenia wiemy, ze istnieje punkt 7" € p speliajacy
TX - TX' =TY - TY'=TZ -TZ

wiec ma on réwng potege wzgledem trzech okregdéw z zadania, co w potaczeniu ze
wspotliniowoscig ich srodkéw implikuje teze. O]

Zadanie 4.2. Dany jest trojkat ABC' z okregiem opisanym w o srodku w punkcie
O. Poprowadzono prosta [ przez O, ktora przecina proste BC, AC', AB w punktach
odpowiednio A’, B, C’. Odbicia punktéow A’, B, C" wzgledem O to A”, B"”, C". Pokazaé,
ze proste AA”, BB”, CC" przecinaja sie na okregu w.

Dowdd. Oznaczmy drugi punkt przeciecia w z prostg AA” jako D, a przeciecia tego
okregu z prosta [ jako X, Y. Z inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a otrzymujemy, ze
pary (X,Y), (A, A"),(B',BDNI),(C",CD N1) sa parami pewnej inwolucji. Pokrywa
sie¢ ona w dwoch punktach z symetria wzgledem punktu O, wiec jest jej réwna. Otrzy-
mujemy BD NIl =B"CDNIl=C", cobyto do pokazania. ]

Zadanie 4.3. Dany jest trojkat ABC' i okrag w styczny do prostej BC' i okregu opi-
sanego na ABC, przy czym punkt stycznosci z nim lezy po tej samej stronie pro-
stej BC' co A. Dwusieczna kata ZBAC przecina w w punktach P i Q. Udowodnij, ze
JCBP = 4QBA.

Dowdd. Oznaczmy punkt stycznosci w z okregiem opisanym jako X, a z prostg BC
jako Y. Dodatkowo niech D bedzie przecieciem dwusiecznej wewnetrznej kata ZBAC
z okregiem opisanym. Rozwazajac jednoktadnosé¢ o érodku w X przeksztalcajacg w na
okrag opisany, otrzymujemy, ze punkty X, Y, D sa wspotliniowe.

Niech Z bedzie drugim punktem przeciecia prostej X A z w. Ta sama jednoktadnosé
co wczesniej przeksztalca prostag ZY na AD, co oznacza, ze sg one réwnolegte. Inwo-
lucyjne twierdzenie Desargues’a dla czworokata YY X7, stozkowej na nim opisanej w
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i prostej AD pokazuje, ze punkty pary (P, @), przeciecie stycznej w Y, czyli prostej BC
z AD wraz z A, a takze YZ N AD = cosp wraz z D tworza pary inwolucji.

Po zrzutowaniu tej inwolucji na pek B otrzymujemy, ze proste (BP, BQ), (BA, BC),
(Booap, BD) tworza pary inwolucji. Zauwazmy, ze inwolucja ta pokrywa sie w dwoch
punktach z symetria wzgledem dwusiecznej kata ZABC (proste Booap, BD sa izo-
gonalnie sprzezone w kacie ZABC, podobnie jak proste BA, BC), wiec takze proste
BP, BQ) sa izogonalnie sprzezone w LZABC', co konczy dowdd. m

Zadanie 4.4. Dany jest trojkat ABC' i okrag na nim opisany w o srodku w punkcie O.
Styczne do w w B i C' przecinaja si¢ w T'. Punkt S jest $rodkiem odcinka AT, a prosta
prostopadta do OS przechodzaca przez O przecina bok BC' w P, a styczng do w w A
w punkcie Q. Udowodnié, ze |OP| = |0Q)|.

Dowdd. Oznaczmy przeciecia prostej PQ) z prostymi AB, AC przez X,Y, a z w
przez X', Y’. Inwolucyjne twierdzenie Desargues’a dla czworokata AABC, stozkowej
w 1 prostej PQ pokazuje, ze pary (X', Y"),(P,Q),(X,Y) tworza pary inwolucji. Jesli
teza zachodzi, to widzimy, ze inwolucja ta pokrywa sie z symetria wzgledem punktu O.
Jesli pokazemy, ze O jest érodkiem odcinka XY, to istotnie bedzie ta symetrig z czego
wprost wyniknie teza.

Rozwazmy ztozenie jednoktadnos$é¢ o skali 2cos ZBAC z odbiciem wzgledem dwu-
siecznej kata /BAC'. Znanym jest wzor AH = 2R cos Z/BAC, gdzie H to ortocentrum
ABC', wiec obrazem punktu O w tym przeksztatceniu jest H. Udowodnimy, ze obrazem
punktu S jest punkt M - $rodek odcinka BC.

Skoro proste AT, AM sa izogonalnie sprzezone (AT to symediana), to wystarczy

pokazaé

AM AM
15 =2cos LZBAC <+ AT = cos LZBAC
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Oznaczmy katy wewnetrzne przy wierzchotkach A, B, C' przez a, 3,y odpowiednio. Do-
datkowo niech ZBAT = x. Oczywiscie takze /M AC = x. Z twierdzenia sinuséw w troj-
katach AMC' i AT B otrzymujemy

AM  sinvy AT sin(a+ )
_— T =
CM  sinx otz Br sin x
Po podzieleniu tych rownosci stronami
AM CM -sinvy CM

AT ~ BT -sin(a+p3) 1B

Wystarczy wiec pokazaé, ze $24 = cosa, ale to definicja cosinusa w trojkacie prosto-

TB
katnym BMT.
Nowe sformutowanie zadania po przeksztatceniu wyglada nastepujaco:

Dany jest trojkat ABC', ortocentrum H i $rodek odcinka BC' - M. Prosta prostopadta
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do M H przechodzaca przez H przecina boki AB, AC' tréjkata w punktach P, Q). Chcemy
pokazaé, ze H jest srodkiem odcinka PQ.

Rozwazmy okrag o srednicy BC', nazwijmy go I'. Oczywiscie przechodzi on przez
spodki wysokosci z wierzchotkow B i C| niech beda to E i F. Punkt H jest srodkiem
cieciwy bedacej fragmentem prostej P(Q) okregu ', wiec z twierdzenia o motylku dla
cieciw BE i C'F punkt H jest érodkiem odcinka P@), co byto do pokazania. O

Zdegenerowany przypadek daje natychmiastowy dowdd twierdzenia [I1.15]

Zadanie 4.5. Dana jest stozkowa I', punkt P, jego biegunowa p oraz prosta [ prze-
chodzaca przez P. Oznaczmy przez X,Y przeciecia [ z I', i dodatkowo P' = [ N p.
Udowodnié, ze (P, P"; X,Y) = —1.

U

(P

Dowdd. Oznaczmy punkty przeciecia I' z p jako U, V. Sa to oczywiscie punkty stycz-
nosci prostych stycznych do I' poprowadzonych z P. Inwolucyjne twierdzenie Desar-
gues’a dla czworokata UUV'V, stozkowej T' oraz prostej | pokazuje, ze pary (P, P),
(P',P"),(X,Y) sa parami inwolucji na [. Skoro P, P’, to punkty state otrzymujemy,
ze otrzymana inwolucja jest sprzezeniem harmonicznym wzgledem odcinka PP’, wiec
(P,P; X,Y)=—1, co konczy dowdd. ]

4.2 Posta¢ dualna

W wielu zadaniach olimpijskich przydatniejsza jest dualna wersja tego twierdzenia.

Twierdzenie 4.4 (Dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a). Dany jest czworobok
abed i stozkowa w niego wpisana I'. Niech A, B to przeciecia prostych a,c z prostq d,
C, D to przeciecia prostych a,c z prostqg b oraz E =bNd, F' = aNc. Dany jest punkty
P nie nalezgcy do Zadnego z bokow czworoboku, a PX, PY to styczne do I'. Wtedy
(PA,PC),(PB,PD),(PE,PF),(PX, PY) tworzq pary inwolucji peku P.

Dowdd. Biorac obraz dualny wzgledem I' otrzymujemy tres¢ inwolucyjnego twierdze-
nia Desargues’a. [

Innymi stowy, proste poprowadzone z punktu P do naprzeciwleglych wierzchotkdéw
czworoboku i styczne tworzg pary inwolucji peku P.
Prawdziwe sa takze zdegenerowane wersje:
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Twierdzenie 4.5. Dany jest trojkat ABC, stozkowa w niech wpisana T, styczna do
boku BC' w S i punkt P nienalezqcy do zZadnego z bokéow. Wtedy pary (PB, PC), (PA, PS)
oraz styczne z punktu P do ' tworzq pary inwoluci.

Twierdzenie 4.6. Dane s¢ dwa punkty A, B oraz stozkowa przez nie przechodzgca T'.
Styczne do T z punktow A i@ B przecinajg sie w X . Punkt P lezy poza prostg AB. Wtedy
(PA,PB),(PX,PX) oraz styczne z P do I" sq parami inwolucji.

Sformutujemy najpierw dwa natychmiastowe (i niezwykle przydatne) lematy.

Lemat 4.1. Punkty P,Q oraz R,S sq izogonalnie sprzezone w pewnym kgcie SA.
Wtedy punkty X = PRN QS orazY = PSN QR takze sq izogonalnie sprzezone.

Dowdd. Na podstawie dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a pary pro-
stych (AP, AQ), (AR, AS), (AX, AY) sa parami pewnej inwolucji peku A. Inwolucja ta
pokrywa sie w dwéch punktach z symetrig wzgledem dwusiecznej kata <A, wiec proste
AX, AY takze sg izogonalnie sprzezone w tym kacie, co byto do pokazania. m

Lemat 4.2. Dany jest trojkat ABC' 1 dwie pary punktow P,(Q oraz R, S, takie, Ze proste
AP, AQ i AR, AS sq izotomicznie sprzezone w tym tréjkgcie. Niech X = PRNQS,Y =
PSNQR. Wtedy takze proste AX, AY sq izotomicznie sprzezone w ABC'.

Dowad. Na podstawie dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a pary prostych
(AP, AQ), (AR, AS), (AX, AY) sa parami pewnej inwolucji. Rzutujac te inwolucje na
prosta BC' otrzymujemy, ze odpowiednio (P, Q"), (R, S"), (X', Y’) sa parami inwolucji
na prostej BC'. Pokrywa sie ona w dwoch punktach z symetria wzgledem $rodka od-
cinka BC, wiec takze punkty X', Y’ s w niej swoimi obrazami. Oznacza to, ze proste
AX', AY" sa izotomicznie sprzezone w ABC', co konczy dowdd. O

Uwaga. Bedziemy takze korzysta¢ z rozszerzenia tych lematow: styczne poprowadzone
z punktu A do dowolnej stozkowej wpisanej takze sa izogonalnie\izotomicznie sprzezone.

Dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a umozliwia przeprowadzenie niezwykle
specyficznego dowodu twierdzenia o symedianie.
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Zadanie 4.6 (Twierdzenie o symedianie). Dany jest trojkat ABC' i jego okrag opisany
w. Niech M to s$rodek odcinka BC'. Styczne do w w punktach B i C' przecinaja si¢
w punkcie 7. Udowodnié¢, ze $BAT = <M AC.

Dowdd. Niech D bedzie érodkiem tuku BC' okregu w niezawierajace punktu A. Udo-
wodnimy najpierw, ze okrag wpisany ) w tréjkat BT'C' ma srodek w punkcie D.

Niech Z/BAC = «. Oczywiscie ZTBC = «, a skoro D jest $rodkiem tuku, to
ZDBC = %a, wiec D lezy na dwusiecznej kata T'BC i analogicznie na dwusiecznej
kata T'C'B, wiec jest srodkiem okregu (2.

Dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a dla BMCT, okregu €2 i punktu A po-
kazuje, ze pary (PB,PC),(PM, PT) oraz styczne z A do 2 tworza pary inwolucji.
Pokrywa sie ona w dwoch punktach z symetrig wzgledem prostej AD, wiec takze pro-
ste PM, PT sa swoimi obrazami w tej symetrii, co konczy dowdd. O]

Przejdzmy do zadan prezentujacych mozliwe techniki zwiazane z tym twierdzeniem.

Zadanie 4.7. Dany jest trojkat ABC' i takie dwa punkty PiQ, ze ZABP = LZACQ =
90° oraz L/PAB = ZCAQ przy czym wnetrza trojkatéw ABP i ACQ nie maja punk-
tow wspolnych z trojkatem ABC. Udowodnié¢, ze proste PC' i B(@) przecinaja sie na
wysokosci opuszczonej z wierzchotka A na BC.

Dowdéd. Niech X = PCNBQ i1 A" = PBNCQ. Pary P,Q oraz B, C sg izogonalnie
sprzezone w kacie BAC', wiec na podstawie lematu [4.1) proste AA" i AX sg izogonalnie
sprzezone. Jednak A’ to punkt antypodyczny do A, wiec prosta AX jest wysokoscig
w ABC', co byto do pokazania. n
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Zadanie 4.8. Dany jest trojkat ABC. Okrag przechodzacy przez wierzchotki B, C'
przecina proste AB, AC' w punktach odpowiednio X i Y. Niech punkt P bedzie punktem
przeciecia prostych BY i C' X, a P’ obrazem punktu P w symetrii sSrodkowej wzgledem
srodka odcinka BC'. Udowodnié, ze ZBAP = /P’ AC.

Dowdd. Chcemy udowodnié, ze proste AP, AP’ sa izogonalnie sprzezone w kacie
BAC'. Rozwazmy czworokat BPCP'. Na podstawie lematu [4.1] wystarczy udowodnié, ze
izogonalnie sprzezone sa punkty BPNCP'i BP'NCP - s to punkty w nieskoniczonosci
prostych odpowiednio BP i C'P. Po poprowadzeniu prostych do nich réwnolegtych
przechodzacych przez A widzimy, ze trzeba pokaza¢ rownos¢ ZABY = Z/XCA, ktéra
zachodzi na podstawie cyklicznosci punktow BCY X. n
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Zadanie 4.9. Dany jest czworokat cykliczny ABC D, a jego punktem przecigcia prze-
katnych jest S. X 1Y to rzuty S na, odpowiednio, proste AB i C'D. Punkt @ jest
przecieciem prostych XC' oraz Y B. Udowodni¢, ze SQ L XY.

Dowdéd. Oznaczmy przez P punkt przecigcia prostych AB i CD. Tréjkaty ASB
i CSD sa podobne, a SX i SY to wysokoéci w nich, z czego mamy ¥ XSB = 4CSY.
7 lematu dla czworokata BXY C w kacie X SY otrzymujemy, ze proste SQ) i SP sa
w nim izogonalnie sprzezone, ale punkt P jest antypodyczny do S w trojkacie X.SY,

wiec prosta SQ) jest w nim wysokoscia, co konczy dowdd.

]

Zadanie 4.10. Okrag o $rodku w O jest dopisany do czworokata wypukltego ABC'D,
przy czym prosta AC' przecina ten okrag. Przekatne tego czworokata przecinaja sie w
punkcie F. Prosta przechodzaca przez punkt E i prostopadta do prostej AC' przecina
proste B.S, DS odpowiednio w punktach P i ). Udowodnié¢, ze E jest Srodkiem odcinka

PQ.




Dowaéd. Oznaczmy punkt przeciecia prostej prostopadtej do AC' przechodzacej przez
O z AC jako X. Teza sprowadza si¢ do udowodnienia, ze O(B, D; E, X) = —1. Niech
X' = OX N BD i zrzutujmy dwustosunek na prostg BD, a nastepnie na pek w X.
Teza jest réownowazna X (B, D; E, X') = —1, ale skoro EX 1 XX’ to na podstawie
lematu [1.1| wystarczy pokazaé, ze prosta X X' jest dwusieczng kata Z/BXD. 7 du-
alnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku ztozonego z prostych
AB,BC,CD, DA, stozkowej w niego wpisanej (okregu o érodku w O) i punktu X
otrzymujemy, ze pary (XB,XD),(XA,XC) = (XE,XF) oraz (zespolone) styczne
z X do okregu tworza pary pewnej inwolucji. Jednak inwolucja ta pokrywa sie w dwoch
punktach z symetria wzgledem prostej X X’ (w oczywisty sposob prosta X E przechodzi
na siebie w tej symetrii, dodatkowo, skoro prosta X X’ przechodzi przez srodek okregu
O, to styczne, nawet zespolone, poprowadzone z X beda symetryczne wzgledem prostej
X X'), wiec otrzymujemy, ze takze proste X B, X D sa swoimi obrazami w tej symetrii,
co byto do pokazania. O

Teza nastepnego zadania jest dos¢ znanym faktem.

Zadanie 4.11. Okrag w o $rodku w [ wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do boku
BC w punkcie D. Punkt D’ jest odbiciem D wzgledem I. Prosta AD’ przecina BC
w T. Udowodnié¢, ze BD =TC.

Dowdd. Oznaczmy przez p styczng do okregu wpisanego w D’. Z dualnego inwolucyj-
nego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku zdegenerowanego ABDC', okregu w niego
wpisanego i punktu D’ otrzymujemy, ze (p,p), (D'B, D'C'), (D'A), (D’'D) sa parami in-
wolucji. Po zrzutowaniu na prosta BC otrzymujemy, ze pary tworza punkty (B,C)
i (D,T), a punkt w nieskonczonosci prostej BC' jest punktem statym. Widzimy, ze in-
wolucja ta pokrywa sie w dwdéch punktach z symetria wzgledem $rodka odcinka BC),
wiec takze punkty D, T sg swoimi obrazami w niej, co konczy dowdd. Dodatkowo, pro-
ste przeliczenie na odcinkach stycznych pokazuje, ze punkt T jest punktem stycznosci
okregu dopisanego do prostej BC'. O

84



Zadanie 4.12. Dany jest trojkat ABC, okrag w niego wpisany w i okrag na nim
opisany 2. Z punktu P na €2 poprowadzono styczne do w, ktére ponownie przecinaja €2
w X, Y. Niech E bedzie drugim punktem przeciecia prostej PD z 2, gdzie D to punkt
stycznosci w z prosta BC. Udowodnié, ze proste AE, XY przecinaja si¢ na BC.

Dowadd. 7 dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku zdege-
nerowanego ABDC, okregu w niego wpisanego i punktu P otrzymujemy, ze proste
(PA,PD),(PB, PC) oraz PX, PY tworza pary inwolucji peku P. Po zrzutowaniu jej
na okrag ) otrzymujemy, ze pary (A, F), (B, (), (X,Y) tworza pary inwolucji, wiec na
podstawie twierdzenia[3.5| proste przez nie wyznaczone przecinaja si¢ w jednym punkcie.
O

Zadanie 4.13. Dany jest trojkat ABC. Niech T bedzie punktem stycznosci okregu
opisanego na ABC' i okregu A-dowpisanego wewnetrznie (tzn. stycznego do prostych
AB i BC oraz stycznego wewnetrznie do okregu opisanego). Niech styczne z T' do okregu
wpisanego w ABC' tna okrag opisany w punktach X i Y. Udowodnié¢, ze prosta XY
jest réwnolegta do prostej BC.

Dowadd. Przed przejsciem do zasadniczego dowodu bedziemy potrzebowali dwoch
lematow.

Lemat. Jesli D' to punkt stycznosci okregu A-dopisanego, to zachodzi ¥ BAT = <D'AC.

Wynika to wprost z zastosowania inwersji o $rodku w punkcie A i potedze AB -
AC potaczonej z symetrig wzgledem dwusiecznej kata BAC. Punkty T, D’ sg swoimi
obrazami w niej.

Lemat. Niech A’ to punkt lezgcy na okregu opisanym na tréjkgcie ABC, taki, Ze prosta
AA’ jest réwnolegta do BC. Wtedy punkty T, D, A" sq wspétliniowe.

Wystarczy zauwazy¢, ze w symetrii wzgledem symetralnej odcinka BC' punkt A’
przechodzi na A, D’ na D (na podstawie zadania 4.11]), a punkt 7" na przeciecia prostej
AD' 7 okregiem opisanym (na podstawie weze$niejszego lematu).
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Dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a dla czworoboku zdegenerowanego
ABDC, okregu w niego wpisanego i punktu 7" pokazuje, ze pary prostych (T'A,T'D),
(TB,TC),(TX,TY) sa parami pewnej inwolucji, ktéra po zrzutowaniu na okrag opi-
sany odpowiada istnieniu inwolucji przeksztalcajacej pary (A, A"), (B,C),(X,Y). Na
podstawie twierdzenia [3.5 otrzymujemy, ze proste AA’, BC, XY sg wspdlpekowe, ale
AA’ jest réwnolegta do BC', wiec XY takze, co konczy dowod. O

Zadanie 4.14. Dane sg dwa okregi roztaczne wewnetrznie w i I'. Na w wybrano dwa
punkty, A i B, takie, ze styczne do w przez te punkty tng sie na I' w punkcie P. Na
I' wybrano punkt C. Oznaczmy CANT = {C, M}, CBNT = {C,N}. Niech styczne
do w poprowadzone z C' tng I' w punktach X i Y réznych od C. Udowodnié, ze punkt
przeciecia prostych XY oraz NM znajduje sie na prostej stycznej do I' w P.

Dowdd. 7 dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku zdege-
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nerowanego sktadajacego sie z stycznych do w w punktach A, B, okregu w i punktu C
otrzymujemy, ze istnieje inwolucja peku C' przeksztatcajaca pary (CA,CB), (CP,CP),
(CX,CY), co po zrzutowaniu na 2 pokazuje, ze pary (M,N), (P, P),(X,Y) tworza
pary inwolucji na €2, wiec proste NM, XY przecinaja si¢ na prostej stycznej do 2 w P,
co byto do pokazania. O

Zadanie 4.15. Dany jest trojkat ABC, gdzie AB = AC oraz $rodek boku BC - M. D
to rzut M na bok AB. W tréjkat C'D A wpisano okrag w, styczny do AB w K a do AC
w L. Styczne z punktu M do w przecinaja prosta KL w punktach X i Y. Udowodni¢,
ze czworokat M D XY jest cykliczny.

Dowdéd. Oznaczmy A" = AM N XY, D' = DM N XY i niech N bedzie punktem
stycznosci w z C'D. Udowodnimy, ze punkty M N K sg wspotliniowe. Zachodzi to na
podstawie twierdzenia Menelaosa dla tréjkata DBC:

BM CN DK CN ND
MC ND KB ~ ND CN
7 dualnego inwolucyjnego twierdzenie Desargues’a dla czworoboku zdegenerowanego
ADNC, okregu w i punktu M otrzymujemy, ze pary prostych (M A, MN),(MD, MC),
(MX, MY) tworza pary inwolucji, co po zrzutowaniu na prosta XY pokazuje, ze pary
(A, K), (D' ooxy), (X,Y) sa parami inwolucji. Skoro D’ jest obrazem punktu w nie-
skonczonosdci, to na podstawie twierdzenia |3.3| spelnia

D'X.-DY =DA-DK

-1

co oznacza, ze prosta DM jest osig potegowa okregdéw opisanych na trojkatach M XY
i MA'K, ale skoro $MA'K = 90°, to punkt D lezy na drugim z tych okregéw. Jest wiec
drugim punktem przeciecia tych okregéw, w szczegdlnoscei lezy na okregu opisanym na
trojkacie M XY, co konczy dowdd. O
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Zadanie 4.16. Dany jest rownoramienny trojkat ABC' o podstawie BC oraz punkt [
- Srodek wysokosci poprowadzonej z A. Niech w bedzie okregiem o $érodku w punkcie [
i stycznym do prostych AB i AC. Styczne do w poprowadzone z dowolnie wybranego
punktu X na odcinku BC przecinajg odcinki AB i AC odpowiednio w punktach F i F.
Udowodni¢, ze |AE| = |FC)|.

Dowdd. Oznaczmy przez M, N $rodki odcinkow odpowiednio AB, AC. Niech f be-
dzie przeksztatceniem peku X, ktore kazdej prostej X P w tym peku przyporzadkowuje
prosta X P’, taka, ze P € AB, P’ € AC, ponadto |[MP| = |[NP'| i punktu P, P’ znaj-
duja sie po przeciwnych stronach prostej M N. Latwo przekonaé sie, ze f zachowuje
dwustosunek, wiec jest przeksztatceniem rzutowym. Zauwazmy, ze

F(BC)=XA i f(XA)=BC

wiec na podstawie twierdzenia [3.2] otrzymujemy, ze f jest inwolucja peku X, w szcze-
gélnosci skoro f(AM) = AN to proste (AM, AN) sa para tej inwolucji.

Niech K bedzie $rodkiem odcinka BC'. 7 symetrii czworokat AM KN jest rombem,
a okrag w jest w niego wpisany. Na podstawie dualnego inwolucyjnego twierdzenia De-
sargues’a dla tego czworoboku i punktu X otrzymujemy, ze pary inwolucji tworzg proste
(XM, XN), (XA, XK),(XP, XQ). Latwo spostrzec, ze otrzymana inwolucja pokrywa
sie w dwoch punktach z f, co oznacza, ze takze proste X P, X() sa parg tej inwolucji
i z definicji f otrzymujemy teze zadania. O

Zadanie 4.17. Dany jest trojkat ABC' z okregiem wpisanym w. Z punktu X na okregu
opisanym na trojkacie ABC poprowadzone styczne do w, ktore przecinajg BC w punk-
tach Y, Z. Niech T bedzie punktem stycznosci okregu opisanego i A-dowpisanego we-
wnetrznie. Udowodni¢, ze punkty X, Y, Z, T leza na jednym okregu.

Dowdd. Niech X' = XA N BC i D bedzie punktem stycznosci w z BC'. Dualne in-
wolucyjne twierdzenie Desargues’a dla czworoboku zdegenerowanego ABDC, okregu w
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i punktu X pokazuje, ze proste (XY, XZ7), (XA, XD),(XB,XC) tworza pary inwolu-
cji, co po zrzutowaniu na prosta BC' daje pary (Y, Z2), (X', D), (B, C) pewnej inwolucji
na prostej BC. Z twierdzenia [3.3| wiemy, ze istnieje na BC' punkt O spekiajacy

OY  -0Z=0X"-0D=0B-0C

wiec okregi opisane na tréjkatach XY Z, XX'D, XBC maja wspdlng o$ potegows,
w szczegoOlnosci przecinaja sie w drugim punkcie. Wystarczy w takim razie pokazac, ze
punkty X X' DT sa wspbélokregowe - wyniknie z tego, ze tym drugim punktem wspolnym
jest T

Na podstawie lematu udowodnionego w zadaniu zachodzi YA'TC = ¥BTA
z czego tatwo otrzymaé X' XT = 4 X'DT, co jest réwnowazne zadanej cyklicznogci.
O

Zadanie 4.18. Dany jest trojkat ABC. Wspdlne styczne zewnetrzne do okregdéw opisa-
nego na ABC oraz A-dopisanego przecinaja prosta BC' w punktach X i Y. Udowodni¢,
ve /XAB = ZCAY.

Dowdd. Oznaczmy przeciecie wspélnych stycznych przez P, a punkt stycznosci okregu
dopisanego do prostej BC' jako D. Na podstawie dualnego inwolucyjnego twierdzenia
Desargues’a dla czworoboku zdegenerowanego PX DY, okregu dopisanego (oznaczmy
go przez w) i punktu A otrzymujemy, ze (AB, AC), (AP, AD), (AX, AY) tworza pary
inwolucji.

Chcemy pokazaé, ze inwolucja pokrywa sie z symetrig wzgledem dwusiecznej kata
/BAC, wystarczy wiec pokazaé, ze proste AD, AP sg izogonalnie sprzezone w tym
kacie. Z zadania 4.13| wiemy, ze prosta izogonalna do AD jest AT, gdzie T' jest punk-
tem stycznosci okregu opisanego i dowpisanego. Celem jest udowodnienie, ze punkty
P, A, T sa wspoétliniowe. Jednakze z twierdzenia Monge’a dla okregdéw: dopisanego, do-
wpisanego i opisanego $rodki dodatnich jednoktadnosci je na siebie przeksztatcajace sa
wspotliniowe, a sg to doktadnie punkty P, A, T, co konczy dowdd. O
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Zadanie 4.19. E| Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Wspdlne styczne wewnetrzne

do okregu o érednicy AH, gdzie H - ortocentrum ABC, oraz okregu A-dopisanego
przecinaja prosta BC' w punktach X i Y. Udowodnié, ze |BX| = |YC/.

————

\
\
\
1

D'_.

@

1 \\
~
1 \\
| ..

Dowdéd. Oznaczmy przez L punkt przeciecia stycznych, a przez D punkt stycznosci
okregu dopisanego z BC'. Dodatkowo niech w to okrag wpisany, (2 dopisany, a [" - okrag
o $rednicy AH. Jednoktadnos¢ o $rodku w L przeksztalcajaca okrag 2 na I' przenosi
punkt H na D, w szczeg6lnosci punkty H, L, D sa wspoétliniowe. Dualne inwolucyjne
twierdzenie Desargues’a dla czworoboku ABDC, okregu () i punktu L pokazuje po
zrzutowaniu na prosta BC, ze punkty (X,Y),(B,C), (AL N BC, D) sa parami pewnej
inwolucji. Chcemy udowodnié, ze inwolucja ta to symetria wzgledem $rodka odcinka

3To jest zadanie, ktére autor mial na mysli we wstepie do tego rozdziatu.
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BC. Wystarczy wiec wykazaé, ze AL N BC jest punktem stycznosci BC' z w (punkty
stycznosci okregu wpisanego i dopisanego sa symetryczne wzgledem tego $rodka).
Jednoktadnosé o skali ujemnej przeksztalcajaca I na w (niech jej srodek do S) prze-
ksztalca A na punkt stycznosci w z BC' - oznaczmy ten punkt przez D’. Oczywiscie
punkty A, S, D’ sa wspotliniowe. Wystarczy w takim razie wykazaé, ze punkt S lezy
na prostej AL. Jednak z twierdzenia Monge’a srodek jednoktadnosci o skali dodatniej
przeksztatcajacej w na Q (punkt A), $rodek jednoktadnosci o skali ujemnej przeksztal-
cajacy I' na Q (punkt L) i srodek jednokladnosci o skali ujemnej przeksztalcajacej w
na I' (punkt S) sa wspotliniowe, co konczy dowdd. O

Zadanie 4.20. Dany jest czworokat ABCD i punkty P, Q, R, S lezace odpowiednio na
bokach AB, BC,CD, DA. Punkt przeciecia PR z Q)S to O. Udowodni¢, ze jezeli w czwo-
rokaty APOS, BPOQ,CQOR, DSOP mozna wpisa¢ okregi, to proste PQ,AC, RS
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Dowdéd. Oznaczmy okregi wpisane dane w zadaniu kolejno przez wi, ws.ws, wy. Udo-
wodnimy na poczatek, ze w czworokat ABC'D mozna wpisaé okrag. Niech T, oznacza
dtugosc¢ stycznej z punktu 7' do okregu w. Chcemy udowodnié, ze

‘AB‘ + ‘CD| = |BC| + |DA| — Pw1 +Pw2 +Rw3 +Rw4 = sz +Qw3 +Sw4 +Sw1

co po zapisaniu P, + P,, = O,, + O,, 1 analogicznie dla pozostatych punktow jest
rownowazne
Ow1 + Owg + Owg + Ow4 = Owg + OoJ3 + Ow4 + Owl

czyli istotnie w ABC'D da sie wpisa¢ okrag - oznaczmy go przez w.

Niech X bedzie punktem przeciecia stycznych zewnetrznych do w; i ws. Wtedy na
podstawie twierdzenia Monge’a dla okregoéw wy,ws i w $rodki jednoktadnosci o skalach
dodatnich przeksztalcajace je na siebie nawzajem, czyli punkty A, C, X sa wspotiniowe.

Oznaczmy przez f inwolucje peku X, ktéra przeksztatca prostg XO na X AC oraz
wspolne styczne zewnetrzne w; i wsy na siebie. Dualne inwolucyjne twierdzenie Desar-
gues’a dla czworoboku APOS, okregu w; i punktu X pokazuje, ze istnieje inwolucja,
ktérej parami sa (XO, X A), (X P, XS) oraz styczne. Skoro pokrywa si¢ ona w dwdch
punktach z f otrzymujemy, Ze sa one sobie réwne, co oznacza, ze (AP, AS) tworzy pare
tej inwolucji. Analogicznie dla czworoboku C'RQO i okregu ws otrzymujemy, ze para
tej inwolucji sa takze proste (XQ, X R).

Teraz z dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku SRPQ
i punktu X otrzymujemy, ze pary pewnej inwolucji tworza proste (X P, X.S), (X@Q, X R),
a takze prosta XO z prosta przechodzaca przez punkt przeciecia prostych PQ) i RS.
Jednakze ta inwolucja takze pokrywa sie w dwoch punktach z f, a wiemy, ze obrazem
prostej XO w niej jest prosta ACX, z czego wynika, ze punkt przeciecia prostych PQ
i RS lezy na prostej AC, co bylo do pokazania. n

Warto takze zapoznac si¢ z drugim dowodem, nie korzystajacym z obserwacji, ze
w czworokat ABC'D mozna wpisaé okrag.
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Dowdd. Oznaczmy przez X punkt przecigcia wspoélnych stycznych zewnetrznych wy
i ws. Dodatkowo zdefiniujmy 7' = ABNQS,V = BCNPR,Y = CDNQS,Z = ADNPR.
7 twierdzenia Monge’a dla okregéw odpowiednio wy,ws,ws 1 Wi, ws, wy otrzymujemy, ze
trojki punktow TV, X oraz Y, Z, X sa wspotliniowe.

Niech f bedzie inwolucja peku X, w ktérej pary tworza styczne do wy i w3 oraz pro-
ste XVT i1 XY Z. 7 dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku
APOS, okregu wy i punktu X otrzymujemy, ze proste (X P, X S), (XO, X A) takze two-
rza pary f. Analogicznie dla czworoboku C'ROQ i okregu ws otrzymujemy, ze proste
(XQ,XR), (X0, XCO) takze sa parami f, w szczegdlnosci XA = X, czyli X lezy na
prostej AC.

Niech N = PQ N RS. Dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a dla czworoboku
PQSRipunktu X pokazuje, ze para f sa takze proste (XO, X N), z czego otrzymujemy
XN = AC, co konczy dowdd. O

Zadanie 4.21. W trojkacie ABC, M4, Mg, M¢ to srodki odpowiednio odcinkéw BC,
CA,AB, a w to okrag wpisany. Proste styczna z M4 do w rézna od BC' przecina
prosta MpMe w punkcie X. Udowodnié¢, ze punkty X, Y, Z sg wspotliniowe, gdzie Y, Z
definiujemy analogicznie.

Dowdd. Niech punkt przeciecia prostych McZ, MY to T. Z dualnego inwolucyjnego
twierdzenia Desargues’a dla czworoboku ztozonego z prostych AB, AC, McZ, MY,
okregu w niego wpisanego w i punktu M, otrzymujemy, po zrzutowaniu na prosta
MpMc =1, ze punkty (Mg, M¢), (AMsNL, TMsN1), (X, 00;) to pary pewnej inwolucji
f. Oczywiscie AM4 N1 to M - srodek odcinka MpgMc. Otrzymujemy

—1 = (Mg, Mg; M, 00,) £ (Mg, Mp; TMA N1, X)
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Oznaczmy X' = Y ZNl. Z twierdzenia[l.4] dla czworokata M4 MpgT Mo otrzymujemy
(Me, Mp; TMsnN1l, X") = —1, z czego wynika X’ = X, co konczy dowdd. O

Uwaga. Warto zauwazy¢, ze w tym dowodzie korzystaliSmy jedynie z tego, ze prosta
MpMe =1 jest réwnolegta do BC', pokazany zostat zatem znacznie ogdlniejszy fakt.

Zadanie 4.22. Dane sa dwa tréjkaty ostrokatne ABC' i DEF wpisane w okrag §2
o wspolnym ortocentrum H, takie, ze szesciokat AFBDCE jest wypukly. Proste DE
i DF przecinaja BC odpowiednio w X i Y. Udowodnié, ze odbicie symetryczne H
wzgledem prostej BC', X, Y i D sa wspotokregowe.

Dowdd. Niech O bedzie $rodkiem okregu €2, a H' oznacza odbicie punktu H wzgledem
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BC'. Oznaczmy przez £ zbiér punktéw X spetniajacych |OX| + |HX| = R. Zbiér ten
jest elipsa o ogniskach w O i H oraz wpisang w trojkaty ABC i DEF. Nietrudno
pokazaé, ze H' lezy na Q, ponadto M = OH' N BC jest punktem stycznosci £ z BC.

7 dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku zdegenerowanego
ABMC, elipsy £ w niego wpisanej oraz punktu D otrzymujemy po zrzutowaniu na pro-
sta BC, ze punkty (B,C), (X,Y),(AD N BC, M) tworza pary inwolucji. Na podstawie
twierdzenia istnieje punkt @) na prostej BC speliajacy

QB-QU=QX QY =QN-QM

gdzie N = ADNBC, wiec okregi opisane na okregach DBC, DXY, DN M maja wspolng
o$ potegowa, w szczego6lnosci maja drugi punkt wspolny. Wystarczy wiec pokazaé, ze
okrag opisany na trojkacie DM N przechodzi przez H'. Proste przeliczenie na katach
pokazuje jednak, ze $BMH' = SADH', co konczy dowdd. ]
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Rozdziatl 5

O sprzezeniu harmonicznym
i czworokacie zupelnym

W tym rozdziale umieszczone sa wszelkie wyniki dotyczace wlasnosci sprzezenia
harmonicznego punktu wzgledem czworokata zupetlnego (w szczegdlnosci jego istnienia),
a takze kilka interesujacych spostrzezen wynikajacych z badania pewnych szczegdlnych
konfiguracji. Prezentowane sg one w tym miejscu ze wzgledu na charakter dowodow
(korzystaja one z wigkszosci materiatu zawartego w tej pracy), a takze konwencji, ktéra
nie pozwalata w odpowiedni sposob oméwi¢ ich wezesnie;j.

5.1 Sprzezenie harmoniczne punktu wzgledem czworokata zu-
peitnego

Zacznijmy od twierdzenia:

Twierdzenie 5.1. Dany jest czworokgt ABCD. Niech X bedzie punktem przeciecia
prostych AC i BD, Y prostych AB i CD, a Z prostych BC i DA. Punkt P jest
dowolnym punktem réinym od X,Y, Z. Prosta x peku X spetnia (AC, BD; X P, z) = —1.
Analogicznie definiujemy proste y i z. Wtedy x,y, z s¢ wspotpekowe.

Dowdd. Gdy punkt P lezy na jednej z bokow to teza jest oczywista. Jesli bokiem
tym jest AB, to punkt P lezy na nim i spelia (A, B; P, P) = —1 i z definicji lezy na
wszystkich prostych z tezy. Przejdzmy teraz do przypadku ogdélnego. Ustalmy prosta
p przechodzaca przez X i ruszajmy po niej punktem P. W wyniku tego ustalona jest
takze prosta x. Nastepujace mapy sa rzutowe:

p(P) =Y (Y P)—Y(y) —x(zNy)

oraz

p(P)— Z(ZP)— Z(z) — xz(x N 2)

gdzie rzutowos¢ drugich przeksztatcen wynika z rzutowosci operacji brania sprzezenia
harmonicznego do prostej w peku wzgledem ustalonych dwéch prostych (w tym przy-

padku sa to odpowiednie boki czworokata). Skoro przeksztatcenie z(z Ny) — z(z N z)
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jest rzutowe, to by udowodni¢, ze jest identycznoscig wystarczy pokazaé to w trzech
punktach.

Niech p przecina AB w Q. Prosta y jest w tym przypadku bok AB, wiec zNy = @,
gdzie Q' spelia (A, B;Q, Q") = —1. Z definicji prosta z spelia (ZA, ZB; ZQ), z) = —1,
co po zrzutowaniu na AB implikuje z N AB = zNx = @', wiec w tym przypadku
teza zostata udowodniona. Analogiczne rozumowanie przeprowadzone dla pozostatych
punktéw przeciecia prostej p z bokami czworokata konczy dowod. O

Umozliwia ono zdefiniowanie pojecia z tematu tej czesci.

Definicja 5.1. Punkt wspolny prostych w tezie twierdzenia 5.1 nazywamy sprzezeniem
harmonicznym punktu P wzgledem czworokata ABCD i oznaczamy P.

Okazuje sie, ze powyzszy koncept dobrze wiaze sie z inwolucyjnym twierdzeniem
Desargues’a. Przyjrzyjmy sie kilku wlasno$ciom.

Twierdzenie 5.2. Sprzezenie harmoniczne jest dobrze zdefiniowane dla kazdego punktu
poza punktami przekgtniowymi czworokgta. Co wigcej, operacja przyporzqdkowujgca
punktowi X punkt X jest bijekcjqg punktow plaszczyzny rzutowej bez przekgtnych czwo-
rokqgta.

Dowdd. Pierwsza czes¢ wynika wprost z dowodu twierdzenia [5.1} By przekonac sig
o prawdziwosci drugiej, wystarczy zauwazy¢, ze P = @) oraz P # () tylko wtedy, gdy
P, Q) leza na jednej przekatnej czworokata zupelego. O]

Twierdzenie 5.3. Jedynymi punktami stalymi przeksztalcenia () sq wierzchotki czwo-
rokgta.

Dowéd. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu [5.1] i nie wprost zatézmy, ze dla
pewnego P rézmego od A, B,C, D zachodzi P = P. wtedy (AC, BD; XP, XP) = —1,
z czego wynika, ze P lezy na jednej z prostych AC, BD. Analogiczny argument dla
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punktow przekatniowych Y i Z pokazuje, ze P nalezy do trzech bokéw czworokata, a to
zachodzi jedynie gdy jest jednym z jego wierzchotkéw i sprzeczno$é konczy dowod. [

Twierdzenie 5.4. Obrazem prostej k nieprzechodzqcej przez Zaden z punktow przekqt-
niowych w sprzezeniu harmonicznym jest stozkowa przez nie przechodzgca.

Dowéd. Wybierzmy cztery punkty Py, P, P5, P, na prostej k, przy czym punkty
Py, Py, P3 leza odpowiednio blisko prostych XY, Y Z, ZX. Oczywiscie skoro branie pro-
stej harmonicznie sprzezonej w peku wzgledem danej pary zachowuje dwustosunek (od-
powiada to po zrzutowaniu braniu sprzezenia wzgledem ustalonego odcinka na prostej),
to zachodzi

X(E;EaEaE) :X(P17P2;P37P4) - (PlaPQ;P3;P4)k

i analogicznie dla punktéw Y i Z, a skoro punkty Pp, P, P3 nie sa wspotliniowe (na
podstawie ciggtosci i zalozenia o nich sie blisko odpowiednio punktow Z, XY, ktore
nie sg wspolliniowe), to obrazem krzywej na pewno nie jest prosta, wiec na podsta-
wie twierdzenia [I.10] punkty X,Y, Z, Py, P», P, P, leza na jednej stozkowej, co konczy
dowod. O

Szczegoblnie ciekawy jest przypadek gdy prosta k jest prosta w nieskonczonosci. Oka-
zuje sie wtedy, ze punkty X, Y, Z wraz ze sSrodkami odcinkow AB, BC,CD, DA, AC, BD
leza na jednej stozkowe;j.

Patrzac na powyzszy fakt, od razu nasuwa sie podobienstwo z twierdzeniem [1.10
dotyczacym obrazu prostej w izogonalnym sprzezeniu, czy jego analogiem zwiazanym
z izotomicznym sprzezeniem. Podobienstwo to okazuje sie nieprzypadkowe.

Rozwazmy tréjkat ABC iniech I, 14, Ig, Ic beda $rodkami okregéw wpisanych i do-
pisanych znajdujacych si¢ naprzeciw odpowiednich wierzchotkéw. Wybierzmy dowolny
punkt P na ptaszczyznie rézny od A, B, C. Zastanéwmy sie co jest jego harmonicznym
sprzezeniem wzgledem czworokata I141glc.
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Skoro A = 11, N Iglc oraz 114 L Igl., to na podstawie lematu prostg harmo-
nicznie sprezona do AP bedzie jej obraz w symetrii wzgledem I7,. Rozumujac analo-
gicznie dla pozostatych wierzchotkéw trojkata otrzymujemy, ze sprzezenie harmoniczne
P wzgledem [14, I, [ pokrywa sie ze sprzezeniem izogonalnym w trojkacie ABC.

Ponadto, skoro kazde dwa czworokaty sa sobie rzutowo réwnowazne, to wnioskiem
7 powyzszych rozwazan jest

Obserwacja 5.1. Istnienie harmonicznego sprzezenia jest rownowazne istnieniu izogo-
nalnego sprzezenia.

Obrazem prostej w nieskonczonosci w przeksztatceniu () w powyzszej konfiguracji
okazuje sie by¢ okrag opisany na trojkacie ABC' lub (inaczej) okrag Eulera tréjkata
IrIglc.

W przypadku izotomicznego sprzezenia mozemy wyciggna¢ analogiczny wniosek.
W tréjkacie ABC niech A’, B',C" beda odbiciami odpowiednich wierzchotkéw wzgle-
dem Srodkéw naprzeciwlegtych bokéw. Dodatkowo niech G bedzie srodkiem ciezkosci
trojkata ABC.

Rozwazmy harmoniczne sprzezenie punktu X wzgledem czworokata A’B'C'G, kt6-
rego punktami wierzchotkowymi sg wierzchotki wyjsciowego trojkata. Rownosé

(B'C', AG; AX, AX) = —1

po zrzutowaniu na prosta BC pokazuje, ze punkty przeciecia AX, AX z tg prosty sa
symetryczne wzgledem srodka odcinka BC'. Analogiczne rozumowanie przeprowadzone
dla pozostatych wierzchotkéw pokazuje, ze sprzezenie harmoniczne punktu w czworo-
kacie A'B'C'G jest izotomicznym sprzezeniem w trojkacie ABC. Wnioskiem jest

Obserwacja 5.2. Istnienie harmonicznego sprzezenia jest rownowazne istnieniu izoto-
micznego sprzezenia.

Widzimy zatem, ze harmoniczne sprzezenie jest swego rodzaju uogdlnieniem, zawie-
rajacym w sobie zaréwno pojecie izogonalnej jak i izotomicznej relacji miedzy punktami.
To nie koniec ciekawych wlasnoéci. Oznaczmy przez F obraz figury F w sprzezeniu
harmonicznym (to znaczy, zbiér punktoéw harmonicznie sprzezonych do punktéw figury

F).

Twierdzenie 5.5. Niech I' bedzie stozkowq przechodzqceg przez punkty A, CY, Z czwo-
rokqta zupetnego. Wtedy I' =T".

Dowdd. Wybierzmy punkt P naT"iniech P’ na tej stozkowej spetnia Y(A,C; P, P') =
—1. Latwo widaé, ze przeksztatcenie T'(P) — I'(P’) jest inwolucja (gdyz je to przeksztal-
cenie Y (Y P) — Y (Y P’) zrzutowane na I'). Co wiecej, punkty A, C' sa punktami statymi
tej inwolucji, wiec inwolucja ta pokrywa sie z przerzutem przez S, gdzie S jest prze-
cieciem stycznych do I' w A i C. Analogiczne inwolucja skonstruowana dla punktu Z

pokazuje, ze sa one jednakowe. Z definicji tych przeksztalcen otrzymujemy jednak, ze
P" = P co konczy dowdd. ]
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Uwaga. Powyzszy wniosek jest szczegdlnie ciekawy w kontekscie konstrukeji, ktéra zo-
stata wykorzystana do pokazania réwnowaznosci miedzy harmonicznym a izogonalnym
sprzezeniem. Wystarczy przyja¢ za [ okrag opisany na punktach B, C| I, I¢.

W kontekscie inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a niezwykle istotna jest ponizsza
wlasnosc.

Twierdzenie 5.6. Para punktéw harmonicznie sprzezonych wzgledem czworokgta jest
punktami statymi inwolucji indukowanej przez ten czworokqt na prostej przez nie wy-
znaczonej.

Dowéd. wybierzmy P i niech p = PP. Punkty P, P spelniaja
(P,P;pn AC,pN BD) = —1

(P,P;pNn AB,pNnCD) = —1
(P,P;pNn BC,pN DA) = —1

z czego otrzymujemy, ze inwolucja indukowana na p przez czworokat ABC'D pokrywa
sie ze sprzezeniem harmonicznym wzgledem odcinka PP, co byto do pokazania. O

Warto w zwiazku z powyzszym blizej przyjrzec sie punktom statym inwolucji. Z twier-
dzenia wiemy, ze dla kazdej prostej istnieja punkty stalte (by¢ moze zespolone) in-
wolucji indukowanej przez czworokat. Dodatkowo zachodzi

Twierdzenie 5.7. Dia kazdego peku istnieje dokladnie jedna prosta do niego nalezgca,
na ktorej Srodek peku jest punktem statym inwolucji indukowanej prze czworokqt.

Dowdd. Punkt na prostej jest punktem stalym inwolucji indukowanej przez czwo-
rokat wtedy i tylko wtedy gdy przechodzaca przez wierzchotki czworokata i ten punkt
stozkowa jest styczna do prostej. Jednakze istnieje tylko jedna styczna do stozkowej
w danym punkcie, co konczy dowod. n
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Wnhioskiem z powyzszego jest fakt, ze kazdy punkt jest punktem stalym inwolucji
zadawanej przez czworokat dla doktadnie jednej prostej przez niego przechodzacej, co
wiecej, na podstawie twierdzenia[5.6]jest to prosta przechodzaca przez jego harmoniczne
sprzezenie wzgledem tego czworokata.

Obserwacje te, w polaczeniu z wczesniej wspomnianym faktem méwiacym o tym,
ze dla kazdej prostej istnieja punkty state inwolucji zadanej na niej przez czworokat
prowadzi do ciekawego wniosku:

Twierdzenie 5.8. Proste wyznaczane przez punkty i ich sprzezenia harmoniczne two-
rzq wszystkie proste na plaszczyinie rzutowej, z wyjgtkiem tych nalezgcych do pekow
o srodkach w punktach przekgtniowych i wierzchotkach czworokgta.

Postaé¢ dualna sprzezenia harmonicznego
Zacznijmy od samego twierdzenia

Twierdzenie 5.9. Dany jest czworobok sktadajocy sie z prostych AB, BC,CD,DA,
przy czym proste AB,C'D przecinajg sie w E, a proste BC, DA w F. Prosta p rézna
od przekgtnych tego czworoboku przecina je, kolejno AC, BD, EF, w punktach X,Y, Z.
Niech X' spetnia (A,C; X, X") = —1 i analogicznie definiujemy Y’ Z'. Wtedy punkty
XY, Z" sq wspotliniowe.

Dowad. Jest to dualny fakt do twierdzenia m

Powyzsze twierdzenie pozwala zdefiniowac:

Definicja 5.2. Prosta z twierdzenia [5.9| nazywamy prosta harmonicznie sprzezona do
p wzgledem czworoboku i oznaczamy p.
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Jednym z ciekawszych natychmiastowych wnioskéw jest

Twierdzenie 5.10 (Prosta Gaussa-Newtona). Srodki przekgtnych czworoboku zupet-
nego lezqg na jednej prostej, zwanej prostq Gaussa-Newtona.

Dowdd. Jest to wniosek z twierdzenia [5.9] gdzie za prosta p przyjmujemy prosta
w nieskonczono$ci. O]

Koncept sprzezenia harmonicznego wzgledem czworokata i czworoboku zupetnego
plynnie taczy ze soba takie fakty jak istnienie prostej Gaussa-Newtona i izogonalnego
czy izotomicznego sprzezenia, pokazujac jednoczes$nie, ze sa to rzeczy wzajemnie sobie
rOwnowazne.

Oczywiscie harmoniczne sprzezenie prostej bedzie miato analogiczne, dualne, wta-
snosci co sprzezenie harmoniczne punktu.

Twierdzenie 5.11. Sprzezenie harmoniczne jest dobrze zdefiniowane dla kazdej prostej
poza przekgtnymi czworoboku. Co wiecej, operacja przyporzgdkowujgca prostej x prostq
T jest bijekcjqg prostych plaszczyzny rzutowej bez pekow w punktach przekgtniowych.

Twierdzenie 5.12. Jedynymi prostymi statymi przeksztalcenia () sq boki czworoboku.

Twierdzenie 5.13. Obrazem peku o srodku nienalezZgcym do zZadnej z przekgtnych jest
zbior stycznych do stozkowej stycznej do przekgtnych czworoboku.

Twierdzenie 5.14. Prosta i jej harmoniczne sprzezenie sq punktami statymi inwolucyi
peku o $rodku w punkcie ich przeciecia indukowanej przez czworobok.

Twierdzenie 5.15. Punkty wyznaczane przez przeciecia prostych i ich harmonicznych
sprzezen tworzq calq plaszczyzne rzutowq z wyjgtkiem przekgtnych @ bokow czworoboku.
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5.2 Czworokat i czworobok zupeiny

Impulsem do rozwazan przedstawionych w tej czesci byto nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.16. Gdy w czworobok zupelny mozna wpisaé okrgg, wtedy jego Srodek
lezy na proste; Gaussa-Newtona tego czworoboku.

Autor czul wewnetrzny sprzeciw wobec dowodow tego twierdzenia jakie poznat. Te
najbardziej znane opieraja si¢ na liczeniu pél [8]. Jest to o tyle dziwne, ze twierdzenie
ma dos¢ rzutowy charakter, a przyjeta technika dowodowa jest do niego w pierwszym
odczuciu nieprzystajaca. W trakcie pisania tego skryptu okazato sie, iz metody w nim
uzyskane umozliwiaja udowodnienie tego twierdzenie w niezalezny - i znacznie ogolniej-
SZy - Sposob.

Po pierwsze warto zauwazy¢, ze elipse wpisang w czworobok mozemy przeprowa-
dzi¢ przeksztatceniem afinicznym na okrag wpisany w czworobok zachowujgc zaréwno
zatozenia jak i teze, skad pojawia sie pomyst na uogdlnienie:

Twierdzenie 5.17. Zbior srodkow stozkowych stycznych do bokow czworoboku tworzy
jego prostg Gaussa-Newtona lub jest jednym punktem.

Co wiecej, traktujac $rodek stozkowej jako biegun prostej w nieskonczonosci mozemy
za pomocy przeksztatcenia rzutowego teze uogolnic jeszcze bardziej:

Twierdzenie 5.18. Zbior biequnow ustalonej prostej wzgledem stozkowych stycznych
do bokow czworoboku tworzy prostg lub jest jednym punktem.

Owo lub wynika z mozliwosci zdegenerowanego przypadku gdy ustalona prosta jest
jednoczesnie przekatng czworoboku. Wtedy niezaleznie od stozkowej w niego wpisanej
biegunem bedzie naprzeciwlegty punkt wierzchotkowy. Dodatkowo odrzucamy takze
zdegenerowany przypadek kiedy ustalona prosta jest jednoczesnie bokiem czworoboku.
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W celu dowodu powyzszego twierdzenia postuzymy si¢ jego rownowaznym, dualnym
sformutowaniem:

Twierdzenie 5.19. Biegunowe ustalonego punkty réznego od wierzchotkow czworokqta
wzgledem stozkowych na nim opisanych tworzq pek lub sq jedng prostg.

Dowad. Przypadek gdy punkt z zalozen jest punktem wierzchotkowym jest oczywisty.
Gdy nim nie jest, udowodnimy, ze bieguny ustalonego punktu (nazwijmy go P) tworza
pek - gdziezby indziej - w jego sprzezeniu harmonicznym P wzgledem czworokata.

Wybierzmy dowolng stozkowa I' opisang na czworokacie z tezy. Z inwolucyjnego
twierdzenia Desargues’a dla prostej k = PP, tego czworokata i stozkowej I' otrzy-
mujemy, ze punkty I' Nk = {W;, Ws} sa parami inwolucji indukowanej na prostej k
przez czworokat. Jednakze z twierdzenia wiemy, ze punkty PP sa punktami stalymi
tej inwolucji, zachodzi takim razie (Wi, Wy; P, P) = —1, czyli na podstawie wlasnosci
biegunowych (twierdzenie otrzymujemy, ze biegunowa punktu P wzgledem I" prze-

chodzi przez P, co ze wzgledu na dowolnos¢ I' konczy te czes¢ dowodu.

Przeprowadzenie rozumowania w druga strone przebiega nastepujaco: wybierzmy
dowolng prosta k z peku w P. Niech wierzchotki czworokata to A, B, C, D. Mozemy
zalozyé, ze prosta PA nie jest bokiem czworokata (w przeciwnym wypadku wystarczy
wybra¢ zamiast A inny wierzchotek) istnieje wtedy taki punkt A’ na prostej PA spel-
niajacy (A, A'; P.kNPA) = —1. Wtedy k jest biegunowa punktu P wzgledem stozkowej
opisanej na punktach A, B,C, D, A’, co byto do pokazania. O

Oczywiscie wezesdniej sformutowane twierdzenia na podstawie wspomnianej roéwno-
waznosci takze sg prawdziwe. Taki dowdd, zaréwno ze wzgledu na ogdlnosé tezy, ale
takze sposob rozumowania wydaje sie znacznie bardziej satysfakcjonujacy. Ujecie tego
w powyzszy sposob nadaje temu twierdzeniu znacznie szerszy kontekst, w duzo wick-
szym stopniu wyjasnia dlaczego zachodzi, w odréznieniu od - zdaniem autora tej pracy
nieintuicyjnemu - rozwigzaniu polegajacym na przeliczaniu pél, ktorego nie da si¢ uogél-
ni¢ wprost do postaci zaprezentowanej w tej czesci.
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Warto zauwazy¢, ze z powyzszego faktu mozna niezaleznie sformutowaé twierdzenie
o istnieniu prostej Gaussa-Newtona - wystarczy potraktowaé¢ przekatne czworoboku
jako zdegenerowane elipsy styczne do wszystkich jego bokéw - ich srodki to wtasnie
srodki przekatnych wystepujace w twierdzeniu.

Dowod twierdzenia[5.16|mozna na podstawie powyzszego przeprowadzi¢ nastepujaco:

Dowadd. Oznaczmy przez k prosta Gaussa-Newtona czworoboku, a przez [, prosta
w nieskonczonosci. Dodatkowo niech X bedzie punktem w nieskonczonosci prostej k.
Na podstawie dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla czworoboku, okregu
w niego wpisanego i punktu X styczne do okregu wpisanego rownolegle do k sa para
inwolucji, ktérej prostymi statymi z twierdzenia sa proste k i ly (z wezedniejszych
obserwacji wynika, ze sa one swoimi harmonicznymi sprzezeniami), wiec styczne te
sg rownoodlegte od k, w szczegdlnosci k przechodzi przez srodek okregu, co byto do
pokazania. O

Taki dowod wydaje si¢ mie¢ znacznie wiecej sensu niz te oparte na liczeniu pol.

W dalszej czesci zajmiemy sie zagadnieniem analogicznym. Twierdzenie [5.19] méwi
nam o tym, co tworzg biegunowe ustalonego punktu wzgledem stozkowych opisanych na
danym czworokacie. Nastepne twierdzenie mowi o tym, co w przypadku gdy ustalonym
obiektem jest prosta (warto zwroci¢ uwage na fakt, ze nie jest to zagadnienie dualne).

Twierdzenie 5.20. Zbior biegunow ustalonej prostej wzgledem stozkowych opisanych
na danym czworokgcie tworzy krzywq stozkowq lub jest jednym punktem lub jest prostq.

Dowadd. Zauwazmy, ze w przypadku gdy ustalong prostg jest jedna z przekatnych
czworokata, to niezaleznie od wyboru stozkowej jej biegunem jest przeciwlegty do tej
prostej punkt przekatniowy. Sytuacja ta odpowiada wiec drugiej czesci twierdzenia.

Udowodnimy, ze w przypadku gdy ustalong jest prosta przechodzaca przez punkt
przekatniowy czworokata (rézna od przekatnej), to zachodzi trzecia z mozliwosci. Niech
X bedzie punktem wierzchotkowym lezacym na tej prostej (oznaczmy ja p). Wybierzmy

104



stozkowa I' opisang na tym czworokacie i niech P bedzie biegunem prostej p. Z prawa
wzajemnosci biegunowych otrzymujemy, ze skoro X lezy na biegunowej punktu P, to
P lezy na biegunowej punktu X wzgledem I', ale to prosta przechodzaca przez dwa
pozostate punkty przekatniowe, a wiec niezalezna od wyboru I'. PokazaliSmy w takim
razie, ze wszystkie punkty P leza na jednej prostej. W druga strone: wybierzmy dowolny
punkt P na przekatnej niezawierajacej punktu X Na poczatek zatdézmy, ze P nie jest
punktem przekgtniowym. Wtedy istnieje wierzchotek czworokata A, taki, ze prosta
P A nie jest jego bokiem. Wybierzmy na prostej PA punkt A’ taki, ze (A, A’; P, AP N
p) = —1 i niech I' bedzie stozkowa przechodzaca przez punkty A, B,C, D, A’. Wtedy
z twierdzenia biegunowa punktu P przechodzi przez AP N p, ale jako, ze P lezy
na przekatnej, to przechodzi takze przez X, wiec p jest biegunows P wzgledem I,
co konczy dowdd tej czesci. Pozostaje wskazaé stozkowe, dla ktérych biegunows p sa
punkty przekatniowe. Sa to przypadki szczegélne - stozkows zdegenerowang dla ktorej
biegunowa prostej p jest punkt przekatniowy rézny od X jest krzywa bedaca sumg
dwoch bokéw czworokata, do ktorych dany punkt przekatniowy nalezy.

Przejdzmy do gtownego przypadku, gdy prosta p jest w potozeniu ogélnym. Oznaczmy
wierzcholki czworokata przez A, B, C, D i przyjmy R = ABNp, a R niech bedzie punk-
tem harmonicznie sprzezonym do R wzgledem odcinka AB. Ponadto S =CDNpi s
analogicznie do R, a K jest dowolnym punktem na prostej D R. Rozwazmy nastepujace
ztozenie map rzutowych:

DR(K) > BD(K') — R'(R'K")

gdzie K’ jest przecieciem prostej AK z BD. Prosta R'K’ jest biegunowa punktu R
wzgledem stozkowej I' opisanej na czworokacie ABC' D i przechodzacej przez K (wynika

105



to z definicji punktu R’ w potgczeniu z twierdzeniem dla czworokata ADK B).
Niech L bedzie przecieciem I' z prosta AS. Udowodnimy, ze przeksztalcenie DR(K)
na AS(L) jest rzutowe. Nastepujace przeksztalcenia sa rzutowe:

S22 BD(K™) 5 AS(L")

DR(K) -5 AB(K")

Gdzie K", K" L" sa odpowiednio dla tych map zdefiniowane. Z twierdzenia od-

wrotnego do twierdzenia Pascala dla szesciokata AL"C K DB i konstrukeji punktu L”

otrzymujemy, ze na szesciokacie tym mozna opisa¢ krzywa stozkowa, w szczegolnosci

L = L", czyli istotnie mapa DR(K) = AS(L) jest rzutowa. W takim wypadku rzutowe
jest takze

DR(K) — AS(L) = AC(L') — S'(S'L’)

Analogicznie jak wczesniej prosta S’L’ jest biegunowa punktu S wzgledem I'. Oczy-
wiscie z prawa wzajemnosci biegunowych punkt wspélny prostych R'K’ i S'L’ jest
biegunem prostej p. Skoro przeksztatcenie R'(R'K') — S'(S'L') jest rzutowe, to jesli
udowodnimy, ze przeksztalcenie to nie jest perspektywiczne, to na podstawie twierdze-
nia Steinera otrzymamy teze. Jednakze proste R'K’ i S'L’ sa biegunowymi réznych
punktéow R i .S wzgledem jednej stozkowej, wiec nie sg sobie rowne, co konczy dowdd.

O

Uwaga. Okazuje sig, ze stozkowa otrzymana w trzeciej czesci powyzszego dowodu jest
jednoczesnie obrazem prostej k w sprzezeniu harmonicznym wzgledem tego czworo-
kata. Rzeczywiscie, biegunem prostej & wzgledem stozkowych zdegenerowanych beda-
cych sumg dwbch naprzeciwleglych bokow w czworokacie jest odpowiadajacy punkt
przekatniowy, dodatkowo stozkowa otrzymana w tezie przechodzi przez punkty R’ i S,
bedace sprzezeniami harmonicznymi punktéw R i .S wzgledem czworokata. Pokrywa sie
wiec ona w pieciu punktach ze stozkows otrzymana w twierdzeniu 5.4} co dowodzi tego
faktu.

Jako natychmiastowy wniosek z tego twierdzenia, gdy za ustalona prosta wezmiemy
prosta w nieskorficzonosci, otrzymujemy nastepujacy rezultat (teze te mozna znalezé
takze w [9], jednakze znalezione tam dowody sa oparte gtéwnie na obliczeniach).

Obserwacja 5.3. Zbior srodkéw stozkowych opisanych na czworokacie tworzy krzywa
stozkowg lub jest jednym punktem w przypadku gdy czworokat ma srodek symetrii.

Warto takze przyjrzeé sie dualnej wersji:

Twierdzenie 5.21. Dany jest punkt P oraz czworobok. Wtedy bieqgunowe punktu P
wzgledem stozkowych wpisanych w czworobok tworzq zbior stycznych do stozkowej lub
pek lub sq jedng prostq.
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