O nieréwnosci jednorodnej z permutacjami i je;
Shapiro-podobnym analogu.

Gabriel Kicinski
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z Oddziatami Dwujezycznymi Streszczenie
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Legionéw 27, 81-405 Gdynia Udowadniam, ze cykliczna nieréwnos¢ > ( = ) > 3 - zachodzi dla
Tit1 Lo (i)

i=1 i=1
okreslonych k, zaleznych od permutacji . Udowadniam takze, ze ta nierébwnos¢
nie jest prawdziwa dla pewnego Shapiro-podobnego uogdlnienia.

1 Wstep

Pomys! na niniejsza prace pochodzi z Miedzynarodowego Turnieju Mlodych Ma-
tematykow 2019 (the International Tournament for Young Mathematicians 2019).
Nalezalo zbada¢ dla naturalnych k nieréwnosé cykliczna

> (- )>Z (1)

.
i=1 it

otrzymujac tym samym, ze cykliczne przesuniecie o 1 jest w pewnym sensie opty-
malne.

Uzyskalem szerokie uogélnienie w dotyczace dowolnej permutacji indekséw, po-
kazujac, ze dla ustalonej permutacji o, liczby k dla ktérych zachodzi nieréwnosé

o1 \Tit1l i1 To(d)

zaleza od stopnia przesuniecia {1,...,n} przez o. Jest to opisane w Twierdzeniach
2, 31 4. Rozwazylem najpierw przypadek permutacji bedacej przesunieciem cyklicz-
nym, aby pokazaé¢ rozumowanie w prostszym przypadku i ulatwi¢ lekture dowodu
ogblnego. Rozwiazanie problemu jest pelne, gdyz podatem kontrprzyktady w pozo-
stalych przypadkach, dla nieréwnosci (2).

Ta sama zalezno$¢ nie zachodzi miedzy k i o dla Shapiro-podobnych nieréwnosci:
n k n
3] ) I S ®

= \Tit1 + Tiy2 5 To(i) T To2(i)

co omawiam w Sekcji 4. Wiadomo, ze oryginalna nieréwno$é Shapiro (nieréwnosé
(3) z k = 11 0 = id) zalezy istotnie od n i jest przez to fundamentalnie rézna od
(2). Okazuje sie tez, ze nieréwnos¢ (3) nie zdaje sie¢ wykazywaé zaleznosci pomiedzy
o ik (por. Uwaga 4 pod koniec pracy).

W pracy n > 1 bedzie ustalong liczba nieujemnych zmiennych x4, ..., z,. Kazde
przesunigcie indekséw jest cykliczne, x4, = Zi1} (mod n)-

Niniejsza praca jest polskojezyczna wersja wspdlnego artykutu [1].



2 Twierdzenie o ciggach jednomonotonicznych i przypadek
przesuniecia cyklicznego.

Twierdzenie 1 (Rearrangement inequality, [2] Theorem 368.) Dla m niemale-

Jacych ciggow, w kazdym po n nieujemnych liczb, a1y < ag2) < ... < A,

je{l,...,m}, mamy

N | ECEED D | Kre)

i=1j=1 i=1j=1
dla kazdego zbioru {o;}7" permutacji zbioru {1,...,n}.
n
Zdefiniujmy a; := w”:’rl (zauwazmy, ze [] a; = 1), b; := a; '. Bede konsekwentnie
' i=1

korzystal z tej notacji.
Rozwazmy teraz nieréwnosé (1) z cyklicznym przesunieciem o o p < n wyrazdw i

przyjmijmy, ze k = % jest wymierna (u,v > 0), k > p — 1. Przepiszmy:

i=1 \Titl i1 Titp-1
n n t+p—2
Y af >y a; <
=1 i=1 j=1
k—p+1
n n itp—2 n —
E ai—“ > E a; Hai <~
=1 i=1 j=i i=1
n n i+p—2 n u—vp+v
= un = vn =
§ (a;™)"" > H (aj') ) a; "
i=1 =1 j=i i=1

Ostatania nieréwnoéc¢ jest prawdziwa na podstawie Twierdzenia 1 dla un ciagéw
(aﬁ . .,aﬁ): zauwazmy, ze lewa strona jest niezmienna gdy ciagi posortujemy
rosnaco, wiec rozpoznajemy lewg strone nieréwnosci z Twierdzenia 1.

Poniewaz lewa strona w (1) jest ciagla ze wzgledu na k, wnioskujemy:

Twierdzenie 2 Dia k € R, k > 0, nieréwnosé (1) zachodzi dla k > p — 1. O
Analogicznie, niech & = —* bedzie wymierna (u,v > 0), =k > n — p + 1. Prze-
piszmy:

n "y k n 2
S() P X =
— \Tit1 i1 Top(i)

K2

n n i+n—p

)BCOREDY

i=1 i=1 j

—

n N )1L—?)7l+1}[)—1}

o (10

i i=1

i w podobny sposéb wnioskujemy.

Twierdzenie 3 Diak € R, k < 0, nieréwnosé (1) zachodzi dla —k > n—p+1. O
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Kontrprzyktady
Przyjmijmy teraz, ze dla k > 0, k < p— 1. Pokazemy, ze nier6wnos¢ (1) nie zachodzi
w tym przypadku.

Wezmy e > 0 taki, ze p = k + 1 + e. Jedli znajdziemy n-tke (x;) takich, ze
a1 =ag = ... = ap_1 > Y/n > 1 (mamy wtedy a,, = a;’%l < a1), zachodza ponizsze

nieréwnosci:

—1—
Ea (n—1)a¥ +af < naf =na)™"¢
n i+p—2
n
cay < ab ! Haj<§ II «
aj

=1 j=

Przyktadem takich liczb sa: z,, := 2, ;411 =z, ({/n + 1)n_i. Analogicznie z1 := 2,
z; =1 (Vn+ 1)1_1, daja kontrprzyklad dla k spoza zakresu Twierdzenia 3.

3 Dowolna permutacja
Niech « i 8 beda permutacjami zbioru {1,...r} dla naturalnego r. Jesli suma r

T o .
utamkéw > :;‘%, gdzie wszystkie z; sa parami rézne, moze by¢ posortowana tak,
i=1"""
ze mianownik i-tego ulamka jest réwny licznikowi (i + 1)-tego utamka, powiemy, ze
ta suma jest cyklicznie zbudowana. To oczywiscie zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

a(y(i+ 1)) = B(y(¢)) dla pewnej permutacji v (sortowania).

Lemat 1 Cyklicznie zbudowana (i odpowiednio uporzqdkowana) suma r ulamkéw

Zi

T
S 220 sapisana jako suma r iloczyndw kolejnych a; = w nastepujgcy sposob:

i=1 Za(r) Tit1
. r Bi1+A,() : :
T 0 dlaa(t) < p(
P IO N S rdla a(i) = B()
zawiera takg samq liczbe wystapien kazdego sposrod wyrazow ay, .. ., a,.

Dowdd Podczas rozpisywania sumy z P, zaczynamy piszac an(1) i przechodzimy
przez kolejne a; az do ag()y—14a,(1)- Nastepny skladnik zaczynamy od an@) =
ag(1)+A,.(1), z¢ wzgledu na warunek cyklicznego zbudowania i tak kontynuujemy.
Ten warunek pozwala réwniez stwierdzi¢, ze ostatni czynnik ostatniego skladnika

to aq(1)—1, co zapewnia, ze wypisalismy kazde a; t¢ sama liczbe razy. O

Lemat 2 Suma Z 1 moze byé przepisana jako suma cyklicznie zbudowanych
i=1 @
sum i pewnej liczby caikowztej.

Dowdd Opiszemy algorytm generujacy taka prezentacje, korzystajac z rozktadu per-
mutacji ¢ na cykle.

1 Gdziekolwiek dla i € {1,...,n} mamy o(i) = 1, f() = 1, sumujac po tych 1,
dostajemy liczbe catkowita. Odrzuémy takie i.



2 Wezmy najmniejsze jeszcze nie odrzucone i, ktére lezy wtedy w takim ra-

zie w nietrywialnym cyklu {i,0(¢),...,07(i)}, dla pewnego r. Oczywiscie
j=

> Tl( jest cyklicznie zbudowana. Odrzuémy ten cykl.

i=1 "

3 Powtarzamy krok 2 az wszystkie ¢ zostana odrzucone.
Algorytm zakonczy sie i wyprodukuje zapowiedziana prezentacje. O

Mozemy przejsé teraz do podania gléwnego rezultatu pracy.

Twierdzenie 4 Dia ustalonej o, nieréwnosé (2) jest prawdziwa, gdy zachodzi

jeden z warunkow:

k>o(i)—1 dla kazdego i < o (i)

1 k>0,
k>n+o0(i)—i dla kazdego i > o(i)
2 k<o, —k>n+i—o(i) dlakaidegoi < o(i)
—k>i—o0(i) dla kazdego i > o (i)

Co wiecej, sformulowany warunek jest konieczny.

Dowéd Niech k = * bedzie wymierna, nieujemna liczba, spelniajaca zalozenia
: . - : 0 dlai<o(i) : .y
twierdzenia. Zdefiniujmy A, (i) := . Teraz przepiszmy nieréw-

n dlai> o(i)

nosé (2) nastepujaco:

S () sy

-1 Ti4+1 =1 xo’(i)

n n o()—14+An ()
Sasy I e e
i=1 i=1 Jj=1

k4i—o(i)—Apn(i)

n n o(1)—1+A,(4) n n
Z 4 Z H a; - H a; —
i=1 i=1 j=i j=1
Wi (N A (s
no n o(i)—l—i—An(i) v(gti—o(i)—An (i)
Z(agm)un > Z H a’n H a1)71
i=1 i=1 j=i
; . . . ) N e
Nieréwnosé¢ ta zachodzi na mocy Twierdzenia 1 dla un ciagéw (ai™,...,as"™):

zauwazmy, ze jej lewa strona nie zmienia sie¢ gdy powyzszy ciagg uporzadkujemy ro-
snaco i ponownie mozna uzy¢ twierdzenia o ciagach jednomonotonicznych. Twier-
dzimy, ze prawa strona nieréwnoéci réwniez ma forme odpowiednig do zastosowania
Twierdzenia 1. Zauwazmy, ze dzieki Lematowi 2 spelnila warunki Lematu 1, wigc
zawiera taka sama liczbe wystapien kazdego sposéréd a;™ .

Wykorzystamy twierdzenie Halla o kojarzeniu malzefistw (por. [3], modul Mate-
matyka Dyskretna 2, Wyklad 1, Twierdzenie 1.3). Pomiedzy zbiorami wierzchol-
kéw: {1,...,n} oznaczajacym liczbe elementéw w sumie powyzej, i {a{%” ,. aﬁl"
bedacym zbiorem wyra%éw wyst@lpujqcych w iloczynach pod suma rysujemy kra-
wedz pomiedzy i oraz a;" jezeli a;" pojawia si¢ w i-tym skladniku sumy. W kazdym
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sktadniku sumy jest doliladnie un czynnikdéw, a poniewaz na mocy poprzedniego Le-
matu 1 kazdy wyraz a;" wystapi wsréd czynnikéw pod suma tyle samo razy, musi
to rowniez by¢ un wystapien. Zatem w otrzymanym gralﬁe dwudzielnym spetniony
jest warunek z twierdzenia Halla i istnieje skojarzenie (a;;’(l), csal (n)) Po wykre-
$leniu tych elementéw po prawej stronie nieréwnosci mozemy powtlarzac te proce-

dure (poniewaz un jest naturalng wielokrotnosca n), otrzymujac (a [;(1), ce ag(n))
. .

i kolejne skojarzenia az do (a 2" 1y g (n)) i wyczerpania wyrazéw po prawej

stronie, otrzymujac tym samym prezentacje prawej strony w postaci pasujacej do

Twierdzenia 1. O

Kontrprzyktady

Zalézmy, ze dla k > 0 istnieje ¢ € {1,2,..,n}, dla ktérego A, (t) + o(t) — ¢t > k
Zalézmy, ze dla k > 0, k < p — 1. Udowodnig, Ze nieréwno$é¢ (2) w tym przypadku
nie zachodzi. Ustalmy taki € > 0, ze A,(t) + o(t) —t = k + €. Jesli znajdziemy n
liczb (z;) takich, ze a; = a; > ¢/n > 1dlai,j € {1,2,...,n}\ {t — 1} (zauwazmy, ze
wéwczas mamy a; 1 = Tl,llt; ay.), zachodza nastepujace nieréwnosci:

Za (n—1)af +af_ | < naf = naa(t)_t_€+A"(t)

ﬁ .a:(t)—t-‘rAn(t) < a:(t)—t+An(t) _

ag
o(t)—i+Ay(t) n o(i)—i+An(t)
= H a; < Z H a;
j=t i=1 j=i

Przykladem takich n liczb jest xy—1 1= 2, x4_1_; 1= T4 (f/n—l— 1)l Podobnie, n
liczb 1 := 2, T44144 = T4 (\"/n + 1)2, stanowi kontrprzyklad dla k poza zakresem
Twierdzenia 3.

4 Nieréwnos¢ Shapiro z wyktadnikami i permutacjami

W tej czesci krotko omawiamy nieréwno$é Shapiro (oraz nieréwnos$é Nesbitta), nie
tylko dlatego, ze zostalo to zaproponowane uczestnikom konkursu wspomnianego
we wstepie. Twierdzenie 4 moze sugerowaé, ze odpowiednio podobne nieréwnoéci
powinny zachowywaé sie podobnie: nieré6wnosé (2) moze zostaé¢ odczytana w ten
sposéb, ze ttumienie przez wyktadniki po lewej stronie nieréwnosci wplynie na nie-
znaczna permutacje prawej strony nierownosci. Uzasadnione jest oczekiwanie, ze
efekt ten przeniesie sie w pewnym stopniu na nieréwnosci typu Shapiro.

- T F - X4
K3 > 1 3
21: <$z‘+1 + 17i+2> ~ 21: ZTo(i) T To2(s) )

(choéby dlatego, ze uzyte funkcje wymierne sa tego samego stopnia). Pokazemy
kiedy (3) zachodzi i zobaczymy, jak w jej przypadku nie ma wspéizaleznosci miedzy
kio.

Przyklad 1 Dla n = 2 prawa strona (3) jest réwna 1 dla kazdej z dwéch mozli-
wych permutacji. Z lewej strony widzimy funkcje z parametrem na przedziale [0, 1],
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t* + (1 —1)*, ktéra osiaga minimum mniejsze od 1 dla k > 1, a dla k < 1 jest zawsze
wigksza badz réwna 1.

Przyktad 2 Dla n = 3 po prawej stronie mamy bgez straty ogélnosci dwie opcje:
1 jedli o jest 3-cyklem, to
e dla k =1 zachodzi réwnosé;
e dla k > 1 kontrprzykladem jest x1 = zo = 23 = 1;
o dla jakiegokolwiek k£ < 1, dla odpowiednio duzego z1 >> 1,ixy =23 =1
mamy (%)k < % — 3, czyli kontrprzyklad;
2 jedli o jest 2-cyklem albo identyczno$cia, wtedy prawa strona jest rowna %, i
e dla k£ = 1 mamy nieréwnos¢ Shapiro, ktéra zachodzi dla n=3;
e dlak >1, 2y =x9 =23 =1 jest kontrprzyktadem;
e dla k < 1 nier6wno$¢ zachodzi na mocy ponizszej propozycji.

Propozycja 1 Dla z,y € (0,1] nierdwnosé

(Iiy>k+<yil>k+(zil>k>g (4)

zachodzt dla kaZdego k < 1.

Zauwazmy, ze jedna ze zmiennych zmienna moze by¢ rowna zero, aby lewa strona
byla oznaczona. W takim przypadku nieréwnoéé takze zachodzi (bo 2% +z7% > 2).
Ta propozycja wystarczy, by zakonczyé rozwazania z poprzedniego przyktadu, bo
lewa strona (3) jest jednorodna i mozemy znormalizowaé wzgledem najwiekszego
wyrazu sposrod (z1, zo, x3).

Dowdd Dowdd opiera sie na nieco zmudnych obliczeniach, nie byliSmy w stanie
znalez¢ innego dowodu, ani znaczacego uproszczenia.

Rozwazmy funkeje F(z,y) := JF7 + ;47 w kwadracie [0,1] x [0, 1]. Zauwazmy, Ze
F jest ograniczona z géry przez 1 na brzegu kwadratu i oczywiscie wigksza od 1 na
calej jego powierzchni. Ustalmy k < 1.

Jedli z +y > 1 wszystkie wyrazy lewej strony (4) sa mniejsze badZ réwne 1 i

k k k )
(w—}w) + (ﬁ) + (#) > ﬁ +7a+ 52> 3 na mocy nieréwnosci Shapiro
dla n=3. Zauwazmy, ze oba skladniki w F' sa zawsze mniejsze niz 1.

Zal6zmy nie wprost, ze (x,y) jest kontrprzykladem dla (4), gdy x +y < 1. F jest
symetryczna i gladka, oraz Scisle rosnaca wzdtuz linii (x, z 4 ¢) — pochodna funkcji

obcietej do tych prostych wynosi

— + (=22 —1)® + (22 + 2)c + 2(x + 1)?
(x+c+1)%2(x+1)2

Jej licznik upraszeza si¢ do (z + ¢+ 1)(2(x + 1) — ¢?) — ¢, co jest wigksze od
0, bo zaréwno |c| jak i x sa mniejsze niz 1. Co wigcej, poniewaz wzdluz prostych
(7,c — x) funkcja F jest wypukla i osigga swoje jedyne minimum w z = § (tutaj
pochodna wynosi

—(c+2)(c+1)(c—2x)
(c—xz+1)2(xz+1)?




i zmienia znak tam, gdzie wskazano), wnioskujemy jak nastepuje:

e na mocy twierdzenia o funkcjach uwikltanych (por. [3], modul Analiza Mate-
matyczna 2, Wyklad 9, Twierdzenie 9.11) poziomice F(z,y) w kwadracie to
gltadkie krzywe, symetryczne wzgledem osi (x, ) i przecinajace sie w jednym
punkcie (bo F(z,x) osiaga kazda warto$é¢ F i jest $cile rosnaca);

e poniewaz f(t) = t* + (d—t)* osiaga swoje minimum w ¢ = ¢ zatem, minimum

y+1
r,2);

( z )k + (#_l)k na kazdej poziomicy F' jest osiggane na jej srodku, na osi

e co wiecej, ze wzgledu na wypuklosé F wzdluz odcinkéw (x, ¢ — x), poziomice

przecinaja te proste w co najwyzej dwéch punktach.

Powyzsze pociaga za soba, ze najmniejsza wartosé (ﬁ)k + (#)k + (ﬁ)k
na kazdej poziomicy F jest osiagana na jej $rodku, na osi (z,z), bo tam wlasnie
zarowno suma ostatnich dwéch sktadnikéw osiaga minimum, jak réowniez pierwszy
skladnik (staly wzdluz prostych x+y = ¢) jest najmniejszy dla najwigkszego mozli-
wego ¢, a najwiekszy parametr ¢ sposrod prostych x+y = ¢ przecinajacych ustalona
poziomice F' wypada dokladnie dla tej prostej, ktéra przecina poziomice w jedy-
nym punkcie (z,z) (co wynika ze wszystkich trzech kropek powyzej naraz). Stad
najmniejsze mozlwie wartosci lewej strony (3) sa osiagane gdy © = y, wystarczy

k
nam rozpatrzeé¢ funkcje G(x) := (i)k +2 (ﬁrl) dla ustalonego k < 1.

W tym celu zbadamy funkcje g(x,y) = (i)y +2 (%H)y i pokazemy, ze nie ma
lokalnych miniméw we wnetrzu (0,1) x (0,1) i ze pozostaje powyzej 3 na brzegu,
wiec 1 na calym kwadracie. Na brzegu {(z,y)|z € {0,1} Vy € {0,1}}, mamy

e dlay =0, g = 3, wylaczajac x = 0;
e dla y = 1, mamy $cidle malejacag funkcje, ktéra konczy sie w x = 1 wartosciag
3
e dla x = 1, sume $ci$le malejacych funkcji, osiggajacych % wy=1;
° ili% g(x,y) dla kazdego y # 0 jest réwny nieskoniczonosé.
Pochodne czastkowe we wnetrzu wynosza

oae)  (2(35) + (&) @)y

Ox z(x+1)
1 Yy 1 Yy
O9(ry) (N (A po () (2
Jy 2z 2z z+1 x+1
zakladajac, ze w ktéryms$ miejscu wynosza one obie zero, otrzymujemy:
x Y 1\
0=2 — | = 1
<x—|—1> <2m> (@+1)

0—— (2lx>yln2 () + 2 (xf_l)y (In (z) — In (z + 1))

skad otrzymujemy In?(z) — (z41)In(z) + (z+1) In(z +1) = 0, rozwiazujac réwnanie
kwadratowe (tam, gdzie mozliwe) otrzymujemy

z+1+/(z+1)2—4(z+1)In(z +1)
2

In(z) =
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gdzie poniewaz x < 1, In(x) powinien byé ujemny, ale prawa strona jest dodatnia
(bo wyznacznik jest mniejszy od 1, co mozna tatwo policzyé), sprzecznosé. Stad
g(z,y) jest ograniczona z dolu przez %, co konczy dowdd. O

Uwaga 1 Funkcja g(1 — x,1 — y) zdaje sie by¢ rosnaca wzdluz prostych prze-
chodzacych przez 0, co byloby wystarczajace dla dowodu, jednak nie umiemy tego

policzy¢.

Uwaga 2 Podczas gdy oczywiscie dowdéd Propozycji 1 nie moze byé przeniesiony
na wyzsze wymiary ze wzgledu na geometryczng nature dowodu (tzn., poziomice,
bedace krzywymi), zauwazmy, ze nie bedzie ona pomocny w wyzszych wymiarach —
chociaz mozemy znormalizowaé (3) wzgledem najwyzszego wyrazu, wzajemne wiel-
kosci pozostalych wyrazéw beda znaczaco bardziej skomplikowane i w szczegélnosci

bez symetrii, ktéra mieliémy w wymiarze trzy.

Uwaga 3 (Nieréwno$¢ Nesbitta z wykladnikami.) Nier6éwnosé Shapiro dla n=3,
jak w Przyktadzie 2 jest nazywana nieréwnoscia Nesbitta. Jej wariacja "z wagami
w wykladnikach” zostala udowodniona w [5] (oraz [4]), mianowicie Twierdzenie 3
tamze stwierdza, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych x1,...,z, i k > 1 zachodzi:

k k
x T n
! o+ n > - ()
To+ a3+ ... +x, T1+To+ ...+ Tt (n—1)

Mozna chcieé¢ rozszerzy¢ to twierdzenie do k < 1 chociaz dla n = 3, korzystajac z
Propozycji 1 (bo minima lewej strony sa osiagane na brzegu z; = ... =z, = 1
gdzie (5) zachodzi). Jednakze, istnieje kontrprzyklad dla « = 1, y = 0.1, z = 0.1,
k = 0.1 mamy odwrotna nieréwnosé

k k k
T Y z 3
Y+ z T+ z z+y 2

Przyktad 3 W koncu, dla n > 4 jedli prawa strona (3) nie jest rtéwna % (to znaczy

jesli o nie jest ztozeniem roztacznych transpozycji), to

e dla k=110(i) =i+ 1, mamy réwnos¢;

e dla k = 11 o zawierajacej jakikolwiek inny cykl, znajdziemy takie i, ze o(i)
i 02(i) nie sa kolejnymi liczbami mod n (i wszystkie 3 sa parami rézne), i
uzyskamy kotrprzyktad: x,;) = zs2¢;) = € << 1 i kladac wszystkie inne
x; = 1. Wszystkie sktadniki leewej strony sa ograniczone przez 1 podczas gdy
mamy nieograniczony wyraz i po prawej stronie;

e dla k£ > 1 mamy kontrprzyklad 1 =... =z, =1;

e dlak < 1 biorac takie i ze o (i) # o(i) i kladac z; >> 1 podczas gdy wszystkie
inne z; = 1 znowu mamy kontrprzyktad jak w podpunkcie 3 przypadku 1
Przyktadu 2.

n
2
wymiaru. Dla k& > 1 istnieje zawsze kontrprzyktad (z; = ... = x,, = 1), ale dla

Uwaga 4 Oczywiscie, zachowanie (3) gdy prawa strona jest réwna Z zalezy od

n, dla ktérych nieréwnosé Shapiro nie zachodzi, nie zachodzi takze (3) dla k < 1,
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odpowiednio bliskiego 1. Mozna sie spodziewaé¢ w tym przypadku pewnych rezul-

tatéw dla k < 1 w zaleznoéci od statej Drinfeld’a, jednak to wyglada na trudny

problem. Podobnie, jesli chodzi o rozwiazanie (3) dla kazdego k < 1 dla n, dla

ktérych nieréwnosé Shapiro zachodzi.

Podziekowanie
Chciatbym bardzo podziekowaé¢ dr Andrzejowi Czarneckiemu za opieke merytorycz-

ng nad praca.
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