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Wprowadzenie

W 2018 roku, w 11 serii zawodow pierwszego stopnia LXX OM, pojawito si¢ nastepujace zadanie':

12. Dana jest dodatnia liczba catkowita k. Ciag dodatnich liczb rzeczywi-

stych ay, as, as, ... spelnia réwnosé
a4a+...+a .
Any1 = Qp + ! 2 n dla wszystkich n = k.
n

Wykazaé, ze istnicje taka dodatnia liczba calkowita N, ze

k 1 N
NgaNg 1+E .

Dla k = 1 ciag (a,)n= jest okreslony nastepujaco:

(D1) Niech be¢dzie dany ciag (a,)n=; dodatnich liczb rzeczywistych, ktorego wyrazy spetniaja
rownanie rekurencyjne

a; +--+a
(0) an+1=an+%

dlakazdegon =1,2,3, ...

W pracy przyjmuj¢ 0znaczenia:
log x — logarytm x o podstawie e

N=1,23,..

Sformutujemy teraz lemat, ktoéry znacznie uprosci rozumowanie w dalszej czgéci pracy:

Lemat 1. Niech b¢da dane dwa ciagi (a,)n=1 | (an)n=1 spetniajace warunki okreslone w (D1).
Woweczas

a, =Ca,, n=1273,..
dla pewnej statej C > 0.

Dowdd. Potézmy

! https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_1.pdf
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a; 1 aj sg liczbami dodatnimi. Zachodzi zatem nieréwnos¢
!
1>,
a
skad otrzymujemy, ze C > 0.
Dlan = 1 spelniona jest rownos¢
a; = Ca,.
Zatbzmy teraz, ze dla pewnego n € N zachodzi zwigzek
a, = Cay
dlakazdego 1 < k < n.

Zachodza wtedy nastgpujace réwnosci

! —_ ! —_—
Apt1 = ap + ——— = Ca,

ay + -+ a, Ca; + -+ Ca a; +--+a
1 — L e - n=C(an+1 n

=Cansq-
)
Mozemy zatem, bez straty ogolnosci, przyja¢ w dalszej czgsci pracy a; = 1.
Celem tej pracy jest udowodnienie nastepujacych twierdzen dotyczacych ciagu (an)nm=1:
Twierdzenie 1. Dla kazdego n € N zachodzi podwojna nierdéwnosé

e 2n1/2e2Vn < g < e73/4p1/4p2Vn,

Twierdzenie 2. Szereg potegowy
Z anpx™
n=1

jest zbiezny dla x € (—1; 1) i jego suma wyraza si¢ wzorem

X
el-x,

F(x)=1_

Twierdzenie 3. Wyraz ogdlny ciggu (a,)m=, jest postaci

n—l1 1

n—

an=zﬁ< l_ ) n=1,23..
i=0



Oszacowania wyrazow a,
Lemat 2.

a) Ciag (ay)pm=q jest Scisle rosnacy.
b) Ciag (a,)n=1 jest okreslony wzorem rekurencyjnym
n
Apyn = 2an+1 - n_-l-lan’ n=123,..
a, = 1, a, = 2.

Dowdd. a) Ciag (a,)n=1 jest ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich, zatem dla kazdego n € N
zachodzi nierowno$¢

a1+"'+an
Aner = Ap +T> an,.

b) Dla n = 2 dostajemy rownos$ci

1
a2=1+I=2

Wykorzystujac rownos¢ (0) dla a,, oraz a,, 44 i przeksztatcajgc rownania, otrzymujemy réwnosci

{ napy; =na,+a;+--+ay,
(n+ Dapyz =+ Dapys + a3+ + ap + anys,

{ Najp41 —Na, =a; +--+a,
n+ Dayyy —(m+2)apyy =a; + -+ ay.

Po poréwnaniu stron w obu rownaniach i przeniesieniu na drugg strone (n + 2)a, 1, dostajemy
réwnanie

(n+ Dayyp, = 2n+ 2)ay, 1 — nay,.

Po podzieleniu obu stron przez n + 1 otrzymujemy réwno$¢

n
An+z2 = 2Qn41 — nr i ®

Przyjrzyjmy si¢ kilku pierwszym wyrazom ciagu (a,)p=1:

al = 1, 53
=122
% 60
az =2, 367
— 18—,
) 47 720
a3 =33 _ 2461
48 = 225520
2
as =55, _ 30529
@9 = 3230320’
as = gL 10 991
24 %o = 185550



Okreslmy teraz pomocnicze ciagi (by)p=1 | (Cn)n=1

a
(D2) b, =— n=123,..

(D3) cp=by,—1, n=123..

Lemat 3. Dla kazdego n € N zachodza nierownosci
b, > 1,
cp, > 0.

Dowod. Z lematu 2a) wiemy, ze ciag (a, )= jest rosnacym ciagiem liczb dodatnich.
Dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest zatem nier6wno$é

An+1
aTl

>1,

z ktorej bezposrednio wynika, ze b, > 1ic, > 0. m

Lemat 4. Wzory na n-te wyrazy ciagdw (by)n=1 1 (cp)n=1 W postaci rekurencyjnej sa nastepujace:

(b =2 e ! =123
n+l1 — n+1 bn} n=14,40o,..
@) a 2
b :—2:—:2
1 a, 1 )
=1 e ! =1,2,3
b) T T L 14, O
C1:b1—1:1.

Dowdd. a), b) Z lematu 2b) wiemy, ze dla kazdego n € N wyrazy ciagu spetniaja rOwnanie

An+z = 2Qn41 — peneit

Ciag (an)n=1 jest ciagiem liczb dodatnich. Po podzieleniu obu stron przez a, ., Otrzymujemy
roOwnanie

An+2 2 An+1 n an

An+1 Anyr N+ 1 apyy
Wykorzystujac teraz definicje (D2) i (D3), otrzymujemy roéwnania

b _5 n 1
nH n+1 b,

n 1
. . n
n+1l 1+¢,

Cnt1 = 1—



Przyjrzyjmy sie kilku poczatkowym wyrazom ciagow (by)p=q 1 (Cp)peq:

bl = 2, (S 1,
3
b, =~ =1,75, ¢, ===0,75,
4
by = — = 1,(619047) 13
3 = 21 - & 4 C3 = ﬁ = O, (619047),
209 3
b4 = R ~ 1,5367647, Chb=— = 0,5367647,
136
1546
bs = ~ 1,4794258, _ 501
1045 s = To15 ™ 0,4794258,
13 327
bg = ~ 1,4367184, 4051
= ~ 0,4367184
130 922
b, = ———— ~ 1,4034203, 37 633
= ~ 0,4034203,
93 289 ¢ = 53289
1441729
bg = 1047376 13765152, Cg = 394353 0,3765152
871047376 ’
17572 114
by = 12975561 1,3542470, Co = 4596558 0,3542470
9712975561 ’
234 662 231
107175721140 '

Lemat 5. Ciag (b,,)n=1 jest Scisle malejacy.

Dowadd. W dowodzie wykorzystamy zasade indukcji zupetnej. Analizujac wartosci kilku pierwszych
wyrazow ciagu (by,)y=, widzimy, ze zachodzi nieréwnosé

b, — b, < 0.

Zalézmy teraz, ze dla pewnego n € N zachodzi nier6wno$¢

bn - bn+1 < 0

Stosujac lemat 4a), po prostych przeksztatceniach, otrzymujemy réwnosci

bniz — bpy1 =

n+1 1 ( n 1)_1 1 1 1 1 1
n+2 by n+1 b,) b, n+1 b, by n+2 by
_bn+1_bn

((n +2)bpp —(n+ 1)bn> 3
bybyyq (m+ 1D+ 2)bpbpiq
n+2 bpbpyr 4+ 1D+ 2)b,




Dostalismy zatem rowno$¢

n+1 1
1 b= —b)— _
( ) bn+2 bn+1 (Tl + Z)bnbn+1 (bn+1 bn) (Tl + 1) (n + Z)bn

Wykorzystujac zatozenie, ze b, 1 — b, < 0 oraz lemat 3, otrzymujemy, ze prawdziwa jest nier6wnos¢
bpy2 = by <O0.

Ciag (by)n=q jest zatem $cisle malejacy. m

Lemat 6. Dla kazdego n € N zachodzi nierownos¢
1
Vn+1

Dowod. Dla kazdego n € N speliona jest nierowno$é¢

(2) Cpi1 >

n+1> 1
n+2" (n+1)n+2)

Wykorzystujac lemat 5, otrzymujemy

n+1 bn B bn+1 1 bn — bn+1
n+2 bybysq (n+1)(n+2) bpbpyq

Po prostych przeksztalceniach dostajemy

n+1 by —byyy 1 L 1 1
n+2 bpbpyr M+1DM+2) b, (n+1)(n+2) bpyq

(Tl+1 bn+1_bn 1 1)> 1 1
n+2 bpbyyy M+1DM+2) b)) (n+1)(n+2) byt

Poréwnujac otrzymang nierdwno$¢ z (1), po prostych przeksztatceniach, dostajemy nierownosé¢

1 1

b .
w2 T T DM+ 2) by

< bpy1.

Wykorzystujac punkt a) lematu 4 i wykonujac nastepujace przeksztatcenia

1 1 n+1 1 1 1

b . =2 _ . . —
ne +(n+1)(n+2) bpiq n+2 bn+1+(n+1)(n+2) byt
_5 1 ((n+1?-1) 1 n(n+ 2) _5 n 1
B bpi\(n+D(n+2)) bpyy M+1DM+2) n+1 by,

otrzymujemy nieréwnos¢

b >2— . :
nH n+1 byt



Mnozgc obie strony przez b, 41, a nastgpnie dodajac do obu stron nierdwnosci —2b,, .1 + 1, dostajemy
nierownos¢

) 1
(bn+1 - 1) > n+1
Uzycie lematu 3 prowadzi do nieréwnosci

1
Vn 1

Wykorzystanie okreslenia ciggu (¢, )n=q konczy dowod nierdwnosci (2). m

bpy1 —1>

Lemat 7. Dla kazdego n € N zachodzi

1 1

(3) Cn <\/—E+E.

Dowdd. W dowodzie wykorzystamy zasade indukcji zupelne;j.

Dlan = 1 nier6wnos¢ (3) jest prawdziwa, bowiem

1 1 1
01:1<1+_:_+_-

41 4
Zatbzmy teraz, ze dla pewnego n € N zachodzi nierownos¢ (3).

Dodajac w nieréwnosci (3) do obu stron 1 i biorge odwrotnosci stron otrzymanej nieréwnosci, dostajemy
zaleznos$¢

1 S 1 _ n
T+e 1,11 |
n 1+\/ﬁ+4n ztVn+n

. ., L, n . .. ., , .
Mnozac powstala nierowno$¢ przez —7» @ NastePpnie zmieniajac znak w uzyskanej nierownosci,

otrzymujemy zwigzek

n 1 n n

J— . <_ . .
n+1 1+c n+1 1
n ztVn+n

Po dodaniu do obu stron 1 i wykorzystaniu lematu 4b), dostajemy nierdwnos¢

1 n 1 <1 n n
Chy1 = 1 — ' - ’ .
n+1 1+¢, n+1 %+\/ﬁ+n
Odejmujac od obu stron nierownosci Noret dochodzimy do nieréwnosci
1 n n 1
(4) Cn+1 —

——<1- : — .
Vn+1 "+1%+\/ﬁ+n Vn+1



Ponadto, dla dowolnego n € N, spetnione sg zaleznosci

1
(5) \/n+1<§+\/ﬁ,
1 1 1 3 1 3
(6) Z+\/—+n>—\/—+ n+2n+ \/_+E §+E\/_

Grupujac wyrazy po prawej stronie w nierownosci (6) i wykorzystujac nierdéwno$é¢ (5), dostajemy
zaleznos¢

_+‘/_+">‘/_(16+2‘/_> (16+2\/_><\/H+%)>\/_(16+2\/_>+W<16+2\/_)'

Prawdziwa jest zatem nierdwno$¢

1 3 1
Z+\/ﬁ+n><ﬁ+§\/ﬁ)(\/ﬁ+\/n+1).

Dzielac obie strony przez v/n + v/n + 1 i przenoszac wszystko na lewg strone powstatej nierownosci,
otrzymujemy zwigzek

( T n) (VF - \/_)————\/_>0

Rozpisujac iloczyn po lewej stronie, dostajemy nierdéwnos$¢

1 1 1 1 1
Z\/n+1+\/ﬁx/n+1+n\/n+1—Zx/ﬁ—n—n\/ﬁ—z+ﬁ—\/ﬁ+§\/ﬁ>0.

Po zredukowaniu niektoérych wyrazow otrzymujemy zaleznosé

1 1 1 1
Z\/n+1+\/ﬁ\/n+1+n\/n+1+Z\/ﬁ—n—n\/ﬁ—Z+E—\/ﬁ>0.

Po przeniesieniu na prawg strone uzyskanej nieréwnosci wyrazenia n + vn + ot n/n oraz dodania do

1 . .y o
obu stron e dostajemy nierownosc¢

1

1 1 1
—\/n+1+\/_\/n+1+n\/n+1+ \/_+E+4n>n+\/_+ +nvn+ - 2

Po pogrupowaniu wyrazoéw po lewej stronie, sprowadza si¢ ona do nierownosci
1\ /1 1 1
(\/n+1+Z)(Z+\/ﬁ+n) >n+\/ﬁ+z+n\/ﬁ+zn.
Po podzieleniu obu stron otrzymanej nierownosci przez % +/n + n otrzymujemy zaleznosé

1 n+vn+3 +n\/_+ In
Vn+1+z>
—+\/_+n




ktora, po prostych przeksztatceniach, sprowadza si¢ do zwigzku

1 n
\/n+1+Z>1+n 1—1

z+\/ﬁ+n

Dalsze przeksztatcenia prowadza do zaleznosci

Lemin[1--L e !
> (n _ . _ .
4 n+1 %+\/ﬁ+n N

Dzielac obie strony przez n + 1, otrzymujemy nier6wnos$¢

1 51 n n 1
4n+1) n+1 %+\/ﬁ+n Vn+1

Porownanie powyzszej nierownosci i (4) prowadzi do podwojnej nierownosci

1 n n 1 1
c - <1- . - < .
"o+ n+1 %+\/ﬁ+n Vn+1 4(n+1)

Lemat 8. Granica ciggu c,\/n jest rowna 1.

Dowdd. Z lematu 7 wynika, ze dla kazdego n € N zachodzi nierd6wnos¢
< 1 4 1
h<—=+—.
"o yn 4n
Z lematu 6 otrzymujemy, ze dla kazdego n € N,n > 2 zachodzi nier6wno$é

S 1
c —.
n \/ﬁ
Dlan = 1 zachodzi rowno$¢

1
V1

Laczac te fakty dostajemy, ze dla kazdego n € N zachodzi podwdjna nierownos¢

cp=1=

1 1 1

(7 ﬁﬁcn<ﬁ+ﬁ.

Mnozac powstata podwojng nierdwnosé przez v/n, otrzymujemy
1<cp/n<1+ !

< cpvn ——

" 4\n

Stosujac twierdzenie o trzech ciggach, dostajemy, ze ciag c,,v/n jest zbiezny do 1. m

10



Lemat 9. Dla kazdego x > 0 zachodzg nierownosci

2

x

a) x—7< log(1 + x),
x? xz x3

b) log<1+x+z><x—x+ﬁ

Lemat 10. Dla kazdego n € N zachodza nierownosci

n
1
a) Z—szﬁ—L
kzlﬁ
ol 3
b) Z—>2vﬁ——,
k=1\/z 2
n
1
c) Z— 1+logn
k
k=1
n
d Zl>1
) - > logn,
k=1
n
) > L <3
e e .
& keVk

Dowdd lematdéw 9 i 10 zostal zamieszczony na str. 24 — 28.

Dowadd twierdzenia 1. Z punktow (D2) i (D3) wynika tozsamosé¢

any1 = A +cy) s (1 +cp).

Biorac teraz logarytm naturalny wyrazen po obu stronach réwnania, wykorzystujac podstawowa wtasno$¢
logarytmu, dostajemy

loga,sq = Z log(1 + cy).
k=1

Korzystajac z nierownosci (7), otrzymujemy, ze dla kazdego k € N zachodzi podwdjna nierownosé

(8) 1+—<1+ck<1+

1
vk \/_ 4k
Wykorzystujgc monotonicznos$¢ logarytmu naturalnego dostajemy, ze dla kazdego k € N zachodza
zaleznoscli

1 1
lo (1+—)Slo 14+¢) <lo (1+—+ )

11



Korzystajac z lematu 9, uzyskujemy nieréwnosci

1 1 1 1
— ——<log(1l+c¢,) <— ,
V& 2k Sleedra \/_ k" 12Kk
n n n n n n
3 DI EDACETARD Y W SN
— og Ck —_— ) — .
=1 k=1 2k k=1 k=1 \/E k=1 4k k=1 12k\/F

Whynika stad, ze dla kazdego n € N prawdziwa jest podwdjna nierd6wnos¢

kZl\/__ %Z Zlog(1+ck)<lcz=1\/_ %I{Z% 12;$.

Wykorzystujac teraz nierownosci z lematu 10, dostajemy, ze dla kazdego n € N zachodzi zwiazek

Pr‘lb—‘

n
3 1 1 1
2\/5—5—5(1+10gn)<Zlog(1+ck)<2\/ﬁ—1—zlogn+z,

co prowadzi do nieréwnosci
n
1 3 1
2vVn -2 —Elogn < Z log(1 + ¢) < 2vn — i Zlogn.
k=1
Przyktadajac teraz funkcje e* do tak otrzymanej podwdjnej nierownosci, otrzymujemy nierownosé¢

e 2n"1/2e2Vn < g < @ 3/4p /42 g
- = (00
Funkcja tworzaca ciagu (a,),-1

W tej czesdci pracy zajmiemy si¢ wyznaczeniem funkcji tworzacej dla ciggu (a,)n=1-

Lemat 11. Szereg potgegowy

(D4) Z a,x™
n=1

ma promien zbieznosci R = 1.
Dowod. Ciag (a,)n=1 jest ciagiem liczb dodatnich. Zachodzi zatem réwnos¢

1 . Ony1
= lim :

n-o q,

lim
n—-oo an

Z okreslenia ciggdw (by)m=q | (cp)m=1 Wynikajg rownosci

an+1
aTl

=b,=14c,.

12



Wykorzystanie nieréwnosci z (7) prowadzi do zaleznosci

a 1 1
ol —+—

1<
a, Vn  4n

Z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy réwnos¢

) lim L — q,

n—-oco an

Z kryterium d’ Alemberta wynika, ze szereg (D4) ma promien zbieznoci R = 1. m

Ciag (a,)n=1 jest ponadto rosnagcym ciagiem liczb dodatnich, zatem szeregtendlax = 1ix = —1
jest rozbiezny.

(D5) Niech F(x) bedzie sumg szeregu potegowego (D4).

F (x) jest poszukiwang funkcjg tworzaca ciggu (a,)5=1-

Lemat 12. Szeregi potggowe

)

n+2

Cl) Z 2an+1x ’
n=1

b) Zanxn+2’
n=1
o1
n+2
D

majg dodatnie promienie zbieznosci, odpowiednio R, Ry, R.. Zachodzi réwno$¢ R, = Ry, = R, =1
oraz sumy szeregdw a), b), ¢) sa zwigzane z F (x) wzorami, odpowiednio, 2x(F (x) — a;x), x?F(x)
ix [5 F(Ddt.

Dowdd. a) Zauwazmy, ze zmieniajac indeks sumowania w szeregu potegowym

(10) Z an+1xn+1'
n=1

otrzymujemy réwnosci
(00} (00} [0¢]
(11 Z Apyx"Hl = Z apx™ = <Z anx"> — a;x.
n=1 n=2 n=1

Szereg (10) ma wigc taki sam promien zbiezno$ci, jak szereg (D4). Niech R; oznacza promien
zbiezno$ci szeregu (10). Z lematu 11 wynika, ze zachodzg réwnosci

R, =R=1.

13



Niech g, (x) bedzie suma szeregu potegowego (10).
Wykorzystujac (D5), (11) oraz whasnosci sumy szeregu potegowego, dostajemy
(12) 91(x) = F(x) — ayx.

Zachodzi takze rOwnos$¢

(13) z 2a,41x™2% = Z 2X0p1x" L
n=1 n=1

Z whasnosci podstawowych dziatan na szeregach potegowych wynikajg rownosci
R,=R,=1.

Niech hy(x) oznacza sumg szeregu a).
Korzystajac z rownos$ci (12), (13) oraz wlasnosci sumy szeregu potegowego, otrzymujemy rownosci
(14) hi(x) = 2xg(x) = 2x(F(x) — a;x).
b) Zauwazmy, ze zachodzi zwigzek
(15) Z a,x"t? = z x%a,x™

n=1 n=1

Z whasnosci podstawowych dziatan na szeregach wynika, ze szereg b) ma taki sam promien zbieznosci,
jak szereg (D4). Z lematu 11 dostajemy, ze zachodzg réwnosci

Rb=R=1

Niech g,(x) bedzie suma szeregu b). Skorzystanie z (D5), (15) oraz wtasnosci sumy szeregu
potegowego prowadzi do rownosci

(16) g2(x) = x*F ().

¢) Rozwazmy szereg potggowy

-1
(18) Z — an,x™tL,
n=1

Niech R, oznacza promien zbieznosci tego szeregu, a g;(x) sume tego szeregu.

Zauwazmy, ze zachodzi rowno$¢

%) 1 [e%) X

Z ax"“:Z fa t"dt |.
1 n n

n=1n+

n=1 \o

Z twierdzenia o catkowaniu szeregdw potegowych wynika, ze zachodzi réwnos¢

R,=R=1

14



oraz dla kazdego x € (—1; 1) zachodzi rowno$¢é

X

(19) 95 () = f F(t)dt.

0

Zachodzi takze zwigzek

o 1 o1
(20) z n+1 anx™E = an +1 an ™
n=

n=1

Niech h,(x) oznacza sume szeregu potegowego c). Wykorzystujac (19), (20) oraz wlasnosci sumy
szeregu potegowego, otrzymujemy, ze zachodzi rownosé¢

X

(21) hy(x) =fo(t)dt. n

0

Lemat 13. Funkcja F (x) spetnia rownanie rozniczkowe

(22) F(x) = x(x — 1)? dl;gcx).

Dowod. Rozwiniecie F(x) w szereg potegowy o srodku w x = 0 jest jednoznaczne. Dla x € (—1;1)
mozemy wigc zapisa¢ rownosci

a,x™.

NgE

[ee]
F(x) = Z apx™ = a;x + ax? +

n=1 n=3

Zmieniajgc indeks sumowania w szeregu Y p—3 a,x", dostajemy rownos¢
oo
F(x) = ayx + ayx? + Z Ay X2,
n=1

Korzystajac z lematu 2b), prawg stron¢ mozemy zapisa¢ w postaci

n
n+1

(o]
a,x + azx? + Z (2an+1x”+2 — an x"+2).

n=1

Dalsze przeksztatcenia prowadzg do rownosci

c 1
F(x) = ayx + ayx? + Z (2an+1x"+2 -y x"? + manx””).
n=1

Wykorzystujac lemat 12, otrzymujemy réwnanie

X

F(x) = ayx + a,x? + 2x(F(x) — ayx) — x?F(x) + x f F(t)dt.
0
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Korzystajac z faktu, ze a, = 2a4, otrzymujemy rownos¢

X

(23) F(x) = ayx + 2xF (x) — x*F(x) + x f F(t)dt.
0

Z twierdzenia o r6zniczkowaniu szeregoéw potegowych wynika, ze F (x) jest funkcja dowolnie wiele razy

rozniczkowalng. Stad | ;‘ F(t)dt robwniez posiada t¢ wlasnos¢.
Rézniczkujgc rownosé (22) dwukrotnie, dostajemy roOwnanie

F"(x) = 2F'(x) + 2F'(x) + 2xF" (x) — 2F (x) — 2xF'(x) — 2xF'(x) — x*F" (x) + F(x) +
+F(x) + xF'(x).

Po uproszczeniach otrzymujemy rowno$¢
(x? = 2x + DF"(x) = (4 — 3x)F'(x).
Stosujac podstawienie u(x) = F'(x), rOwnanie to mozna zapisa¢ jako
(x — 1%/ (x) = (4 — 30)u(x).

Dla x € (—1;0) U (0; 1), mnozac obie strony przez x i przenoszac wszystko na lewg strong, dostajemy
réwnanie

x(x — 1)%u'(x) + (3x? — 4x)u(x) = 0.
Dodajac do obu stron u(x), dostajemy zalezno$¢
u(x) = x(x — D?%u'(x) + (3x% — 4x + Du(x),
ktoéra mozna sprowadzi¢ do postaci
u(x) = (x(x — 1)2u(x))’.

Wracajgc do podstawienia u(x) = F'(x), otrzymujemy

dF
—1)22—
dF _ d (t(t 1) dt)
dt dt '
Calkujac obie strony od 0 do x, dostajemy

dF
xdFd ~ xd(t(t—l)zﬁ)d
fﬁ t_f dt Z
0 0

F(x) — F(0) = x(x — 1)? d—F
dx

Wykorzystujac fakt, ze F(0), jako suma szeregu potegowego (D4) dla x = 0 jest rowna 0, otrzymujemy
roOwnanie (22).
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Pozostaje zatem sprawdzi¢, ze rownanie (22) jest spelnione dla x = 0. Zachodza rownosci

dF(x)
dx

x(x — 1)? (0)=0=F(). m

Dowdd twierdzenia 2. Rozwigzemy teraz rownanie (22). Ograniczymy si¢ w tym celu do przedziatu
otwartego (0; 1). Réwnanie rozniczkowe (22) rozwigzemy metoda rozdzielenia zmiennych. Rozktadajac

utamek algebraiczny na ulamki proste, otrzymujemy rownos$¢

1
x(x—-1)2

1 _1+ -1 4 1
x(x—-1D2 x x—1 (x-1D7%

Dzielgc teraz obie strony (22) przez x(x — 1)?F (x), dostajemy réwnanie

1 drF 1 -1 1

F(x)E=x+x—1+(x—1)2'

Calkujgc obie strony wzgledem x, otrzymujemy

1
log|F(x)| = log|x| —loglx — 1| = ——+Cy,

gdzie C; jest pewna stala.

Uwzgledniajac to, ze x € (0; 1) i natym przedziale F(x) jest dodatnie, dostajemy rownos¢
1

log F(x) = logx —log(1 —x) + T—» + C;.
Przyktadajac teraz funkcje e* do obu stron powyzszej rownosci, dostajemy

1
1

F(x)=C el-x,
- X

1
Wiynika stad, ze dla x > 0 funkcja F (x) pokrywa si¢ z C lf—x e1-x, gdzie C jest pewng dodatnig stalg.
1 1
Rozwiniemy teraz funkcje C :—x e1-x W szereg Maclaurina. Rozwijajac funkcje ei-x w szereg potegowy,

. - 1 .
stosujac podstawienie y = -~ otrzymujemy
o0}

) med )

i=0 i=0

F(x) =

Rozwijajac kolejne potegi i z uogolnionego wzoru dwumianowego Newtona, dostajemy

1, 1\ o 1 i+1 i+ +)) .
F(x)=CxE.—< ) =Cx§,—1+—x1+'--+( ) , Dy =
lail\1l—x £l 1! Jj!
=0 i=0
i=0 l Jj=0 J i=0 ]=Ol J
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Z whasnosci podstawowych dziatan na szeregach potegowych wynika, Ze szereg potggowy
(24) cZZ%(””) i+
i=0 j=0
ma promien zbieznosci R; = 1.
Zajmiemy si¢ teraz uzasadnieniem potrzebnej pdzniej zmiany kolejno$ci Sumowania w szeregu (24).
Dla kazdego x € (—1;1) istnieje takie 0 < r < 1, ze r > |x|.

Zachodzi zatem nierd6wno$¢

A A
C5)21< (570
J J

r < 1, zachodzi wigc rownos¢

(- ()"
1-7r
j=0
oraz istnieje takie M > 0, ze zachodza nierdwnosci
1
— <M < o0,

1-7r
Zatem, dla kazdego x € (—1; 1) istnieje takie M, ze zachodzi
ey 2G| =yl () < e a( ) < g =
i i!
' ' ' i=0

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
= CMeM

Uzasadnia to mozliwo$¢ zmiany kolejnos$ci sumowania. W jej wyniku otrzymujemy szereg potegowy

(2 )

1
i suma tego szeregu takze jest rowna C é e1-x, Zauwazmy, ze szereg (25) mozna przedstawic

W postaci Yo, 1,x™, kladac
_ Ci 1 (i +n— 1)
LTI
=0

Otrzymali$my wigc, ze szeregi (D4) i (25) sa zbiezne dla x € (—1; 1) oraz ich sumy sg rowne
dlax € (0; 1).

Z podstawowych faktow dotyczacych szeregow potegowych wynika, ze suma Szeregu (D4)

1
jest rtowna C :—xeﬁ dla kazdego x € (—1; 1).
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Zajmiemy si¢ teraz wyznaczeniem zwigzku migdzy C i ay.
Z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregéw potegowych wynika, ze suma szeregu
[00]
(26) Z na,x" 1
n=1

jest rtowna

1
d(lexem)

dx

1
Roézniczkujac funkcje € :_x e1-x, otrzymujemy réwnos¢

X 1
d(Cl_xel_x)_C 1 %
dx B (1—x)3e *

Suma szeregu (26) dla x = 0 jest zatem rowna

1 1
Cmel—O = Ce.
Zachodzi wigc rowno$¢
C=ae L
Stad suma szeregu (D4) jest rowna
Cl—xeﬁ = (lee‘l1 ixeﬁ= allfxe_uﬁ = allfxe%x

X
Wykorzystujac fakt, ze a; = 1, otrzymujemy, ze suma szeregu (D4) jest rowna é ei-x, |

Na zakonczenie tej czesci pracy przyjrzyjmy sie wykresowi funkcji F (x).

Wykres funkcji F(x)
ze strony internetowej
demos.com/calculator
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Wzor na wyraz ogélny ciagu (a,), -1

W tej czgsci pracy zajmiemy si¢ wyznaczeniem WZOru na a, w postaci ogolnej, wykorzystujac funkcje
tworzaca wyznaczong w poprzedniej czgsci pracy.

W dalszej czesci przydatne okaze si¢ nastgpujace twierdzenie pomocnicze:
Lemat 14. Szereg podwdjny
@ >y )an
i=0 j=0 i
jest zbiezny bezwzglednie dla kazdego x € (—1; 1).

Dowod. Dla kazdego x € (—1; 1) istnieje takie 0 < r < 1, ze r > |x|, co pociaga za sobg

1(l+1> i+j+1 =l(i+j)|x|i+j+1<l(i+j)ri+j+1_
A, i\ i\

r <1, zatem
i+1

1 U AP - i+j . 1 . (NG
_ j+1 i+j+1 — i+1 —
Z‘l( ) <Z( ) (1—r> r (1—r)

j=0 j=0

i istnieje takie M > 0, ze zachodzg nierdéwnosci

r <M<
_— Co,
1—1r

Mamy ostatecznie, ze dla kazdego x € (—1; 1) istnieje takie M > 0, ze zachodzg nieréwnosci

22 H_'] yiti+1 <Zl " )l <Z,1M“r1 =MeM < . m
, i! i! 1—r £

i=0 j=0 i=0 i=0

Dowod twierdzenia 3. Rozwinmy funkcje éeﬁ w szereg potegowy o Srodkuw x = 0.

X
Rozwijajac funkcje lf—x ei-x w szereg potegowy, stosujgc podstawienie y = é, otrzymujemy réwnosci

R e
_l i!

i=0

[oe]

X 1
Fx) = 1—le'

1=0

i+1

-

Rozwijajac kolejne potegi T2 uogo6lnionego wzoru dwumianowego Newtona, dostajemy rownosci

L i! 4 j L i\ j
i=0 j=0 i=0 j=0
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Przypiszmy kazdemu x € (—1: 1) macierz trojkatng okreslong nastepujaco:

KA
ll 0 TP E Jl
to jest
Aix > [al](x)]” .
0 dlai<j
e ¢ —11)! ((j - %:2_ 1))xj dat=s

Zauwazmy, Ze sumujac najpierw wyrazy macierzy A wierszami, a nast¢pnie dodajac tak otrzymane

szeregi, otrzymujemy szereg (27). Z lematu 14 dostajemy, ze dla kazdego x € (—1; 1) szereg podwojny

(27) jest bezwzglednie zbiezny.

Dla x € (—1; 1) mozemy zatem, z twierdzenia Cauchy’ego o przestawianiu®, zmieni¢ kolejno$é
sumowania wyrazow macierzy A, nie zmieniajgc przy tym sumy szeregu (27).

Zauwazmy ponadto, ze te wyrazy macierzy, ktore znajdujg sie w tej samej kolumnie i ktére mogg
by¢ niezerowe, zawierajg x w tej samej potedze.

Zachodzg rownosci

o=y Y (s =Y S (45T a3y () -
i! INi+j—j i!
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
0o o ,n—1
1m-1 1m-1
ST EEY D3 )
| 4 i! [ i\ i
k=0+4+0+1i+j+1=n k=1 \i=0
i,jJEN

Pomimo tego, ze sumujemy tutaj sktadniki ,,po przekatnej”, jest to w rzeczywistosci prostsza forma
zapisu zmiany kolejnosci sumowania w macierzy A.

Suma szeregu potegowego

jest zatem rowna

2 Podstawy analizy matematycznej” - W. Rudin, Wydawnictwo Naukowe PWN 2000, wydanie szoste, s. 149.
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Pozostaje zatem jedynie sprawdzi¢, ze wyrazy ciagu (a,)n=1 sa okreslone wzorem ogolnym

n—-1

(29) a, = l(" B 1).

i! [
i=0

W tym celu wykorzystamy zasade indukcji zupelnej.

Dlan = 1 zachodza réwnosci

o 11-1
al_l_&( 0 )

Zalézmy teraz, ze dla pewnego n € N mamy, ze dla kazdego 1 < k < n zachodzi réwnos¢

Przeanalizujmy teraz warto$¢ a; + -+ + a,

0 n—-1
1,0 1m-—1
avtotan=y )+ y ()=

i=0 i=0

a0 )t o o)

Sumujac te wyrazenia kolumnami i korzystajac z wasnosci symbolu Newtona®, dostajemy rownosci

n-1 n—-1 n-1n-1 ) n-1 _ n-1
_ 1 _ 1 AN
wtran=2a(o) o+ D ot = 2 2wl = 2w ()
i=0 i=n—-1 k=0 i=k k=0 i=k
n—-1 n—-1 n
_zl(n—1+ ) 1 n _
Lk k+1 k'k+1 B (k—1)!k
k=0 k=0 k=1

Otrzymujemy zatem rownos¢

<!
a1+...+an=Zl(i_1)!(ril).

Dzielac obie strony przez n, dostajemy rownosci

a+ota, 1 1 ol 1 n! =1 (n—1)! =1 /m-1
: n :;Z(i—1)!(i):;n(i—1)!i!(n—i)!:;E(i—l)!(n—i)!:;E(i—1>'

? Delta nr 2 (549) 2020 s. 12.
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Dodajac do otrzymanego wyrazenia a,,, otrzymujemy réwno$¢

i D (i - Fiy) Rk
n n —ol o L\ i ini—1/)) Ta\n-1/

=1

Wykorzystanie podstawowych wtasnosci symbolu Newtona, prowadzi do rownosci

+oet 1 =1 1 51
== (o) 25 () ) = 2a ()
Zachodzg zatem rownosci

a + - +an "1 < 1m+1-1
Gty = ¥ Z; =ZE( )

Podsumowanie

Na koniec warto wspomnie¢, ze a,, jest zwigzany z szeregiem hipergeometrycznym nastepujgca, prostg
do zweryfikowania z definicji symbolu , £, zalezno$cia

an, = 1F1(1 —n, 1, —1)

Niektore problemy pozostaly nadal otwarte, m. in. znalezienie lepszych oszacowan na a,, pozwalajacych
na wyznaczenie jego asymptotyki oraz znalezienie wzoréw ogdlnych na kolejne wyrazy ciggu (a,)y=1
dla k > 1. (por. z zadaniem 12 z wprowadzenia)

Dos¢ prawdopodobna wydaje si¢ nastepujaca hipoteza
o .1 L
(bp)p=1 =1 +ﬁ+4n+0(nﬁ) przy n - o

Jej weryfikacja wymaga jednak glebszej analizy.
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Dowody lematow 91i 10

2
Dowdd lematu 9. a) Funkcje x — x? i log(1 + x) sa rozniczkowalne dla x > 0. Obliczajac pochodne

2
funkcji x — x? i log(1 + x), dostajemy réwnosci

d x? _ 1
dxx 2/ ©

d
Tx (log(1 +x)) =

1+x

Niech

2
hy(x) =log(1+x) — (x — %)

dlax = 0.

Wykorzystujac podstawowe wtasnosci pochodnej, dostajemy, ze zachodzg réwnosci

X2
dh, _d(log(1+x)—<x—7>>_ d - d 2
E(x)_ dx —a(og( +X))—a<x—7>-

Dla kazdego x # 0 mamy nier6wnos$¢

1-x2<1.

Wynika z tego, ze dla kazdego x > 0 zachodzg nierownosci

d1 L d x?
a(og( +x))>a<x—7>.

Dla kazdego x > 0 mamy zatem, ze % (x) > 0. Korzystajac z twierdzenia o monotonicznos$ci funkcji

rozniczkowalnej dostajemy, ze hq (x) jest funkcja $cisle rosnaca dla x = 0.

Obliczajac h,(0), otrzymujemy réwno$é

02
hy(0) =log(1+0) — (0 — 7) =0.

Wykorzystujac $cista monotoniczno$é hq (x), dostajemy, ze dla dowolnego x > 0 zachodzi nierownosé
2

2
hy(x) =log(1+x) — (x — %) > log(1+0) — <0 —%) =0.
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2
X . r I . . . e r 7
Przenoszac x — ~ ha druga strong nierdwnosci, otrzymujemy zadang nierownosc.

2 2 3
b) Funkcje log (1 + x + %) ix — +Z sg rézniczkowalne dla x > 0. Obliczajac pierwsze pochodne
obydwu funkcji, dostajemy rownosci
d x?
d x2 a(l +x+ T) 1 +% 1
a<10g<1+x+z>>: ) = p 7 = =
£ 2 1+5
1+x+ 7 (1 + 2) 2
d x? N X%\ X x?
ax\" e T12))T 2w
Niech

x? x?  x3
hy(x) =log<1+x+z>—<x—z+ﬁ>

dlax = 0.

Z podstawowych wiasnosci pochodnych wynika, ze zachodzg réwnosci

dxx

4

= o p— 1 —_
dx ) dx dx tx+ 4

b o) (- 548) lforer )5t

Dla kazdego x > 0 spelnione sg nieréwnosci

1+=>1
8 )
xZ x2 3
1-—4-+>—-"+=>1
TR R

Po pogrupowaniu wyrazow po lewej stronie dostajemy

(1+§)<1—§+§>>1.

Po podzieleniu obu stron nieréwnoéci przez 1 + % dostajemy, ze dla kazdego x > 0 zachodza

nierdwnosci

d 1 1+ +x2 <d x2+x3
de\ OB\ T T Ty dx\* "2 " 12/
d

Mamy zatem, ze f (x) < 0dlax > 0. Wykorzystujac twierdzenie o0 monotonicznosci funkcji

rozniczkowalnej dostajemy, ze h(x) jest funkcja $cisle malejaca dla x > 0.

x3

12

)
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Obliczajac h(0), otrzymujemy rownosci

0 02 02 03
h(0) =log(1+5+—)—(0-—F+)=0.

Wykorzystujac $cista monotonicznos$é h(x), dostajemy, ze dla dowolnego x > 0 zachodzi nieréwnosé

oo =log (14 x4 5 ) (1424 L) (0-L 1 DY 2
X)=I0g{ T X T YT T12) S 08 24 4 T 12) 7"

2 3
. X X . ’ J . . . I3 7
Dodajac x — T do obu stron nieréwnosci, otrzymujemy zadang nierd6wnosc¢.

Dowdd lematu 10. a) Dlan = 1 zachodzi réwnos$¢
—=2V1-1.

Korzystajac z faktu, ze funkcja % dla x > 0 jest malejaca i ciggta, dostajemy, ze dla k = 2, ...,n

zachodzi nieréwnosé

k
1 1
2Vk—2Vk—-1= f—dx>—.
k_lx/E N

Sumujac zatem obie strony nierdwnosci po k od 2 do n, otrzymujemy zaleznos¢

n
1
-2V =T+ 2V =T+ =2V > ) —.
k=2\/E

Dodajac do obu stron 1, dostajemy nier6wnos¢

n
1
2yn—1> Z —.
k=1 vk
b) Dlan = 1 mamy nierd6wno$é

3 1 1
WI-S=<1=—.
Vi-3=3<1=F

Funkcja \/iz jest funkcjg wypukta. Dlan > 1ik = 2, ...,n otrzymujemy zatem zaleznosé

1
k —_
1 =
Wk—-2Vk=1= f—dx<u.
k—l\/; 2
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Sumujac obie strony nierownosci po k od 2 do n, dostajemy nierownosci

1.1 1 1

2yn—2vn—-1+2vn—1+ - —2\/"<‘/_2\/§+...+Vn—; \/5’
1 w1 1
2 —2 < — -
e m T L

Dodajac do obu stron merownosc1 - otrzymujemy nieréwnosé

v—i
3 1 w1
2 2Vn k=1 vk

przy czym lewa strona nieréwnosci jest niewatpliwie wieksza od 2v/n — %

¢) Dlan = 1 mamy rownos¢
1
—=1=1+logl.
1
Dlan >1ik = 2,...,n, wykorzystujgc monotonicznos¢ i ciggtos¢ funkcji %, otrzymujemy zwigzek

1 1
logk —log(k — 1) = o dx > 7
k=1

Sumujac obie strony nierownosci po k od 2 do n, dostajemy zalezno$é

n

1

logn —log(n —1) + ---+1log2 —log1 > ZE
k=2

Po dodaniu jednosci do obu stron nierownosci i uproszczeniu lewej strony otrzymujemy zadang
nierownos¢.

d) Dlak =1, ..., n, korzystajac z monotonicznosci i ciggtosci funkcji % dostajemy zaleznos¢

k+11 1
log(k +1) —logk = | = dx <~
og(k +1) —log fxxk
k

Sumujac zatem obie Strony nierownosci po k od 1 do n, otrzymujemy nierownosé

n

1
log(n+ 1) —logn+---+1log2 —logl < ZE

Po uproszczeniu lewej strony nierdwnosci dostajemy zwigzek

n
1
logln+1) < Z 7
k=2
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28

przy czym lewa strona jest oczywiscie wieksza od logn

e) Dlan = 1 mamy nier6wnos¢

=1<3.
W1
Dlan>1ik=2,.

, 1, wykorzystujac monotonicznos¢ i ciggltosé funijI

otrzmeJemy nierownosé

k\/_ f_dx

Sumujac zatem obie strony nierownosci po k od 1 do n, otrzymujemy zaleznosci

n
S ¥ e[ La
Z Z kvk xvx
Korzystajac z faktu, ze dla kazdego x > 0 funija

przyjrnuje wartosci dodatnie i catka

[00]
— dx
x\/_
ma warto$¢ skoniczona, otrzymujemy nierownosci

n

1
n b limx™2 (13
—<1+f—dx<1+f—dx<1+u— — 1+2=3.
zk\/_ x\Vx x\Vx _1 _%



