Sprzezenia izogonalne i kilka wiasnosci punktu Xos

Radostaw Zak

Streszczenie

W pracy definiuje habilsak punktu w tréjkacie i badam jego wlasno-
$ci. Dowodze przy tym takze pewnych wlasciwosci punktu Xo5 bedacego
szczegblnym przypadkiem habilsaku oraz wykazuje, ze punktu stalego
tej operacji nie da sie skonstruowaé¢ w klasyczny sposéb.

1 Wprowadzenie

Izogonalne sprzezenie prostej jest krzywa stozkowa — ten fakt lezy u podstaw
niniejszej pracy. Na jego podstawie definiuje habilsakﬂ punktu dla ustalone-
go tréjkata. Rozdziatl trzeci zawiera dowdd jego istnienia. Nastepnie badam
jego wlasnosci w szczegdlnych przypadkach. Rozwazajac nasza konstrukcje
dla linii §rodkowych tréjkata otrzymamy punkt Xos, ktoérego niektére in-
ne wlasnosci przedstawiam w rozdziale czwartym. Habilsakiem punktéw na
okregu opisanym okazuje sie by¢ srodek cigzkosci tréjkata. Na koniec dowodze,
ze istnieje punkt, ktory jest swoim wiltasnym habilsakiem, a takze, ze nie da
sie go skonstruowaé za pomocg standardowych metod, tj. cyrkla i linijki bez
podzialki.

!Skorzystalem ze znanej w fizyce strategii by, gdy potrzebuje si¢ nieuzywanego stowa,
zajrzeé do Joyce’eﬂ

2 Na czaszce ma przekoniczny habilsak, §miale confunieco niczym hiaronimowy hajer-
bajtel”, Finneganow Tren, James Joyce, strona 132



2 Pojecia

2.1 Oznaczenia

A
E
M
L
F
H
B D K C

Ustalmy tréjkat ABC. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

K, L, M — érodki bokéw

e P — dowolny punkt

D, E, F — przeciecia prostych AP, BP, C'P z przeciwleglymi bokami
tréjkata

O — srodek okregu opisanego na ABC

e H — ortocentrum ABC

Bedziemy przyjmowaé konwencje, w ktérej XY Z oznacza skierowany
kat miedzy pétprostag Y X a Y Z.

Uwaga. W rozdziale czwartym niektére punkty beda miaty inne znaczenie,
odpowiednie oznaczenia podamy we wstepie do tego rozdziatu.

Dla danego tréjkata mozemy zdefiniowa¢ jego rézne punkty srodkowe
(na przyklad srodek ciezkosci czy ortocentrum). Takie punkty sa zebrane
w Encyklopedii Srodkéw Tréjkata [2]; bedziemy oznaczali n-ty z tamtejszych
srodkéw przez X,.



2.2 Izogonalne sprzezenie

Powiemy, ze punkty P i Q sa izogonalnie sprzeione w tréjkacie ABC, jesli
IBAP = 4QAC, SCBP = ¥QBA oraz YACP = 4$QCB. Oczywiscie jest
to relacja symetryczna.

Twierdzenie 2.1. Jesli P nie lezy na prostych zawierajacych boki tréjkata,
istnieje punkt izogonalnie doni sprzezony.

Dowdd. Niech P4, Pp, Po beda odbiciami P wzgledem odpowiednich bokéw
tréjkata. Oznaczmy przez (Q $rodek okregu opisanego na tréjkacie PaPpPe.
Wtedy PcA = PpA (= PA) i QPc = QPg, wicc tréjkaty PoAQ 1 QAP
sa przystajace. W szczegélnosci S PcAQ = <QAPg. Poniewaz

29BAP + SPAQ = SPoAB + <BAP + SPAQ = SP-AQ
oraz
294QAC 4+ SPAQ = SQAC + SPAC = SQAC + SCAPp = SQAPg

to $BAP = 4QAC. Analogicznie dowodzimy pozostatych dwéch réwnosci.
O
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Uwaga. Jesli punkty P4, Pp, Pc leza na jednej prostej (co dzieje sie doktad-
nie wtedy, gdy P lezy na okregu opisanym na ABCED, punktem @ bedzie
kierunek prostopadty do przechodzacej przez nie prostej. Wtedy zaréwno A
jak i @Q lezg na symetralnej PgPc, wiec réwnosé S PcAQ = SQAPg jest
prawdziwa. Pozostata czes¢ rozumowania pozostaje bez zmian.

Punkt izogonalnie sprzezony do P bedziemy oznaczaé przez P*.

Przyklad. SBAH = 90° — SCBA = 90° — %%(C’OA = JOAC, wiec Hi O
sg izogonalnie sprzezone.

A

B C

Przyklad. Niech M bedzie srodkiem boku BC. Odbijmy A wzgledem M
otrzymujac A’. Ponadto niech styczne do okregu opisanego w B i C przecinaja
sie w D. Wtedy

—JA'CA=<9IBAC = YBCD

3Bedzie to obraz prostej Simsona punktu P w jednokladnosci o srodku P i skali 2




i analogicznie dla katow o wierzchotki B, zatem A’ i D sg izogonalnie sprzezo-
ne. W szczegélnosci AD jest symediana (tj. prosta izogonalnie sprzezona do
srodkowej) w kacie BAC.

D A

2.3 Wspélrzedne barycentryczne

Jedli dla pewnego punktu P oraz liczb rzeczywistych pa, pp, pc (nie wszyst-
kich réwnych zero) zachodzi

pAﬁéH—pBﬁ%—pcﬁ: 6)

powiemy, ze [pa : pp : pc] sa wspéhrzednymi barycentrycznymi punktu P
w ABC. Oczywiscie dla dowolnej niezerowej stalej A\ jesli [pa : pp : pc]
sa wspohrzednymi barycentrycznymi punktu P, to [Apa : Aps : Apc] takze.
Kazdy punkt P ma jakie§ wspélrzedne barycentryczne, i to dokladnie jedne
z doktadnoscia do stalej, gdyz PA, PB, PC rozpinaja przestrzeri wymiaru
dokladnie dwa, wiec jadro odwzorowania z (u,v,w) € R® w uPA + Uﬁ +
wﬁ ma wymiar jeden. Wspéhrzedne barycentryczne mozna interpretowaé
jako takie masy pa, pp, pc, ze po umieszczeniu ich odpowiednio w A, B,
C otrzymamy uktad o $rodku ciezkosci w P; to pokazuje, ze wspélrzedne
te jednoznacznie definiuja punkt, bedziemy wiec oznacza¢ P ~ [pa : pp :
pcl, jesli [pa : pp : pc] sa wspéhrzednymi barycentrycznymi P. To oznacza



tez, ze wspolrzedne dowolnego punktu prostej PQ sa kombinacja liniowa
wspéhrzednych P i Q).

W tych interpretacjach przyjmowalismy p4 + pp + po # 0, gdyz tylko
wtedy odpowiedni uklad bedzie miatl srodek masy. Okazuje sie, ze punkty
dla ktoérych suma wspéirzednych jest réwna zero, sa doktadnie punktami
w nieskoriczonosci.

Wspélrzedne barycentryczne sa szczegélnie przydatne w zagadnieniach
dotyczacych geometrii tréjkata, gdyz pozwalaja na proste zapisanie obiektéw
z nim zwigzanych. Dla przyktadu, oczywiscie [1:0:0], [0:1:0], [0:0 : 1]
sa wspohrzednymi wierzchotkéw A, B, C, za$ [1 : 1 : 1] to srodek ciezkosci
ABC.

Lemat 2.1. Niech P ~ [pa : pB : pc|, zas proste AP, BC przecinaja sie
w D. Wtedy

BD pc
DC pB

Dowdd. Zauwazmy, ze D ~ [0 : pp : pc| — istotnie, te wspéhzedne sa
zaréwno kombinacja liniowa wspéhrzednych A i D, jak réwniez B i C. Z de-

finicji
pBﬁ +pcm =0

co jest rownowazne tezie. O

Ta obserwacja pozwala udowodnié¢ zaréwno twierdzenie Cevy, jak i twier-
dzenie Menelaosa. Daje ona réwnowaznosé wspétrzednych barycentrycznych
i stosunkéw, z ktoérej bedziemy wielokrotnie korzystac.

Lemat 2.2. Izogonalne sprzezenie punktu P ~ [p4 : pp : pc] ma wspétrzedne
barycentryczne

[aQ b 02}

pa  PB PC

Dowdd. Niech Q = P* i AP, AQ przecinaja BC odpowiednio w D, E.
Bedziemy chcieli udowodnié, ze

BD BE _¢&
DC EC b2
Niech § = < BAD. Z twierdzenia sinuséw dla tréjkatéw BAD oraz DAC
mamy



BD _ c
sinl  sinJYADB

oraz

CD b

sin(a — 0)  sin ¥CDA
Oczywiscie sin Y ADB = sin SCDA, wiec dzielac stronami, dostajemy

BD sin(a—0) ¢

CD  sinf b
Analogicznie

BFE sin ¢

(e}

CE sin(fa—6) b

Mnozac stronami otrzymujemy teze.

C

Zatem jesli mamy pewng prosta o réwnaniu kx4 + Axp + pxro = 0, to
jej izogonalne sprzezenie ma réwnanie

2 2 2
Ka Ab c
LG R )
TA TR T

wiec po pomnozeniu przez rArprc

Krpre + Necra + p'zazg =0



dla pewnych &', X, y/. Zatem izogonalne sprzezenie prostej jest krzywa
stopnia dwa — dla wspéhrzednych barycentrycznych, i aby stwierdzi¢, ze
bedzie to stozkowa, musimy udowodnié jeszcze ponizszy lemat:

Lemat 2.3. Stopien krzywej algebraicznej jest taki sam we wspétrzednych
kartezjariskich i barycentrycznych.

Dowdd. Wezmy A" = (1,0), B" = (0,1), C" = (0,0). Zauwazmy, ze punkt
P = (z,y) we wspéhrzednych kartezjariskich ma w tréjkacie A’B’'C” wspélhrze-
dne barycentryczne (z,y,1 —z —y), gdyz

ﬁ~x+ﬁ-y+ﬁ-(l—x—y) = (x — 1,y5~x+(x,y - 15-y+(:v, yj'(l—x—y) =0

Niech f(x,y) bedzie réwnaniem krzywej we wspotrzednych kartezjanskich,
zas$ G(x,y, z) w barycentrycznych. Wtedy istnieje taki jednorodny wielomian
F(x,y,z), ze F(z,y,1 —x —y) = f(z,y) (kazdy jednomian nizszego stop-
nia w f domnazamy przez x + y + z), i przeksztalcenie afiniczne, w ktérym
obrazem A’B'C’ jest ABC, przeksztalci F w G, a poniewaz przeksztalcenia
afiniczne sg liniowe, w szczegdlnosci deg G = deg F' = deg f. O

Zatem izogonalne sprzezenie prostej jest stozkowsa, ktéra przechodzi przez
wierzcholki tréjkata.

Przyklad. Wiemy, ze srodek okregu wpisanego jest izogonalnie sprzezony
do samego siebie. Stad dla niego musi zachodzi¢ x4 = :%4’ czyli x4 = a
i wspéhrzedne tego punktu to [a : b : ¢]. Srodki okregéw dopisanych takze
speliaja te wlasnosé (natomiast nie leza we wnetrzu tréjkata), wiee beda

mialy na odpowiedniej wspétrzednej dodatkowo minus.



Przyklad. Izogonalne sprzezenie prostej w nieskoriczonosci to okrag opisany.
Skoro réwnanie tej prostej to x4 + zp + ¢ = 0, to réwnaniem okregu
opisanego na ABC jest

a*rpro + bPrcxa + Fraxrg =0

Przyklad. Udowodnimy, ze dowolna hiperbola przechodzaca przez A, B, C,
H jest prostokatna (tj. jej asymptoty sa prostopadte).

Jej izogonalne sprzezenie jest prosta przechodzaca przez O. Niech prze-
cina ona okrag opisany w X i Y. Wtedy X™* oraz Y* sg kierunkami asymp-
tot hiperboli. Ponadto <X AY jest prosty, jako oparty na srednicy. Zatem
IXAY = SX*AY* = 90°, i ta hiperbola jest prostokatna.

3 Gléwna konstrukcja

Wybierzmy punkt P. Niech AP, BP, C'P przecinaja przeciwleglte boki w D,
E, F. Izogonalne sprzezenie prostej EF jest pewna stozkowa; niech Sy bedzie
jej srodkiem. Analogicznie definiujemy Sp oraz Sc.

Twierdzenie 3.1. Proste AS4, BSgp, C'S¢ przecinajg sie w jednym punkcie.

Definicja. Ten punkt przeciecia nazwiemy habilsakiem punktu P i bedziemy
oznaczali przez H(P).



Dowéd twierdzenia podzielimy na kilka krokéw:

Lemat 3.1. Na plaszczyznie dane sg cztery punkty A, B, C, D, przy czym
D lezy we wnetrzu tréjkata ABC' (w szczegolnosci zadne trzy punkty nie sa
wspotliniowe). Wtedy istnieje przeksztalcenie afiniczne f, takie, ze f(D) jest
ortocentrum tréjkata o wierzchotkach f(A), f(B), f(C).

Dowdd. Niech D ma wspéhrzedne barycentryczne [d4 : dp : do] w ABC.
Te wspolrzedne sa niezmiennicze przy przeksztalceniu, gdyz przeksztalcenia
afiniczne zachowuja stosunki. Chcemy zatem przeksztalcié ABC na tréjkat
o takich katach «, 3, v, ze

[da:dp:dc]=[tana: tan 3 : tan~],

gdyz to sa wlasnie wspolrzedne barycentryczne ortocentrum. Zatem chcemy,
by dla pewnego A

« = arctan Ad4
(8 = arctan A\dp
v = arctan Ad¢

at+B+y=m
Zauwazmy, ze dla A = 0 takze a + S+ v = 0, za$ dla A — oo ta suma
zmierza do %W. Stad dla pewnego A otrzymamy doktadnie 7. ]

10



Lemat 3.2 (Ceva Nest). Niech punkty D, E, F leza na odpowiednich bokach
tréjkata ABC, zas G, H, I na bokach DEF w ten sposéb, ze AD, BE, CF
przecinaja sie w jednym punkcie, tak samo jak DG, FH i FI. Wtedy takze
tréjka prostych AG, BH, CI przecina sie¢ w jednym punkcie.

Dowdd. Dowéd mozna znalezé w [3]. O

Lemat 3.3. Niech punkty od A do I bedg polozone tak, jak w zalozeniach
poprzedniego lematu. Niech CH przecina sie z BI w X, Al z CG w Y,
zas BG z AH w Z. Wtedy proste DX, EY i FZ przecinaja sie w jednym
punkcie.

Dowdd. Z lematu 3.2 AG, BH i CI sie przecinaja, nazwijmy ich punkt
przeciecia P. Wtedy (P, X), (H,I), (B,C) to przeciwne pary wierzchotkéw

11



czworoboku zupelnego, zatem z Dualnego Inwolucyjnego Twierdzenia De-
sarguesa ([4]) dla punktu D istnieje inwolucja przeksztalcajaca DP — DX,
DH — DI, DB — DC.

Oznaczmy przeciecie AD, BE, CF przez ). Poniewaz zalozenia i te-
za zachowuja sie¢ w przeksztalceniach rzutowych, mozna zalozy¢ bez straty
ogdlnosci, ze @ lezy we wnetrzu ABC, i z lematu 3.1 po zastosowaniu od-
powiedniego przeksztalcenia afinicznego, () mozemy uznaé za ortocentrum
ABC. Wtedy z wlasnosci tréjkata ortycznego prosta DB jest dwusieczng
zewnetrzng S FDE, wiec inwolucja z poprzedniego akapitu musi byé izo-
gonalnym sprzezeniem w S FDE (gdyz przeksztalcenie rzutowe jest wyzna-
czone jednoznacznie przez swoje cztery (a nawet trzy) wartosci, zas wiemy,
ze pary (DH,DI), (DB, DC') sa izogonalnie sprzezone w tym kacie). Stad
takze DP i DX sg izogonalnie sprzezone. Zatem DX, EY, F'Z przechodzy
przez izogonalne sprzezenie P w DEF (jesli P lezy na ktéryms$ z bokéw,
teza sie trywializuje). O

Lemat 3.4. Dla pewnych punktéw Q 4, @, Q¢ takich, ze punkty A, B, C
leza na bokach tréjkata Q1QpQc, mamy S4 = QpM N QcL (oraz syme-
tryczne do niej réwnosci).

Dowdd. Oznaczmy izogonalne sprzezenie EF przez Sy. Niech P4 (analo-
gicznie Pp, Pc) bedzie takim punktem, ze (P, P4; A, D) = —1, i niech @,
Qa, Qp, Qc beda izogonalnymi sprzezeniami odpowiednich punktéw P.
Bedziemy chcieli udowodnié, ze PgpPo, E'F oraz BC' przecinaja sie w jednym
punkcie: niech T" bedzie przecieciem EF z BC, wtedy (T, D; B,C) = —1 wiec
rzutujac przez A na CP mamy, ze Po lezy na AT, analogicznie dla Pg.

Niech punkt X zmierza po prostej EF do T. Wtedy punkt X* porusza
sie po S4 w strone A, przy czym prosta AX dazy do PgPc, wiec AX™ do
QpQc. Zatem QpQc jest styczna w A do S4. Podobnie sa nimi BQ i CQ.
To oznacza, ze biegunowymi punktéw Q, Qp, Q¢ sa odpowiednio BC, AB,
AC.

12



Rozwazmy punkt w nieskoriczonosci prostej AC' i oznaczmy go jako W.
Jego biegunowa z jednej strony musi przechodzié¢ przez L, gdyz (W, L; A, C) =
—1, z drugiej zas strony musi przechodzi¢ przez biegun prostej AC, czyli Q¢.
Ponadto biegunem prostej w nieskoriczonosci jest srodek stozkowej, czyli S 4.
Korzystajac z analogicznego rozumowania dla prostej AB, dostajemy, ze S
jest przecieciem QpM z Q¢ L. Skorzystanie z Lematu 3.3 koriczy dowdd
twierdzenia.

O]

Mozemy takze opisa¢ wspéhrzedne barycentryczne H(P) w zaleznosci od
P.

13



3.1 Wspélrzedne barycentryczne habilsaku

Niech P ~ [pa : pp : pc), @ ~ [qa : qB @ qc]. Wtedy Qa ~ [—qa :
gB : qc], analogicznie Qp i Q¢. Oznaczmy s = g4 + qp + qc 1 weZmy
S ~ [qas : qB(s — 2q¢) : qo(s — 2gp)]. Zauwazmy, ze zapisujac L jako
29¢ - [qa : 0 : qa]l 1 Q¢ jako (s — 2q¢)[ga : gB : —qc], a nastepnie sumujac
otrzymane wspéhrzedne, dostaniemy

(290 + s — 29¢)qa = sqa
(s —2qc)qB
2q4qc — (5 — 2qc)qc = qc(2qa + 29c — s) = qo(s — 2qB)

czyli doktadnie wspétrzedne S’y. Zatem S’; lezy na prostej QcL oraz
analogicznie na QpM, wiec S’y = S4. Wtedy punkt

qa qB qc
P): : :
H( ) s—2gqa S—2qp s—2qc

lezy na prostych AS4, BSp, CSc, zatem jest to H(P). Réwnowaznie
mozna go zapisa¢ jako

a*pBpc ) b?pepa .
b2pepa + papp — a?ppc  2paps + a’pppc — b2pepa
c*pepa

" papp + a’pppc — b2pepa

4 Srodek Xos

Ten rozdzial poswiecony jest punktowi, ktéry otrzymamy wychodzac od linii
srodkowych tréjkata, tj. H(Xs). Twierdzenie 4.1 dowodzi tej i innych jego
wlasnosci.

Niech K, L, M beda $rodkami bokéw, P, ), R spodkami wysokosci,
zas D, E, F przecieciami stycznych w wierzchotkach do okregu opisane-
go. Wtedy SAQR = SCBA = JCAE, wiec RQ || EF. Zatem tréjkaty
DEF i PQR maja odpowiednie boki réwnolegle, wiec istnieje jednoktadnosé
przeksztalcajaca jeden z nich na drugi.

14



Definicja. Srodek tej jednokladnosci, a wiec przeciecie prostych DP, EQ
i FR, jest srodkiem tréjkata Xo5 (w tym rozdziale dla uproszczenia notacji
bedziemy go oznaczaé przez X).

4.1

Wilasnosci

Oznaczymy $rodek okregu opisanego przez O, za$ przeciecie stycznej w A do
okregu opisanego (tj. DE) z BC przez T.

Twierdzenie 4.1. Nastepujace wlasnosci zachodza:

1.

2.

FQ, RE, AO przecinaja sie w jednym punkcie.

FL, EM, AX przecinaja sie w jednym punkcie.

Czworokat ELM F da sie wpisa¢ w okrag, ktérego srodek lezy na AX.
Rzut T na AX lezy na okregu opisanym.

Punkt izogonalnie sprzezony do X jest izotomicznie sprzezony do H.

. X lezy na prostej Eulera.

15



Dowdd. 1. Niech S bedzie przecieciem AO z RQ. Skoro RQ || EF, wy-
starczy udowodnié, ze g—ﬁ = %. AO 1 EF, wiec takze AO L RQ1i S
jest spodkiem wysokosci w tréjkacie RAQ. Poniewaz tréjkaty C AB
i RAQ sa podobne, % = %. Jesli udowodnimy, ze tréjkaty FPB
i EPC sa podobne, dostaniemy

AP _BF _BP _QS

AE CE CP RS’
co chcieliSmy udowodnicé.
Zauwazmy, ze YPBF = 180° — DBC = 180° — <BCD = SECP.
Wystarczy zatem pokazaé, ze PT jest dwusieczng zewnetrzng kata
EPF. Tak jest w istocie — miejscem geometrycznym takich punktéw
Z, ze ZT jest dwusieczna zewnetrznag FZF, jest okrag Apoloniusza
dla punktéw E, F przechodzacy przez T. Jako iz (A, T; E,F) = —1,
musi on mieé¢ srednice AT, za§ SAPT = 90°, wiec P na nim lezy.

2. Oznaczmy przeciecie FIL i EM jako Y, zas§ FQ z ER jako Z. Za-
uwazmy, ze definiujac O jako przeciecie EL z F M, mozemy zignorowaé
calg informacje jaka posiadamy poza wspélliniowosciami wynikajacymi
z definicji i podpunktu 1 twierdzenia. Mozna wtedy przyjaé¢ bez straty
ogolnosci, ze EF jest prosta w nieskonczonosci. Wtedy czworokaty
MOLY i RXQZ sa réwnoleglobokami, a proste RM, LQ, OZ sa
réwnolegle. Niech U bedzie srodkiem RQ), zas V $rodkiem LM . Jesli
U =V, to odcinek XY jest odbiciem ZO wzgledem V', wiec jest do

16



niego réwnolegly, co chcieliSmy udowodnié. Jedli tak nie jest, to UV
jest linia $rodkowa w trapezie RQLM, wiegc jest réwnolegla do jego
bokéw, a skoro jest tez ,linig srodkowa” w XZOY, a jest rownolegta
do OZ, to musi by¢ takze réwnolegta do X YE]

3. W inwersji wzgledem okregu opisanego F' przechodzi na M, a F na
L, wiecc OF -OM = OE - OL = R? i z twierdzenia o potedze punktu
EFML da sie wpisa¢ w okrag. Niech J bedzie jego srodkiem. Odbijmy
E i F wzgledem J otrzymujac D i ®. Skoro SAMF = 90°, punkty
M, A, © sg wspotliniowe. Zatem z twierdzenia Pascala dla szesciokata
FLOEM® proste AJ, FL, EM przecinaja sie w jednym punkcie. Ale
z podpunktu 2 takze AX, F'L, EM przecinaja sie w jednym punkcie.
Zatem J lezy na AX.

4 Alternatywny dowdd: korzystajac z Dualnego Inwolucyjnego Desarguesa dla czworo-
bokéw utworzonych z prostych (EQ, ER, FQ, FR) oraz (EL, EM,FL, FM)) dla punktu
A odpowiednie inwolucje beda identyczne, a korzystajac z punktu 1 AO przechodzi w niej
na AX.
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4. Odbijmy A wzgledem E i F, otrzymujac b i II. Niech CII, przecina
BB w W. Czworokat BCBI] jest obrazem M LEF w jednoktadnosci
o srodku w A i skali 2, zatem W lezy na AX z podpunktu 2, ponadto
na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag ), ktérego srodek J’ lezy na
AX (z podpunktu 3), a dodatkowo ¥ ABIl= ¥BCA = 90°. Niech A’
bedzie odbiciem A wzgledem O. Wtedy BII przecina CB w A’, wiec
z Twierdzenia 1.10 z [I] A’T jest biegunowa W wzgledem . Zatem
JW L AT, ale J', A, W i X sg wspoliniowe, wiecc AX L A'T. To
oznacza, ze przeciecie tych prostych jest jednoczesnie rzutem 7' na AX,
i lezy na okregu opisanym na ABC (gdyz AA’ jest jego srednica).

5. Niech N bedzie takim punktem, ze ABC N jest trapezem réwnoramien-
nym z podstawa BC', zas G rzutem T na AX. Rozwazmy przeksztalcenie
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f bedace ztozeniem inwersji o Srodku w A i promieniu vV AB - AC z od-
biciem wzgledem dwusiecznej kata BAC. Wtedy f(B) = C, f(C) = B,
prosta BC przejdzie na okrag opisany i vice versa. Ponadto STAB =
JACB = SCAN, wiec f(T) = N, a okrag o srednicy AT przejdzie
na prosta przez N prostopadla do BC. Niech G' = f(G) i X' = f(X).
G’ jest rzutem N na BC, wiec BP = G'C. Zatem AG = AX' jest
izotomicznie sprzezona do AH, i izogonalnie sprzezona do AX.

A N

. Oznaczmy srodek okregu Feuerbacha przez O’, a $rodek okregu opisa-
nego na DEF przez U. Skoro X jest srodkiem jednoktadnosci, w ktérej
PQR przechodzi na DEF, to O’ musi w niej przejs¢ na U, wigc te trzy
punkty sa wspétliniowe. Ponadto obrazem K LM w inwersji wzgledem
okregu opisanego jest DEF, wicc takze O, O', U sa wspétliniowe. To
oznacza, ze X lezy na O'O, ktéra jest prosta Eulera ABC.

(AN
TEON
N S
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O]

W szczegélnosci z punktu 2 oraz dowodu Twierdzenia 3.1 wynika, ze
H(X2) = Xos, gdyz E'F jest izogonalnie sprzezona do prostej réwnolegtej do
BC przechodzacej przez A.

5 Inne szczegolne przypadki

5.1 P:X1

Szczegdlny przypadek, gdy P jest srodkiem okregu wpisanego, de facto roz-
wazylismy w samym dowodzie twierdzenia 3.1, gdyz przeksztalcalismy w nim
zalozenia do sytuacji, w ktorej @ jest $rodkiem okregu wpisanego w ABC.
Jak dowodzilismy wtedy, H(X1) to izogonalne sprzezenie przecigcia pro-
stych IoK, IgpL oraz IcM. Podobieristwo ABI4C ~ Alplalc pokazuje,
ze przeciecie to jest punktem Lemoine’a tréjkata Ialglc, czyli punktem Xy,
za$ jego izogonalnym sprzezeniem jest X5z, zatem H(X;) = Xs7.

5.2 P na okregu opisanym

Poniewaz, jak zauwazyliSmy w rozdziale 2, réwnanie okregu opisanego to
a’rpro+b’rcrat+crazp = 0, to jesli P lezy na okregu opisanym, H(P) to
X5. Mozna to uzasadnié¢ takze geometrycznie — jesli Q = P*, to styczne w B
i C' do izogonalnego sprzezenia E'F przechodza przez @, zatem sa réwnolegle
— totez srodek tej stozkowej to K.

To oznacza takze, ze odbicie A wzgledem K lezy na niej, a zatem przeciecie
stycznych z B i C' do okregu opisanego lezy na EF'. W szczegdlnosci oznacza
to, ze biegun EF lezy na prostej BC. Poniewaz punkt P nie jest w zaden
sposéb wyrézniony w tej wlasnosci, mozemy takze stwierdzié, ze biegun EF'
lezy na AP, co daje alternatywny dow6d Twierdzenia 1.10 z [I] bez uzycia
dwustosunki]

5Nie skorzystalismy w tym podrozdziale z twierdzenia 3.1 (w ktérym dwustosunek byt
uzyty), a jedynie z wlasnosci, ze izogonalne sprzezenie proste] jest stozkowa.
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53 P=X,

Poréwnujac wspélrzedne barycentryczne pierwszych pieédziesieciu srodkéw
tréjkata podanych w ETC oraz otrzymanych w programie Geogebra, mozna
otrzymaé rezultaty jak w ponizszej tabeli:

X, | H(X,)

1| 57

2 25

3 459
4 394
6 2

9 1422
19 | 6513
25 6340
31 | 6384

Zastanawiajacy jest w szczegélnosci brak H(X7), gdyz w tym przypadku
proste DE, EF, FD majg naturalniejsza interpretacje niz na przyktad dla
P=X;.

5.4 Punkt staly jest niekonstruowalny
Naturalnym jest pytanie: czy i ile istnieje takich punktéw P, ze H(P) = P?

Odpowiada na nie ponizsze twierdzenie:

21



Twierdzenie 5.1. Dla kazdego trédjkata istnieje doktadnie jeden taki punkt
P, 7e H(P) = P; nie da si¢ go skonstruowaé¢ za pomoca cyrkla i linijki bez
podzialki.

. . a2 . b2 . 62 A ) z )
DOU}Od. NleCh P ~ [a : E : %] Chcemy, by P ~ [IBJFCL’C*I‘A : chr:):}jsz .
—~C | zatem
zatrB—TC

2 2 2

a?(xp+xc—1a) Vi(re+24—28) A(xa+2B—120)

Zauwazmy, ze te wyrazenia sa jednorodne i maja niezerowy stopien, wiec
skalujac odpowiednio wspétrzedne P mozemy przyjac, ze wszystkie sg réwne
1. Oznaczmy yao = “2, yp = &, yo = *£. Wtedy vi = 2B + 30 —TaA
iy% =xo+Ta—Tp, Wiec yi—ky% = 2x¢c = 2¢y.. Oznaczmy t = yi—ky%—ky%.
Wtedy

t+a® =i+ (v +v&) + a° = ¥4 + 2aya + o = (ya + )’

zatem

yA:m—a
yp = Vit+02—b
yo=vVt+cd—c
t:yi—i—y%—l—y%:3t+2a2+262+202—2am—2bm—2cm

Przy czym ostatnie z tych réwnan po skréceniu daje
tra?+ b2+ =aVt+ a2+ bVt + 02+ eVt + e

Oczywiscie t jako suma kwadratéw trzech liczb, z ktérych nie wszystkie sa
zerami, musi byé¢ dodatnie, stad rozwiazanie ¢ = 0 nie daje odpowiedniego

punktu.
. . 5 1 c 1. P
Zauwazmy, ze pochodna av't+ a* to ﬁ < 5. Zatem jesli ktorys

z tych pierwiastkow bylby ujemny (co jest réwnowazne temu, ze P lezy poza
tréjkatem), to lewa strona ma pochodna réwna 1, za$ prawa scisle mniejsza
od 1. To oznacza, ze lewa strona bedzie wicksza od prawej dla wszystkich
t dodatnich. Jesli zas wszystkie pierwiastki beda dodatnie, to prawa strona
jest funkcja wklesta, przy czym jej pochodna w zerze jest wieksza od 1, wiec
prosta przetnie ja w dokladnie jednym punkcie (przy czym ten punkt istnieje,
gdyz dla duzych ¢ lewa strona jest duzo wieksza niz prawa).

22



Pozostaje uzasadnié¢ niekonstruowalnosé. Dla dowolnych a, b konstru-
owalnych liczby a+b, a — b, ab, ¢ takze sa (pierwsze dwa przypadki sa oczy-
wiste, w pozostalych mozna na przyklad uzy¢ twierdzenia o potedze punktu).
Jesli P bylby konstruowalny, to bylyby takze pewne jego wspéhrzedne bary-
centryczne, na przyktad

[pa P pc] =

| AP AE
"FB  EC

(z Lematu 2.1 faktycznie sa one poprawne). Zatem takze wspéhrzedne
@ = P* sa konstruowalne, oznaczmy je przez [q4 : ¢p : qc|. Jak udowodni-
liSmy wczesniej, wartosé

T
a*(qp +qc — qa)

nie zalezy od permutacji wierzchotkéw, wiec mozemy podzieli¢ wspétrzed-
ne przez te wartosé (takze konstruowalna), otrzymujac x4 — w szczegélnosei
T A, B, Tc sa konstruowalne. Stad mozna juz prosto skonstruowac ya, yp,
Yo, a ostatecznie t.

Jesli rzekoma konstrukcja mialaby dziataé¢, to mozna ja w szczegdlnosci
wykona¢ dla tréjkata o bokach dhugosci a = b = 2, ¢ = 1 (ktéry jest pro-
sty w konstrukeji, gdy posiada si¢ odcinek jednostkowy). Wtedy ¢ speknia
réwnanie

t+9=4vt+4+vt+1

Podnoszac do kwadratu

t2 4+ 18t + 81 = 17t + 65 + 8/ (t + 4)(t + 1)

Przenoszac 17t + 65 na lewa stroneg, a nastepnie podnoszac do kwadratu

t4 + 2t3 + 33t% + 32t + 256 = 64t% + 320t + 256

Przenoszac na jedna strone i korzystajac z t # 0

3+ 212 — 31t — 288 = 0

Jesli t jest liczba konstruowalna, z twierdzenia Wantzela jego wielomian
minimalny musi mieé¢ stopieri bedacy potega dwdéjki. W szczegdlnosci po-
wyzszy wielomian nie moze byé tym wielomianem minimalnym, musi wiec
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by¢ rozktadalny. Oczywiscie ktérys z czynnikéw takiego rozktadu musi by¢ li-
niowy, wiec wielomian musi mieé¢ pierwiastek wymierny. Z twierdzenia o pier-
wiastkach wymiernych pierwiastek ten musi by¢ calkowitym dzielnikiem 288.
Ponadto cigg Sturma dla tego wielomianu to Py(x) = 3 + 222 — 31z — 288,
Pi(z) = Pj(z) = 32® + 4z — 31, Py(z) = §(194x + 2530), P3(zx) = —40BLT6,
wiec z twierdzenia Sturma dla przedzialu (—oo,00) ma on doktadnie jeden
pierwiastek rzeczywisty. Poniewaz jego wartos¢ w 6 to —186, a w 8 to 104,
to ten pierwiastek musi leze¢ w przedziale (6,8), w szczegdlnosci nie moze
by¢ catkowitym dzielnikiem 288. To daje sprzeczno$é z zalozeniem o konstru-
owalnosci P.

O

O ile wiadomo autorowi, punkt ten nie zostat jeszcze opisany w ETC.
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