SZCZEGOLNE PODGRUPY SKONCZONEGO INDEKSU W GRUPIE
WARKOCZY B;s

BARTLOMIEJ BYCHAWSKI

STRESZCZENIE. W pracy konstruujemy interesujacy geometrycznie przykltad grupy o niskiej
randze posiadajacej podgrupy wysokiej rangi.

1. WPROWADZENIE

W niniejszej pracy przedstawimy w postaci jawnej szczegdlne podgrupy wysokiej rangi
i skoniczonego indeksu w grupie warkoczy. Motywacja stojaca za rozwazaniami takich pro-
blemoéw jest geometryczna. Posrod wszystkich grup abelowych mozemy wyrézni¢ tzw. grupy
powierzchni i grupy rozmaitosci trojwymiarowych, pochodzace od tzw. grup podstawowych
tych przestrzeni [4]. O ile te pierwsze mozna wypisa¢ jawnie i ich struktura jest zrozumiata
od dawna [3], to te drugie nastreczaja znacznie wiecej probleméw. Nie podejmujemy sie tutaj
omawia¢ pelnej ich listy, zwiazanej z jedynym z rozwiazanych Probleméw Milenijnych, z Hi-
poteza Poincaré |2|, poprzestaniemy na powtorzeniu informacji, ze o wielu z nich wiadomo,
ze sg wirtualnie dos¢ prostej postaci, oraz ze bardzo waznym niezmiennikiem tych grup jest
ich ranga (wszystkie niezbedne definicje pojawia sie nizej). Na podstawie prywatnej komu-
nikacji od Andrzeja Czarneckiego i Katarzyny Krawiec pojawito sie pytanie: czy pomimo
powaznych ograniczen, jakie niesie bycie grupa rozmaitosci tréojwymiarowej, mozna znalezé

interesujace przyktady takich grup

(1) rangi 2, oraz
(2) wirtualnie Z x Fy (a wiec wirtualnie rangi 3), oraz
(3) podane w mozliwie jawnej postaci.

Ponownie, poprzestaniemy na powtorzeniu informacji, ze pozytywna odpowiedZ ma znaczenie
dla tzw. rozktadow Heegaarda.

Ogolny problem znalezienia grupy niskiej rangi bedacej wirtualnie wysokiej rangi jest znany
i najlepszym przyktadem jest grupa wolna na dwoch generatorach, ktora wirtualnie jest grupa
wolng na n generatorach, dla kazdego n > 2, co wynika z tw. Nielsena-Schreiera [8]. Fy nie
jest jednak wirtualnie Z x F» (na podstawie tego samego twierdzenia). Prezentowana ponizej
grupa warkoczy ten warunek spetnia, co wiecej w [7] mozna przeczytac, ze jest ona grupa pod-
stawowa dopelnienia wezta trojlistnika, a wiec grupa podstawowa rozmaitosci tréjwymiarowej

Praca napisana pod kierunkiem dra Piotra Miski w IMUJ.
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z brzegiem. Po raz trzeci powtarzajac jedynie zastyszang informacje dodamy, ze geometrycz-
nie najciekawszy bytby przyktad grupy bedacej dodatkowo grupa podstawowa rozmaitosci
bez brzegu, ale jego prezentacja nie jest tak elegancka i przejrzysta jak ta pokazana ponizej.

Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie szczegblnej podgrupy grupy warkoczy Bz poprzez
wyznaczenie zbioru jej generatoréw oraz wykazanie, ze jest to podgrupa normalna o skon-
czonym indeksie. Nastepnie, korzystajac z twierdzenia Nielsena-Schreiera (i jego wspomnia-
nego zastosowania) udowodnimy, ze dla dowolnego n > 2 grupa Bs jest wirtualnie rangi n,
ale nie jest wirtualnie rangi 1 (czyli wirtualnie cykliczna). Przy okazji uzyskamy rezultat,
ze grupa SLy(Z) jest wirtualnie wolna rangi 2, a wiec réwniez wirtualnie wolna dowolnej

rangi n > 2. Praca jest inspirowana artykulem |[6].

2. PODSTAWOWE DEFINICJE

Wiekszos¢ definicji i poje¢ w pracy opiera¢ bedziemy na ksiazce [1], gdzie czytelnik znajdzie
wszystkie podstawowe fakty z teorii grup. Bedziemy staraé¢ sie podawaé¢ wszystkie definicje
i twierdzenia niezbedne do pracy, ale powstrzymamy sie, na przyktad, przed zdefiniowaniem,
czym jest grupa, odsylajac Czytelnika w razie potrzeby do wspomnianej ksigzki.

Grupy bedziemy rozumieé¢ przede wszystkim jako dane przez prezentacje: jako grupy stow
na skoriczonym zbiorze liter (lub generatorow), wydzielone przez skoriczony zbior relacji. Za-
pisywac je bedziemy jako (ai,...,a, | r1,...,7ry). Dzialanie wewnatrz takiej grupy bedziemy
zamiennie zapisywac¢ przez konkatenacje stow lub symbol -, a wiec uzywajac zapisu multi-
plikatywnego, i zatem oczywiscie oznaczajac odwrotnosé elementu x przez x—!. Stowo puste,
czyli element neutralny oznacza¢ bedziemy przez e - to w ktorej grupie jest ono rozpatrywane
wynikaé bedzie z kontekstu.

Grupe o pustym zbiorze relacji, a wiec wolng na literach aq, ..., a,, oznaczamy przez F,.

Jesli z kontekstu bedzie wynikaé, ze rozwazamy podgrupe pewnej grupy X zawierajacej
elementy xy,...,x,, zapis (x1,...,x,) bedzie oznaczaé¢ podgrupe¢ X generowana przez te ele-
menty (a nie grupe wolna na tych literach).

Rangq grupy G, ktora bedziemy oznaczaé¢ rank (G), nazywamy najmniejsza mozliwa moc
zbioru generatoréw posérod wszystkich mozliwych prezentacji grupy. Odnotujmy, ze bedziemy
korzysta¢ bez dowodu z faktu, ze F;,, ma range n, podobnie jak grupa Z", n-tek liczb catko-

witych.
Nieco podobnie definiujemy dtugosé stowa x w grupie o prezentacji (ay, ..., an | r1,...,Tm)
jako
min {[ky] + .+ k| |2 =afl - -ar}

’;i Co a’;g nie wystepuja obok

siebie litery a; i a;'. Zauwazmy, Ze ani zwarta forma elementu, ani jego najkrotszy moz-

Stowo x jest zapisane w zwartej formie, jezeli w wyrazeniu a

liwy zapis nie sg dane jednoznacznie nawet w jednej ustalonej prezentacji (choé¢ oczywiscie

dhugosé stowa jest dobrze okreslona, i jest osiagana na stowie zapisanym w zwartej formie).
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Zauwazmy tez drobna niescistosé: dtugosé wlasciwie powinna przystugiwaé elementowi w gru-
pie, nie stowu bedacemu jedynie jego zapisem, poniewaz obliczamy ja wtasnie po wszystkich
stowach réwnych temu elementowi. Jednak “dtugosé stowa” brzmi naturalniej niz “dlugosé
elementu” i majac nadzieje, ze nie spowoduje to nieporozumienn (i nie chcac wprowadzaé
stowa “norma”) bedziemy stosowaé¢ powyzsze nazewnictwo.

W wypowiedzi i zastosowaniach Lematu 3.3 bedziemy korzysta¢ z dziatania grupy na zbio-
rze. Mowimy, ze grupa G dziata na zbior X gdy istnieje odwzorowanie G x X — X (ktore
bedziemy zapisywaé (g, x) — g.x) takie, ze:

(I)Vze Xex=x
(2) Yg1,92 € G Vuex g1-(92.7) = (g1 g2) @

Zauwazmy, ze ¥ = e.x = (g- g~ 1) .x = g. (¢~ .x) co oznacza, ze g.x jest surjekcja. Poniewaz
rowniez x = g~ 1. (9.x), g.z jest tez injekcja, a zatem bijekcja dla kazdego g € G.

Wreszcie, bedziemy mowié, ze grupa G jest wirtualnie grupa H (lub: ma wirtualnie pewna
wlasnosc), jezeli H jest podgrupa G i indeks |G : H], czyli moc zbioru warstw G / 7 , jest skon-
czony (lub: istnieje w G' podgrupa skoniczonego indeksu o rozwazanej wtasnosci). Jak omowi-
lismy we Wprowadzeniu, skupimy uwage na pokazaniu, ze pewne grupy sa wirtualnie Z x Fj,

oraz ze sa wirtualnie pewnej rangi.

3. GRUPY MACIERZY

Grupe macierzy o wyrazach w Z o rozmiarach 2 x 2 i wyznaczniku rownym 1 z dzialaniem
mnozenia macierzy bedziemy oznaczaé S Lo (Z)

W obliczeniach i prezentacjach ponizej bedziemy przyjmowaé nastepujace oznaczenia:

11 10 0 1
vl ey N
Lemat 3.1. Te trzy macierze z SLy (Z) spetniajg nastepujgce zaleznosci:
n |1 n . |10
(1) Al - |p 1] AQ - ln 1]
(2) A A A =B
-1 0 10
2 _ 4 _

N I

Dowdd. (1) Indukcyjnie sprawdzamy, ze

o= i)l T
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co dowodzi wzoru dla A;. Podobnie sprawdzamy A,.
(2) Rachunek pokazuje, ze

1 11 1 0p (v 1f (0 1f (1 1} |0 1|
Al'A2'A1_[o1'—11'01_—11'01_—10_3
(3) Trywialne. O
Ze wzgledu na dwie ostatnie réwnosci otrzymujemy relacje w podgrupie (A;, As), co po-
kazuje ze podgrupa ta nie jest wolna.

Zbadamy teraz, w jaki sposob elementy Ay, A oraz B wplywaja na dana macierz przy prze-

mnozeniu z lewej i prawej strony.

la b] Ja+c b+d] a b _la a+b]
W Ao = e a e d M7 e e+ d]

o b] [ @ b a b _Ja+b bl
2) AQ._C d|  latc b+d] c d_'AQ__c—l—d d|

a b c d la b] —b a
(3) B lc d] a l—a —b} ¢ d] B= [—d c}

Wykorzystujac te wzory, pokazemy nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 3.2. SLy (Z) = (A1, As)

Dowdd. Dowdd, ze kazda macierz [ ] nalezy do (A;, As) przeprowadzimy za pomoca induk-
cji wzgledem |a| + |c|.

Na poczatku zauwazmy, ze |a| + |¢| > 0 bo inaczej a = 0 = ¢, co daje: | 4| = 0, wiec taka
macierz nie nalezy do SLs (Z).

Baza indukcji: niech |a| + |c| = 1.

(1) a =1 oraz ¢ = 0. Wyznacznik 1 = |} 4| =1-d —b- 0 = d oznacza, biorac pod uwage

FRE

(2) a=(—1) oraz ¢ = 0. W tym wypadku

A R T

wiec sprowadziliSmy ten przypadek do wczesniej juz rozwiazanego.

poprzednie wnioski, ze

(3) a =0 oraz |c|] = 1. W tym wypadku

-l g - v

co rowniez sprowadza sie do wcze$niej rozwigzanych przypadkow.
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Dowod bazy indukcji jest zakonczony. Krok indukcyjny: zauwazmy na poczatku, ze jesli
la|+|c| > 1 to a,c# 0. Gdyby a = 0 lub ¢ = 0, to z 1 = ad — bc otrzymalibysSmy odpowiednio
le| = 11ub |a| = 1, czyli |a|+|c| = 1. Bez straty ogolnosci (ze wzgledu na mozliwo$¢ mnozenia

z lewej strony przez B) zalézmy, ze |a| > |c|. Zapiszmy nasza macierz na dwa nastepujace

a bl a—c b—d| 4 |la+c b+d
B R R R

i rozwazmy dwa przypadki:

sposoby

(1) sgn(a) = sgn(c). W tym przypadku zachodzi |a — ¢| = |a| — |¢|, a stad |a — ¢| +

c| = |a| < |a| + |c|, wiec na mocy zalozenia indukcyjnego macierz |*-¢°®-¢| nalezy
€ c d

do (A, As), co oznacza, ze macierz [¢ Y] takze nalezy do tej grupy, co konczy dowod
kroku indukcyjnego w tym przypadku.
(2) sgn(a) # sgn(c). W tym przypadku zachodzi |a + ¢| = |a| — |¢|, a stad |a + ¢| +

lc| = |a| < |a| + |c|, wigc na mocy zalozenia indukcyjnego macierz [“ch bgd} nalezy

do (A, As) co oznacza, ze macierz [ Y] takze nalezy do tej grupy, co koriczy dowod

kroku indukcyjnego w tym przypadku.

W konsekwencji dowdd catego twierdzenia jest zakoriczony. 0

Warto zauwazy¢, ze grupa SLs (7Z) nie moze zostaé wygenerowana przez mniejsza liczbe
generatorow: nie jest cykliczna, gdyz oznaczatoby to, ze jest abelowa, tymczasem generatory
Ay i As nie komutuja:

Lo |11 _ |11 L1 |10 _|21
1 1) (0 1| |1 2 0 1 1 1] |1 1
Twierdzenie 3.3 (Ping-Pong Lemma). Jesli grupa G dziata na zbior X, i istniejq takie

a,b€ Goraz A,BC X, z2e AL B, B¢ A idla kazdego n € Z\ {0} zachodzi a™.B C A,
b".A C B, to grupa {(a,b) jest wolna.

Dowdd. Zalozmy nie wprost, ze grupa (a,b) nie jest wolna. Oznacza to, ze istnieje w niej
pewna relacja, czyli nietrywialne stowo réwne identycznosci - niech bedzie to S. Mamy dwa
przypadki, pierwszy gdy stowo S zapisane w pewnej zwartej formie ma pierwsza litere r6zng
od ostatniej (przy czym w tym miejscu traktujemy a i a~! jak ta sama litere), oraz przypadek
drugi, gdy pierwsza i ostatnia litera sa takie same.

Przypadek pierwszy sprowadza sie do drugiego nastepujaco. Bez straty ogolnosci (przez
symetrie w zalozeniach lematu), niech pierwsza litera bedzie a, ostatnia b. W takim wypadku

mamy a’* - ... b = e. Sprzegajac to wyrazenie przez element a*9") otrzymujemy

GJrtsonn) o pks L gsanG) — gs9nG) | oL g san(l) — o

A skoro j; + sgn (j1) # 0 to wystarczy nam rozwazy¢ przypadek drugi.
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Ponownie, bez straty ogoélnosci, mozemy zaltozyé¢, ze nasze stowo zaczyna sie i koriczy
na a. Mamy wiec a’t - ... a1 - bFs—1 . @Js = e. Z zalozenia lematu mamy B = e.B =
(ajl coeadst bR -ajS) .B. Zauwazmy jednak, ze a’*.B C A, a stad (ka*l -ajS) B =
b*s-1.(a’*.B) C B z zalozefi lematu, i nastepnie

(ajsfl . bksfl . ajs) B — a]jsfl' ((bksfl . ajs) B) g A
Powtarzajac powyzsze rozumowanie do konca stowa otrzymujemy
B=¢eB= (ajl o eader e -ajs) BCA
co przeczy zalozeniom lematu i konczy jego dowod (formalnie indukeyjny wzgledem dtugosci
danego stowa). O

Zdefiniujmy teraz ciekawa podgrupe SLs (Z), tzw. grupe Sanowa [5], (A% A32).
Twierdzenie 3.4. Grupa Sanowa jest wolna.

Dowdd. Zastosujemy Ping-Pong Lemma. Potézmy wiecc G = SLy(Z), a = A3, b = A3,
X =R% A={(z,y) eR?:|z| > |y|}, B={(z,y) € R?: [z < [y|}.
Udowodnimy teraz, ze warunki lematu sa spetnione. Warunki te sa symetryczne, wiec ich

dowody takze beda symetryczne. Przedstawimy dowod, ze b™".A C B.
Niech [y] € A. W tym wypadku

n T oqen |zl _ |1 O |z _ x
VRV S R R
Teraz, znajac jawna forme wyrazenia b™. [} |, wystarczy pokaza¢, ze wektor ten nalezy do B,
czyli ze |z| < |2nx + y|. Sprawdzamy
2nx +y| > |2nz| = |y| = 2n[lz] — |y| > 2|z| = [y| = o] + (=] = |y]) > |=|

co wynika z nieré6wnosci trojkata i definicji A. Udowodnilismy wiec, ze b™. A C B, analogicznie
otrzymamy a".B C A, oczywiscie AN B = (), tak wiec grupa Sanowa spelnia zalozenia Ping-
Pong Lemma, a zatem jest wolna. U

Warto zauwazy¢, ze (A2, A3) < SLy (Z) jest wolng podgrupa rangi dwa w grupie nie-wolnej,

a rowniez rangi dwa.
4. GRUPY WARKOCZY
Zdefiniujmy wreszcie grupe warkoczy na trzech pasmach zawarta w tytule tej pracy.

Definicja 4.1. Grupe B; = (01,09 | 010201 = 020109) bedziemy nazywaé grupg warkoczy

na trzech pasmach).
p

Zdefiniujmy homomorfizm:
(Yol Bg — SL2 (Z)

taki, ze
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o1 — Ay oy Ag?

Udowodnijmy (szybko i jedynie dla kompletnosci pracy), ze taki homomorfizm istnieje.
Wystarczy zauwazyé, ze odwzorowanie miedzy dwiema grupami danymi przez dwie prezen-
tacje i zadane na generatorach rozszerza sie (w jedyny sposob) do homomorfizmu grup wtedy
i tylko wtedy, gdy kazda relacja pomiedzy generatorami w dziedzinie jest spelniona pomie-
dzy obrazami tych generatorow w przeciwdziedzinie. W naszym przypadku, jedyna relacja
010901 = 090109 musi dawaé relacje Ay Ay T4, = A 1A1A2_ 1. Ten pierwszy iloczyn policzyli-

$my w Lemacie 3.1, w punkcie (2), otrzymujac macierz B. Ten drugi wynosi

S S | R R R R

a zatem ¢ istotnie jest homomrfizmem.

Oczywiscie jest to surjekcja, poniewaz jej obraz zawiera wszystkie generatory calej grupy.
Nie jest jednak injekcja, gdyz w S Ly (Z) zachodza relacje, ktorych analogi nie zachodza w Bs.
Przyktadem tego jest relacja wykorzystujaca rownosé (3) z Lematu 3.1

[é ﬂ = B = (A7) = (AT A AT A A7)

= <A1A2_1>6 = ((0102)6>

poniewaz (0102)6 # e, poniewaz oznaczaloby to, ze istnieje ciag przeksztalcen uzywajacych
relacji grupy Bs zamieniajacy e w (0102)6. Jednak niezmiennikiem kazdego takiego ciagu
przeksztatcen (sktadajacego sie z wielokrotnego dodawania badZ usuwania stowa z relacji
w dowolnym miejscu danego stowa) jest liczba liter (liczonych z wykltadnikami) w zapisie
danego stowa. Jest tak, gdyz jedyna relacja w B3 jest 010901 = 020105 a ta relacja zachowuje
powyzszy niezmiennik. Dla wyrazu e suma ta jest oczywiscie réwna 0, zas dla (0102)6 wynosi
ona 12 (i ta liczba powrdci do nas w przysztosci). Analogicznie mozna réwniez wykazac,
ze ((0102)3)n #edlaneZ)\ {0}
Mozemy teraz blizej przyjrzec¢ sie strukturze grupy Bs. Opiszemy jej centrum.

Twierdzenie 4.2. (0,03)° € Z (B;)

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze (0105)° jest przemienny z generatorami Bs.
. .. . L. .. . ., 3 3 .

Zauwazmy najpierw, ze dzieki relacji w By mozemy zapisa¢ (0109)” = (0907)°, tak wiec

dowody dla obu generatoréow beda przebiega¢ w sposéb analogiczny. Dla o; mamy:
3 3 3
01 (0'20'1) — 01020102010201 = (0'10'2) o1 = (0'20'1) 01

Przeliczenia dla drugiego generatora przebiegaja podobnie i dowod jest zakoriczony. O

Przyjrzyjmy sie teraz pewnej podgrupie Bs: (07, 02). Homomorfizm ¢ przeksztalca t¢ grupe

doktadnie na grupe <A%, Ay 2> = (A3, A%) czyli grupe Sanowa. W Twierdzeniu 3.4 udowodni-
lismy, ze grupa Sanowa jest wolna. Wykorzystajmy ten fakt, zeby pokaza¢ to samo o {0}, 03).
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Twierdzenie 4.3. Grupa (o%,03) jest wolna.

Jest to zgodne z intuicja - grupa Bs ma mniejszy (w sensie zawierania) zbior relacji niz
SLs (Z), wiec skoro korzystajac z wiekszego zbioru relacji nie jesteSmy w stanie stworzy¢
relacji w grupie Sanowa, to tym bardziej nie dokonamy tego z mniejsza liczba relacji dla ana-
logicznej grupy (0%, 03). Uscislijmy te intuicje.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Niech R (03, 03) = e bedzie nietrywialng relacja
w tej grupie. Stad otrzymujemy:

1 0 2 2 —1
o V] =er= (o) = (aar)

Jednak, skoro R (0?,02) nie bylo stowem trywialnym, to takze R (Al,A2_1> nie jest, a to
oznacza, ze R (Al, Ay 1) jest relacja w grupie Sanowa, co stoi w sprzecznosci z Twierdzeniem
3.4, 1 koniczy dowod nie wprost. 0

Zauwazmy, ze odwracajac kierunek rozumowania, pokazaliémy wlasnie ze odwzorowanie

¢ obciete do (0?,03) jest injekcja (nietrywialny element R (0%,0%) w jadrze daje stowo

R (Al, Ay 1), ktore musi by¢ trywialne, dajac sprzeczno$é z nietrywialnosciag w dziedzinie).

Przyjrzyjmy si¢ teraz ciekawej - i jak si¢ przekonamy pézniej “duzej” - podgrupie grupy

: ) 3
B3, mianowicie <(0102) 02, a§>.

Twierdzenie 4.4. <(0102)3,0%,a§> ~7 x I,

Dowdd. Zauwazmy, ze ze wzgledu na Twierdzenie 4.2 kazdy element <(010'2)3 02, a§> mozna

zapisa¢ w postaci ((0102)3>n -0 gdzie n € Z oraz o € (0},03). Zapis ten bedzie jednoznaczny,

jesli pokazemy nastepujacy lemat

Lemat 4.5. <(0102)3> N {o?,03) = {e}

Dowdd Lematu. Pokazemy od razu, ze jedynym elementem w (0%, 03) nalezacym do centrum

B3 jest e - co wystarczy, bo Twierdzenie 4.2 implikuje, ze pierwsza z grup w lemacie zawiera

sie w centrum. Postuzymy sie w tym celu Twierdzeniem 4.3 oraz dowodem nie wprost.
Zatozmy wiec, ze istnieje x # e takie, ze x € Z (B3z) N (0%, 03). Dowod rozlozymy na dwa
symetryczne przypadki:

(1) gdy zapis * € (02, 02) w zwartej formie w tych generatorach koticzy sie na o? lub o7 %;

(2) gdy zapis x € (02, 02) w zwartej formie w tych generatorach konczy sie na o2 lub o5 2.

W obu przypadkach rozumowanie przebiega analogicznie. Ponizej przedstawimy dokladny

dowod dla pierwszego z nich.

Niech o koticzy sie na o?. Skoro # € Z (Bs), to x - 0% = 02 - 2 a zatem zo2x '0;” = e.

Ale z warunku na z, to 7! zaczyna sie potega o3, stad powyzszego slowa zawierajacego

2 .2 2 1

podstowo o20207? nie da sie uprosci¢ do stowa pustego e. Zatem zo2r~'o;? = e byloby
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nietrywialng relacja, co jest sprzeczne z Twierdzeniem 4.3. Poniewaz pozostate przypadki

rozwaza si¢ analogicznie, ta sprzeczno$é konczy dowod nie wprost i dowodzi tezy lematu. [

Poniewaz zgodnie z uwaga nad Twierdzeniem 4.2 (0102)3 jest nieskoriczonego rzedu, po-
wyzsze jednoznaczne zapisy elementow grupy <(0102)3 0%, cr§> jako iloczynow ((alag)g)n o
zadaje bijekcje (i izomorfizm) miedzy ta grupa, a grupa par {(n,o) | n € Z, 0 € (0},03)} ~
7 x Fy. Dowod twierdzenia jest zatem zakonczony. 0

Twierdzenie 4.6. <(0102)3 ,02, a§> jest podgrupg normalng Bs.

Dowdd. Dla ulatwienia zapisu oznaczmy H = <(0102)3 02, a§>

Wystarczy nam sprawdzi¢ warunek gH = Hg tylko dla generatoréw oy i 05. Dowody obu
faktow przebiegaja analogicznie, przedstawimy wiec tylko jeden z nich.

Rownosé o1 H = Hoy to dwie przeciwne inkluzje o1 H C Hoy oraz Hoy C 01 H. Ponownie,
bez straty ogdlnosci przedstawimy dowod tylko tej pierwszej - dowod drugiej rézni sie tym,
ze wszystkie przeprowadzane rachunki beda “lustrzane”.

Niech wiec 010 € 01 H i pokazemy, ze 010 € Hoy. Przeprowadzimy dowo6d indukeyjny ze
wzgledu na dtugo$¢ o € H jako stowa w tej grupie. Baza indukcji jest oczywista - stowo
dhugosci 0 to element neutralny, ktory spetnia powyzsze warunki. Przechodzimy do kroku in-
dukcyjnego. Z zalozenia indukcyjnego teza zachodzi dla stéw dtugosci n— 1. Stowo o zapisane
w zwartej formie koriczy sie na jeden z generatoréw grupy H badz jego odwrotnosé. Niech
h bedzie pierwszg litera tego zapisu o i niech 0 = h- o', gdzie o’ to stowo zlozone z ostatnich
n — 1 liter stowa o, a zatem dlugosci co najwyzej n — 1. Mamy wiec trzy przypadki:

(1) h jest (o105)® lub jego odwrotnodcia;
(2) h jest o2 lub jego odwrotnoscia;
(3) h jest o2 lub jego odwrotnoscia.

Przypadek pierwszy. (0102)3 nalezy do Z (Bj) wiec zachodzi o4 (0102)3 o = (0102)3 o0’

co z zatozenia indukcyjnego nalezy do Hoy. Analogicznie traktujemy h = (0102)73.

Przypadek drugi. Poniewaz 00?0’ = 020’ = 03010’ a to juz nalezy do Ho,. Analogicznie

dla h = o7

Przypadek trzeci. Chcemy znalezé takie x € H, zeby o105 = zoy, a zatem x musi by¢

o020y . Sprawdzimy, ze taki x istotnie jest w H, uzywajac w trzeciej rownosci relacji w Bs.

T = alagafl = 05102010202(7;1 = a;lalagalagafl =

-2

= 05202010201020101_2 = 0y 2

(0102)" o7

Dzigki temu 002 = oy € Hoy, i mozemy wywnioskowaé, ze 01030’ = xo10’, co jak wezesnie]

nalezy do Ho, z zalozenia indukcyjnego. Jak wczesniej, analogicznie traktujemy h = o5 2.

Konczy to dowdd normalnosci grupy H w Bs. ([l
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5. WIRTUALNE WELASNOSCI OMAWIANYCH GRUP

Zdefiniujmy teraz odwzorowanie
’w . SL2 (Z) — SL2 (Zg)

a b a (mod2) b (mod2)
[C d] '_) [c (mod2) d (mod2)]

Jest to homomorfizm, poniewaz redukcja mod 2 jest homomorfizmem i mnozenie macierzy
jest zdefiniowane przy pomocy dziatan w Z. Ponadto jest to oczywiscie epimorfizm.

Znany jest fakt, ze grupa SLs(Zs) jest izomorficzna z grupa permutacji zbioru trojle-
mentowego S3 (co mozna pokaza¢ wprost na szesciu elementach obu grup, lub sprawdzajac
prezentacje, ktorych bedziemy uzywaé, rozumujac tak jak we wezesniejszych czesciach pracy).

. . . 3 .
Grupe S3 mozna zaprezentowa¢ w postaci: <01,02 | (0109)" =0 =05 = e>. Zapiszemy

wige SLy (Zo) = (91,92 | (192)° = g7 = g3 = ¢) gdzie gy = [} 1] oraz go = [19].
Rozwazmy teraz homomorfizm v o ¢ przeprowadzajacy

NI Cfroo] ool
10 1 0 1|~ 9 271 1 1] T 92

Tak wiec generatory grupy Bj przechodza przez ztozenie homomorfizméw na generatory
grupy SLs (Zy), mamy wiec epimorfizm miedzy tymi grupami. Uzywajac pierwszego twier-

dzenia o izomorfizmach zapisujemy:

SLy (Zy) = <91,92 | (9192)3 =g =95 = €> = Bg/((0102)3 =0l =05 = 6)

Gdzie ostatni zapis oznacza grupe ilorazowa grupy Bs3 przez najmniejsza podgrupe normalna
zawierajaca elementy wypisane jako relacje. Zauwazmy jednak, ze najmniejsza taka podgrupa
normalna to na podstawie Twierdzenia 4.6 po prostu podgrupa generowana przez te elementy
- <(0102)3 , 02, 05 > W szczegolnosci widzimy, ze podgrupa ta jest jadrem homomorfizmu 1o p.

Wiedzac, ze jest on epimorfizmem otrzymujemy, ze indeks
[Bg : <(0102)3,0f,a§>} =19 =6
Oznacza to w szczegdlnosci, ze grupa Bs jest wirtualnie grupa Z x Fb.

Z powyzszego, z poprzednich wyliczen w SLy(Z), z faktu, ze ¢ jest epimorfizmem, za$
Y (B?) = ([_01 —01D = [§ 9] = e wynika, ze jadrem 1) jest podgrupa (B?, A%, A2). Rozwazmy
grupe (B?, AL, A3) /(A% A2). Z zapisu kazdego elementu grupy (B?%, A2, A%) w postaci B*"- A
gdzie n € Z oraz A € (A2, A2) wynika, ze grupa ilorazowa ma jedynie dwie warstwy:

Oznacza to w szczegolnosci, ze indeks [(B?, A2, A3) : (A}, A2)] = 2.

Powyzej udowodnilisémy, ze jadrem zlozenia epimorfizméw 1 o ¢ jest <(0102)3,0f,a§>.

Zatem jadrem epimorfizmu ) jest obraz tej podgrupy po przeksztalceniu ¢, czyli (B?, A2, A2).
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Stad wynika, ze indeks
[SLy (z): (B2 A}, A3)] = (S5 = 6
Powyzsze, na podstawie twierdzenia Lagrange’a daje
SLy(Z) : (A}, A3)] = [SLa (2) : (B A}, A3)] - [( B2 A}, A3) : (A, A3)]
=6-2=12

i jest to ta sama liczba 12, ktoérej powrdt anonsowaliSmy wezesniej. Widzimy wiec, ze S Lo (Z)
jest wirtualnie wolna. Udowodnijmy teraz w dwoch krokach, ze Bs nie jest grupa wirtualnie
wolna.

Najpierw udowodnimy, ze nie jest to wirtualnie grupa wolna rangi n dla n > 2, a nastepnie

ze grupa ta nie jest wirtualnie cykliczna.

Twierdzenie 5.1. Grupa G posiadajgca nieskoriczone centrum Z (G) nie jest wirtualnie

wolna rangi n dla n > 2.

Dowaod. Zatézmy nie wprost, ze grupa G jest wirtualnie wolna rangi n dla pewnego n > 2,
czyli zalozmy, ze istnieje K < G , bedace grupa wolna niecykliczng oraz indeks [G : K]
jest skomczony. Korzystajac z nieskonczonej zasady szufladkowej Dirichleta wnioskujemy;,
ze istnieje warstwa gK zawierajaca nieskonczenie elementow z Z (G), na nasze potrzeby
wystarczy, aby istnialy dwa rézne takie elementy. Niech tymi elementami beda a # b, czyli
a,be Z(G)NgK, astad aK = gK = bK co daje b~'a € K. Oczywiscie b~ 'a € Z (G) oraz
b~la € Z (K), a skoro K byla grupa wolng rangi n > 2, to Z (K) = e i b~'a = e, co daje
a = b 1 sprzeczno$é. O

Twierdzenie 5.2. B3 nie jest grupg wirtualnie cykliczng.

Dowadd. Przyjmijmy ponownie oznaczenie: H = <(0102)3 02, a§>. Podobnie jak wyzej prze-
prowadzimy dowo6d nie wprost. Zaldozmy wiec, ze istnieje K < Bj takie, ze K = (x) oraz
[Bs : K| jest skoriczony. Przyjrzyjmy si¢ teraz zbiorowi H N K. Biorac pod uwagg, ze grupa
<(0102)3> C H jest nieskoriczona, mozemy znéw skorzystaé z nieskonczonej zasady szuflad-
kowej Dirichleta i stwierdzi¢, ze wérod skonczenie wielu warstw B3 /¢ istnieje warstwa za-
wierajgca nieskonczenie wiele elementow grupy <(01 02)3>. Analogicznie jak poprzednio, niech
a # b beda dwoma roéznymi elementami nalezacymi do takiej warstwy gK. Stad ponownie
aK =gK =bKie#blac HNK.

To przeciecie jest, jak wynika z naszych rozwazan, nietrywialna podgrupa cykliczna dwoch
podgrup cyklicznych, a zatem istnieje takie n # 0, ze (") = H N K, oraz, z konstrukcji,
takie niezerowe m, ze " = ((0102)3)m.

Uzasadnimy teraz nastepujacy ciag zaleznosci:

By: K] 2 [H: HOK = [H: (((0102)")")] >

[#: (((@102)"))] = (e, 03)]

VE
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ktory oczywiscie przeczy zalozeniu, ze [Bs : K] jest skoriczony i koniczy dowod nie wprost.
Idac od konca, rownosé (3) wynika z tego, ze grupa <(0102)3,a%,a§> jest izomorficzna

z <(0102)3> x (03,03) (co wynika z dowodu Twierdzenia 4.4), i po wydzieleniu przez te pierw-

szg podgrupe jest izomorficzny, a wiec bijektywny, z drugim czynnikiem produktu.
Nieréwnosé (2) jest ponownie konsekwencja twierdzenia Lagrange’a: oczywiscie mamy

[H: ((0102)°) )] = m [H: {((e202)))]

Pozostaje dowodd nieréwnosci (1). Zdefiniujmy funkcje

f 3/ HnK —Bs/k

taka, ze f(a(H NK)) = aK. Funkcja ta jest dobrze okreslona, poniewaz zachodzi zawie-
ranie a (H N K) C aK, oraz warstwy sa roztaczne lub sobie réwne. Przejdzmy do dowodu,
ze odwzorowanie f jest injekcja.

Zatozmy, ze oK = f(a(HNK)) = f(b(HNK)) = bK, gdzie a,b € H. Wtedy otrzymu-
jemy b~'a € K oraz, skoro H jest grupa, to takze b='a € H, co w efekcie daje b~'a € HNK |
a to jest znowu rownowazne faktowi, ze a (H N K) = b(H N K). Tak wiec zachodzi wynikanie

flaHNK)=fObHNK))=a(HNK)=b(HNK)
i dowod nieréwnosci (1), a za nia calego twierdzenia, jest zakoriczony. O

W nastepnych dowodach wykorzystamy nastepujace klasyczne twierdzenie, ktorego do-
wodu nie zdecydujemy si¢ przedstawiac.

Twierdzenie 5.3 (Twierdzenie Nielsena-Schreiera). Kazda podgrupa grupy wolnej jest grupg
wolng. Jesli grupa wolna F jest rangi k, a jej podgrupa G jest skoriczonego indeksu d w F,
to G jest grupg wolng rangi (k —1)d + 1.

Zauwazmy, ze dla k = 2 powyzszy wzor przyjmuje postaé d 4+ 1. Zapowiedziang we Wpro-
wadzeniu konsekwencja tego twierdzenia jest nastepujacy fakt.

Twierdzenie 5.4. F; jest grupg wirtualnie wolng dowolnej rangi n > 2.

Dowdd. W tej czesci bedziemy oznaczaé przez [n] zbior liczb naturalnych od 0 do n. Grupa
F; bedzie dana prezentacja (a,b).
Zdefiniujmy podgrupy Hy grupy F3, gdzie d € N. g, nastepujaco:

{ajlbkl . -ajsbks k’l,...,ks_l,jg,...js € Z\{O},jl,kfs S Z7d|2]z}

i=1
Latwo udowodnié¢, ze powyzszy zbioér z dziataniem dziedziczonym z Fy faktycznie jest grupa -
zbior jest faktycznie zamkniety na dziatanie, oraz naleza do niego odwrotnosci jego elementow.
Z definicji widzimy, ze dla kazdego h € H, zachodzi fhf=' € Hy, co réwnowaznie daje
fHy = H;f dla kazdego f € F,. Widzimy wiec, ze jest to dodatkowo podgrupa normalna.
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Udowodnijmy teraz, ze kazda warstwa zbioru £2 / H, jest postaci: a™ Hy gdzie m € [d — 1].

Wezmy wiec dowolna warstwe:

AL Hy = af g gLl H,

— a]1+...+]st = gJ1ttis (modd)Hd

Przedostatnia réwnosé¢ wynika z faktu, ze stowo a =71~ Jsqftpkr . . aJsb¥s nalezy do grupy
H,, poniewaz suma wyktadnikow przy wyrazach a jest rowna 0. Podobnie, ostatnia rownosé
wynika z faktu, ze a® € Hj.

Pozostalo udowodnié¢, ze opisane warstwy sa rozne, czyli a™ Hy; = a™ Hy daje my; = ms.
Niech wiec zachodzi ta réwnosé zbiorow. Oznacza to, ze ™™™ € H,. Stad otrzymujemy
d| (my —may), ale skoro my, my € [d — 1], to |my — mg| < d — 1, a jedyna liczba podzielna
przez d w tym przedziale to 0. Stad m; = mo.

Oznacza to, ze zbior 12 / H, ma dokladnie d element6w, czyli [F; : Hy] = d. Twierdzenie
Nielsena-Schreiera pozwala nam wiec wywnioskowaé, ze grupa Hy jest grupa wolng rangi
d+1.

Skoro d bylo dowolna dodatnia liczba catkowita, to d + 1 jest dowolng liczba caltkowita
wieksza lub réwng dwa. Dowdd twierdzenia jest wiec zakoriczony. 0J

Latwa konsekwencja powyzszego jest oczywiscie to, ze SLy (Z) jest wirtualnie grupa wolna
dowolnej skoriczonej rangi > 2 (a rozumowanie analogiczne do dowodu Twierdzenia 5.2 po-
zwala pokazaé, ze nie jest ona wirtualnie cykliczna). Jednak wienczacym te prace wnioskiem
bedzie nastepujacy fakt.

Twierdzenie 5.5. Bjs jest wirtualnie grupg dowolnej skoriczonej rangi n > 2.

Dowdd. Sama grupa Bs jest rangi 2, jest wiec trywialnie wirtualna rangi 2.

Dla n > 3 warunki tezy bedzie spelnia¢ grupa izomorficzna z Z x H, o < Z X Fy =~
<(01 02)3 o3, 02> Bj. Skoniczony indeks tych podgrup w B3 wynika oczywiscie z twierdzenia
Lagrange’a.

Dla porzadku podajmy jeszcze dowodd, ze grupy Z x H, o ~ Z x F,,_ istotnie maja rangi n.
Na pewno n—1 generatoréow F;,_; i jeden generator grupy Z pozwalaja wygenerowac te grupe,
wiec jej ranga to co najwyzej n. Dodatkowo, wiadomo ze dla dowolnej grupy G'i jej podgrupy
normalnej H zachodzi rank (G) > rank (G /H ) - wystarczy wzigé warstwy generatorow G.
Stad mozemy policzy¢

rank (Z x F,_1) rank( (Z x Fyy /(aba_lb_1 | a,b € Z % Fn_1>)
= rank( (Z x Fna /(aba‘lb_l | a,b € Fn_1>)
(z

(” /aba WllabeF,_ 1>)>
:rank(ZxZ” 1):ramk(Z”):n

= rank

Ostatecznie otrzymujemy wiec n > rank (Z x F,,_1) > n, czyli rank (Z x F,,_1) = n. O
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