Podciagi

Radostaw Zak

Streszczenie

W pracy badamy wtasnosci funkcji zliczajacej podciagi danego sto-
wa.

1 Wprowadzenie. Konwencje

Nie zaszkodzi, ale tez niewiele
pomoze, pare stéw przedmowy.

,Tumor Moézgowicz”
Stanistaw Ignacy Witkiewicz

W ponizszej pracy bedziemy badaé¢ wlasnosci liczby podciggéw danego
stowa. W rozdziale drugim wprowadzimy podstawowe pojecia z tym zwia-
zane. Zakres dalszych rozwazan jest dosy¢ rozlegly — w rozdziale trzecim
przyjrzymy sie tym zagadnieniom z perspektywy teorii liczb, przedstawiajac
przy tym dowod klasycznego twierdzenia Fermata o sumie dwoch kwadra-
tow. W rozdziale czwartym zastanowimy sie, jak krotkie stowa o N réznych
podciagach mozemy znalez¢, pokazujac, ze dtugosé ta bedzie O(log N) dla N
w zbiorze gestosci 1. Nastepnie przechodzimy do badania trajektorii funkcji
P : N — N, ktoéra liczbie naturalnej przyporzadkuje liczbe jej podciagdw w
ustalonym zapisie liczbowym. Po rozstrzygnieciu tych kwestii w systemach
pozycyjnych rozwazamy je w systemie Zeckendorfa, wprowadzajac takze row-
nowaznosé liczby podciggéw i macierzy. W dodatkach przedstawiamy wyjat-
kowo malo koncepcyjne dowody, oraz problemy otwarte jakie w naturalny
spos6b mozna postawi¢ w kontekscie ponizszej pracy.

Przez M}, bedziemy oznaczali zbidr stéow nad alfabetem ztozonym z k
elementow (dobor alfabetu bedzie wynikal z kontekstu). Razem z konkate-
nacja, oznaczang tu przez %, zbiér ten bedzie monoidem, w ktérym stowo
puste, oznaczane przez 0, bedzie elementem neutralnym. W naturalny spo-
sOb wprowadzamy tu potegowanie — A" jest stowem skladajacym sie z n liter
A. Dlugosé stowa s bedziemy oznaczali przez |s|.



Przez ¢ bedziemy oznaczali zlota liczbe réwna 1+—2‘/5, za$ przez F, n-ta

liczbe Fibonacciego (Fy = 0, Fy = 1, Fy49 = Fu41 + F,,). Oznaczenie ¢ w
zaleznosci od kontekstu bedzie funkcja Eulera Iub stata rowng ¢! = ¢ — 1.
Dla wygody bedziemy przyjmowali 0 ¢ N.

2 Podstawy i historia problemu

Moéwie jako laik, ale badz co
badz laik dtugoletni.

Czarodziejska gora”
Tomasz Mann

Na I etapie XXVI Olimpiady Informatycznej pojawito sie nastepujace
zadanid}

Zadanie. Dana jest liczba naturalna N < 10'®. Wypisz stowo, ktére ma
doktadnie N réznych podciagéw i co najwyzej 1000 znakow.

Dla przyktadu stowo ABA ma siedem réznych podciagow: 0, A, B, AA,
AB, BA oraz cale stowo.

Zarys rozwiazania wzorcowego. Niech P(s) oznacza liczbe podciagow
stowa s. Jedli s nie zawiera litery A, to

PA* xsxA) = (k+ 1)1+ 1)(P(s) = 1) + (k + 1 + 1),

istotnie, albo w podciagu wystapia jakies litery rozne od A — wtedy wy-
bieramy podciag z s na P(s)—1 sposobow, oraz liczbe liter A z lewej i z prawej
strony na (k + 1)(Il + 1) sposobow; albo takowe nie wystapia, i wybieramy
liczbe A na k+1+1 sposobow. W ten sposob, jesli (k+1)(1+1) | N—(k+1+1),
mozemy sprowadzi¢ problem szukania stowa o N podciggach do problemu
szukania stowa o m(]\f —k—1—1)+ 1, podciagach. Okazuje sie, ze
wypisanie wszystkich takich zaleznosci dla wzglednie niewielkich k, | daje
wystarczajaco by sytuacja dla dowolnego N dawata sie w taki sposéb zredu-
kowacé; po wystarczajaco wielu takich redukcjach dochodzimy do przypadku
N =1, i wtedy nasz proces mozemy zakoriczy¢.

Moje rozwiazanie bylto jednak znaczaco inne:

'Pozwolitem sobie zignorowaé informatyczna cze$é¢ otoczki, i zostawi¢ samo wnetrze.



Definicja 2.1. Dla dwoch wzglednie pierwszych liczb a, b > 1 przez gen(a, b)
bedziemy konstruowali rekurencyjnie stowo:

0, jesia=0b=1,
gen(a,b) = ¢ Axgen(a —b,b), jeslia>b
B x gen(a,b —a), jeslib>a

Stowo to jest w pewnym sensie zapisem algorytmu Euklidesa dla liczb
a, b — w kazdym momencie zapisujemy od ktoérej z liczb jest odejmowana
druga (i wlasnie prawdziwosé algorytmu Euklidesa dowodzi, ze gen(a, b) jest
dobrze okreslony). Okazuje sie, ze slowa te maja zaskakujaca w kontekscie
naszych rozwazan wlasnosc.

Twierdzenie 2.1. P(gen(a,b)) =a+b—1
Zanim przejdziemy do dowodu, wprowadzimy jeszcze przydatna definicje.

Definicja 2.2. Bedziemy oznaczaé liczbe podciagéw s zaczynajacych sie od
(koniczacych si¢ na) A przez PA(s) (Pa(s)). Podobnie definiujemy analogiczne
wyrazenia dla B. Bedziemy tez taczy¢ te oznaczenia: dla przyktadu PE(E) jest
liczba podciagdéw s postaci B...A.

Uwaga. Podciag pusty wliczamy do wszystkich wyrazen powyzszej postaci
oprocz Pﬁ‘ i PE. Doktadne powody takiego wyboru zobaczymy pézniej, war-
to jednak zauwazy¢ ze w ten sposob zachodzi Pa(s) = PA(s) + PB(s) oraz
symetryczne rownosci, a takze P(s) = Pa(s) + Pg(s) — 1 (gdzie —1 wynika z
podwojnego policzenia 0).

Dowdd. Bedziemy chcieli indukcyjnie pokazaé, ze PA(gen(a,b)) = a (oraz
analogicznie PB(gen(a,b)) = b): to razem ze wzorem z uwagi wyzej da nam
teze. Dla a = b = 1 w obu tych wyrazeniach jedynym wliczanym podciagiem
jest 0.

Jesli a < b, to pierwsza litera gen(a,b) jest B. Oczywiscie nie moze ona
wchodzi¢ w sktad zadnego podciagu rozpoczynajacego sie od A, wiec pod-
ciagow tych bedzie, co po usunieciu tej litery — pozostata czescig stowa jest
za$ gen(a, b — a), wiec z zalozenia indukcyjnego teza dziala.

Pozostaje przypadek a > b. Wtedy pierwsza litera naszego stowa jest A.
Zauwazmy, ze wybierajac litery do dowolnego podciagu zaczynajacego sie od
A mozemy rozpoczaé go ta sama litera od ktorej zaczyna sie cate stowo —
w ten spos6b pozostale litery beda stanowié jaki$ podciag pozostalej czesci
stowa; widzimy wiec ze zbiér naszych podciggdéw jest rownoliczny ze zbio-
rem wszystkich podciagéw stowa powstalego po usunieciu pierwszej litery A.



Musimy jeszcze uwzglednié to, ze takze 0 zaczyna sie od A, wiec ostatecznie
PA(gen(a, b)) = P(gen(a—b,b))+1 = ((a — b) + b — 1)+ 1 = a, co chcielismy
udowodnié. O

Przyktad. Wezmy a = 11, b = 7. Wtedy gen(11,7) = A % gen(4,7) =
ABxgen(4,3) = ABAxgen(1,3) = ABABxgen(1,2) = ABABB. Bezposrednio
mozemy sprawdzi¢, ze ABABB ma 10 niepustych podciggéw zaczynajacych
sie od A oraz 6 zaczynajacych sie od B.

Korzystajac z Twierdzenia [2.1] potrafimy w prosty sposéb wygenerowaé
stowo o dokladnie N podciagach, i to zawierajace tylko dwie rozne litery:
wystarczy dobraé a dla ktorego nwd(a, N+1) = 11 wypisaé gen(a, N+1—a).
Problemem moze sie okazaé¢ dtugosé takiego stowa — w praktyce kombinacja
dobrania a ~ ¥ 7 metoda prob i bledow dawala wystarczajaco dobre
rezultaty z informatycznego punktu widzenia. Wrécimy do tego tematu w
rozdziale czwartym, gdzie udowodnimy ze dla dowolnego N znajdziemy takie
stowo o dtugosci O(\/]v ) — wydaje sie jednak, ze jest to rezultat daleki od
optymalnego.

7 dowodu powyzszego twierdzenia wynika takze, ze funkcja odwrotna do
gen jest § — ((PA(B), PB(s)), co daje przydatng bijekcje miedzy elementami
My a parami wzglednie pierwszych liczb naturalnych.

3 Liczby i symetrie

Aby walczy¢ z abstrakcja, trzeba
by¢ troche do niej podobnym.

LDzuma”
Albert Camus

W tym rozdziale opiszemy niektore wlasnosci funkcji gen powiazane z
symetriami stéw. Zacznijmy od prostego wniosku z Twierdzenia 1:

Fakt 3.1. Istnieje (N + 1) stow o N podciagach w Ma.

Dowdd. Wszystkie takie stowa sa postaci gen(a,b), gdzie a+b = N + 1 oraz
nwd(a, b) = 1. Takich par jest tyle ile mozemy dobraé¢ a wzglednie pierwszych
z N+1 (gdyz nwd(a, N+1) = nwd(a, N+1—a) = nwd(a, b)), czyli doktadnie
©(N +1). O



W ten sposéb mozemy utozsamié slowaﬂ o N podciagach z elementami
zbioru Zj; 41 Poniewaz w naszych rozwazaniach N nie bedzie si¢ pojawialo
,samodzielnie”, podstawmy M := N + 1.

Dla stowa s zdefiniujemy przez s* stowo powstate przez zamiane wszyst-
kich liter A na B i vice versa, przez 5§ odwrocenie stowa s, zas przez § polacze-
nie tych dwoch operacji. Zauwazmy, ze kazda z tych operacji jest odwrotna
do samej siebie. Do tego dziala ona jednoczesnie w ten sam sposéb na wszyst-
kich swoich podciagach, totez P(s) = P(s*) = P(s) = P(s). Symetrie stow
musza wiee odpowiadaé jakim§ symetriom Zj, — zbadamy zatem, jakim.

Lemat 3.1. PA(s*) = M — PA(s)

Dowdd. W zmianie s — s* podciagi zaczynajace sie od A przeksztalca sie w
podciagi zaczynajace sie od B, stad otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 3.1.
PA(s)PAG) =1 (mod M)

Dowdd. Oczywiscie rownowaznie mozemy zapisaé teze jako PA(s)Pa(s) = 1
(mod M). Oznaczmy a = PA(s) oraz b = M — a, wtedy s = gen(a, b).

€k
sposob, ze po k krokach algorytmu Euklidesa para (a,b) stanie sie rowna
(cxa + dgb,exa + fib). Zatem na poczatku cg = fo = 1 oraz dy = ey = 0.
Jesli k-ta litera to A, dostajemy:

Niech t = |s|. Bedziemy budowaé ciag macierzy My = (Ck f;k>, w ten
k

® ¢ =¢er_1, fr = fra1
® ¢ =Cp_1 — €1, dp = dp—1 — fr—1

Jesli teraz utworzymy ciagi xp = cp — dg, yx = frx — €k, W powyzszym
przypadku bedziemy mieli yi = yrp_1 oraz xp = xx_1 + yrp_1. Zatem para
(g, yr) zmienia sie tak jakby byl przeprowadzany algorytm Euklidesa — ale
w druga strone ((zo,y0) = (1,1)). Zatem s = gen(zy,y:). Wiemy ponadto,
ze algorytm konczy sie na parze (1, 1), wiec c;a 4+ dib = 1. Poniewaz b = —a
(mod M), mamy xta = (¢; — d¢)a = cpa + dgb = 1 (mod M), co chcielismy
udowodnic.

O

Twierdzenie pokazuje, ze odwzorowanie s — 5 odpowiada a — a~! w

Zy; — odwracanie w znaczeniu ,lingwistycznym” okazuje si¢ by¢ tym samym,
co w znaczeniu liczbowym.

2Bedziemy od teraz rozwazaé tylko stowa z M.



Definicja 3.1. Stowo s nazwiemy palindromem, jeSli s = s, oraz antypalin-
dromem, jesli 5 = 5.

Oznaczmy przez w(n) liczbe réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.

Fakt 3.2. Palindroméw o M — 1 podciagach jest 2¢)-1 ody M = 2
(mod 4), 22(M+1 ody 8| M, oraz 2*M) w innych przypadkach.

Sformutowanie powyzszego faktu moze wydawaé sie skomplikowane, ale
ogodlna zasada jest prosta: kazdy nieparzysty dzielnik pierwszy mnozy liczbe
palindroméw razy dwa, potegi dwojki zas beda sie zachowywaé nieco dziw-
niej.

Dowdd. 7 Twierdzenia [3.1] wiemy, ze kazdy z tych palindroméw to stowo
gen(a, M — a), gdzie a spetia zalezno$¢ a = a~! (mod M), czyli a? =
(mod M). Z chinskiego twierdzenia o resztach, kazde rozwiazanie tej kon-
gruencji odpowiada jakiemus wyborowi jej rozwiagzan modulo dzielniki M
bedace potegami liczb pierwszych. Chcemy wiec zbadaé, ile wynosi liczba
tych rozwiazan dla M = pF.

Gdy 24 p, mamy a®> —1 =0 (mod p¥), a wiec p* | (a — 1)(a + 1). Skoro
p>2 zasnwd(a—1,a+1) < |(a+1) — (a —1)| = 2, to co najmniej jeden z
czynnikéw tego iloczynu jest wzglednie pierwszy z p, pozostalty wiec musi byé
podzielny przez p*. Zatem a = 1 (mod p¥), otrzymujemy dwa rozwiazania.

Dla p = 2 recznie mozemy sprawdzié¢, ze mamy jedno rozwiazanie modulo
2, dwa modulo 4, oraz cztery modulo 8. Dla k > 4 zauwazmy, ze skoro
2% | (a — 1)(a + 1), to a jest nieparzyste, zatem z podobnego argumentu
co wczesniej jeden z tych czynnikéw jest parzysty, ale niepodzielny przez 4,
pozostaly wiec musi by¢ podzielny przez 281, Sa zatem cztery rozwiazania:
a = +1 (mod 2%) oraz a = 2¥~1 £ 1 (mod 2¥).

Podsumowujac wszystkie przypadki, dostajemy wzory jak w tezie. ]

Fakt 3.3. Jesli M | 24, to kazde stowo o M —1 podciagach jest palindromem
(i na odwrot).

Dowadd. 7 poprzedniego dowodu widzimy, ze M spelnia te wlasnosé wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy jego dzielnik bedacy potega liczby pierwszej takze
ja spelnia. Poniewaz dla nieparzystych poteg liczb pierwszych mamy tylko
dwa palindromy, to jedynymi liczbami nieparzystymi ktére spetniaja nasza
wlasnoéé sa 1 i 3. Dla poteg dwojki zas wiemy ze te réwne co najwyzej 8
spelniaja nasza wlasnosé, zas przy 2F dla k > 4 mamy tylko cztery palin-
dromy, czyli mniej niz wszystkich wzglednie pierwszych reszt (2°~1). Stad
wnioskujemy, ze istotnie M | 24. O



Przyklad. Dla N = 23 otrzymujemy wiec stowa A?2, AAABAAA, AABBAA,
ABBBBBA, oraz analogiczne slowa po zamianach s — s*.

Fakt 3.4. Stowo s jest antypalindromem wtedy i tylko wtedy, gdy jest po-
staci s = tx t.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze kazde stowo tej postaci jest antypalindromem
— w og6lnosci txt =Tt wiec istotnie t+ t = t x t. Aby wykazaé¢ odwrotna
implikacje zauwazmy, ze jesli s jest antypalindromem, to musi mieé¢ parzysta
liczbe liter — istotnie, srodkowa litera w naturalny sposéb nie moze istniec.
Biorac za$ t jako pierwsza potowke s, otrzymujemy zadany rozktad. O

Wiemy, ze antypalindromy o M — 1 podciagach to takie gen(a, M — a),
ze a> = —1 (mod M). Z tej obserwacji wyprowadzimy znane twierdzenie
Fermata o sumie dwéch kwadrat(’)wﬂ Najpierw jednak wazne twierdzenie
charakteryzujace liczbe podciagdéw konkatenacji dwoch stow:

Twierdzenie 3.2.
P(s x t) = Pa(s)PB(t) + Pg(s)PA(t) —

Dowdd. Bedziemy dowodzié¢ indukcyjnie po dlugosci s. Dla s = 0 teza jest
oczywista. Bez straty ogolnosci s = tx A, wtedy Pg(s) = Pg(t) oraz Pa(s) =
Pa(t) + Pg(t). Wtedy:

Pa(s5)PP(t) + Pg(s)PA(t)
(Pa(r )+ Pg(t)) PP(t) + Pg(t)PA(t)
PA(®)PE(t) + Pa(r) (PE() + PA(V)

PA(t)PB(A*t) + Pe(t)PA(A %

Y
O

Twierdzenie 3.3. Kazda liczba pierwsza p = 4k + 1 jest suma dwdch kwa-
dratéw liczb naturalnych.

Dowdd. 7 faktu istnieje 4k stéw o p — 1 podciagach. Pogrupujmy je w
zbiory postaci {s,s*,8,5}. Dla dowolnego stowa mamy s # s*, wiec kazdy z
tych zbioréw ma co najmniej dwa elementy — i beda to dwa elementy wtedy i

3Prawde mowiac, nie uzyjemy jej bezposrednio, ale bedzie nam wskazywala droge do-
wodu.



tylko wtedy gdy s =& lub s = §, w przeciwnym za$ wypadku cztery. Wiemy
juz (Fakt , ze mamy tylko dwa palindromy tworzace jedna grupe (beda
to AP=2 oraz BP~2), a poniewaz p — 1 jest podzielne przez 4, to musimy mieé
jeszcze jedna pare. Stad w naszym zbiorze znajdziemy antypalindrom s o
p — 1 podciagach.

7 Faktu mozemy zapisac s = t x t. Z Twierdzenia otrzymujemy

p=P(s) + 1 =Pa(t)PP(t) + Pg(t)PA(t) = Pa(t)> + Pg(t)?,

co konczy dowdd. O

4 Poszukiwanie krotkich stow

Ja za$ zapytywalem siebie o
terazniejszo$é: jak jest szeroka i
gleboka i ile z niej nalezy do
mnie.

,Rzeznia nr 5”
Kurt Vonnegut

W tym rozdziale powrécimy do pytania o mozliwie krotkie stowa o danej
liczbie podciagéw. Zaczniemy od pytania prostszego, choé¢ powiazanego — ile
najwiecej podciagéw mozna dostaé dla stowa o danej dtugodci.

Zdefiniujmy 30 = 0, 3n+1 = Ax3), — to znaczy 3, jest stowem skladajacym
sie na przemian z n liter A i B (zaczynajac od tej pierwszej).

Twierdzenie 4.1. Jedli s jest stowem koriczacym sie na B (badz pustym),
to

max P(s xt) = P(s x 3,)

ltl=n
Dowdd. Bedziemy dowodzi¢ indukcyjnie po n. Dla n = 0 sila rzeczy teza jest
prawdziwa.

Niech t bedzie stowem dla ktérego to maksimum jest osiagniete. Jesli
zaczyna sie ono od A, to teza wynika z twierdzenia dla (s« A)* i n — 1. Jesli
za$ zaczyna sie ono od B, to stosujac twierdzenie dla s xB i n — 1 okaze sie ze
mozemy zastapic t przez 3} . Pozostaje wiec udowodni¢, ze P(sx3,,) > P(sx37),
przy czym réwnosé zachodzi tylko gdy s = 0.

7 Twierdzenia [3.2] wiemy, 7e P(s x t) + 1 = Pa(s)PB(t) + Pg(s)PA(%).
Wiemy, ze PA(3,) = PB(3%) oraz PB(3,) = PA(3%). Skoro s konczy si¢ na B,



to Pg(s) = Pa(s), przy czym rownosé zajdzie tylko gdy s jest pusty. Ponadto
PA(3n) > PB(3,), zatem z twierdzenia o ciggach jednomonotonicznych po
uwzglednieniu wezesniejszych rownosci dostajemy P(s x 3,) = P(s x 3%), z
rownoscia tylko dla pustego s, co chcieliSmy wlasnie udowodnié. O

Fakt 4.1. Sposrod wszystkich stow dtugosci n, 3, oraz 3 maja najwiecej, a
konkretnie F, 13 — 1, podciagéw.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ to natychmiastowy wniosek z Twierdzenia [I.1] Co
do drugiej, jasne ze P(3,) = P(3)). Zauwazmy, ze kazdy podciag 3, mozna
zapisaé jako zaczynajacy sie od jego pierwszej (tzn. A) lub drugiej (tzn. B)
litery. W ten sposob

P(ﬁn) +1= (P<3n—1> + 1) + (P(ﬁn—2) + 1)

(pamietamy o podciagu pustym), zatem z prostej indukcji dostajemy teze.
O

Poniewaz ze wzoru Bineta wiemy, ze F,, = %qb” + o(1), w Faktu
wnioskujemy, ze stowo dtugosci n ma O(¢™) podciagow. To w szczegolnosci
znaczy, ze najkrotsze stowo o N podciagach ma dilugosé Q(log N). Ten re-
zultat tatwo uogoélnié¢ na stowa o dowolnej liczbie liter — stowo o n literach
ma 2" podciagow (kazdy znak mozemy wzia¢ lub nie), wiec takze nie wiecej
niz 2" réznych podciagéw, i asymptotyka log N nadal dziata (cho¢ z gorsza
stala).

Nie jest zbyt trudno udowodnié¢ szacowanie gorne przez O(v/N):

Fakt 4.2. Istnieje stowo o N — 1 podciagach dlugosci mniejszej niz 5v/2N.

Dowdd. Szukamy takiego a € ( %N, \/BN}, ze nwd(a, N) = 1. Wtedy
gen(N — a,a) bedzie sktadal sie z L%J liter A ztaczonych ze stowem
gen (N —a) (mod a),a). Czes¢ pierwsza ma mniej niz & < V2N liter,
czesé druga za$ mniej niz 2a < 4v2N (w ogolnosci | gen(a,b)| < a + b,
gdyz podczas algorytmu Euklidesa suma obu liczb zmniejsza sie w kazdym
kroku). Pozostaje znalezé¢ zadane a. Z twierdzenia Czebyszewa znajdziemy
liczby pierwsze p € ( %N, vV QN} oraz q € (V2N,+v8N]. Ktoras z nich mu-
si by¢ wzglednie pierwsza z N — w przeciwnym razie dostalibysmy pq | N,
jednak pqg > N, co daloby sprzecznosé. ]

Jakkolwiek nie udato mi sie osiagnaé lepszego wyniku, mozemy probowaé
sformalizowa¢ intuicje, ktéra sugerowata nam bra¢ w rozwigzaniu zadania



z Olimpiady a ~ &L — czyli jak dobra¢ takie liczby startowe, by serie

kolejnych liter tego samego rodzaju nie byly zbyt dtugie.

Dobierzmy zatem jakies a, b wzglednie pierwsze i zastandéwmy sie, co
dzieje si¢ z ich ilorazem 6 = § podczas wykonywania algorytmu Euklidesa.
Jesli a > b, widzimy ze bedzie to zmiana 6 — 0 — 1. W przeciwnym zas razie
mozemy zamienié¢ liczby a i b, co odpowiada zmianie # — 6~!, a nastepnie
odja¢ jeden. Ostatecznie algorytm koriczy sie, gdy 6 = 1.

Mozemy zauwazy¢, ze ten proces odpowiada rozwijaniu # w utamek tan-
cuchowy — to znaczy, ze jesli 0 = [co; c1, ¢2, . . ., k], to gen(a, b) = A©BCLA2 ..
(na poczatku odejmujemy jedynke ¢ razy, odwracamy utamek, odejmujemy
jedynke c; razy, i tak dalej). Jesli udatoby sie, by wszystkie ¢; byly ogra-
niczone przez C, to jako iz jr11 jest podciagiem gen(a,b) (zakladajac bez
straty ogolnosci a > b, czyli ¢g # 0), wiemy ze N = P(gen(a, b)) = P(3x+1) =
Fyrq — 1, wiec k = O(log N), zatem | gen(a,b)| = > ¢; = O(C'log N).

Niestety, jedna taka 6 okresla nam tylko jedno N, my za$ chcemy znalezé
krotkie stowo dla dowolnego N. Zastapimy wiec 0 liczba niewymierna o z go-
ry zadanym rozwinieciu w utamek taricuchowy, i bedziemy prébowali dobraé
a tak, by 574~ =~ 0 (gdzie, jak wczesniej M = N+1 = a+b). Wezmy x = é]\j‘fr—el
iy = %, wtedy £ = 6 oraz x + y = M. Wybierzmy a = z catkowite oraz
b= M — a, niech |a — z| = |b — y| = . Intuicyjnie, algorytm Euklidesa dla
pary (a,b) bedzie przebiegal mniej wiecej tak samo jak dla (z,y) — poniewaz
bedzie zachodzi¢ a > b <= x > y. Ta podwdjna implikacja bedzie praw-
da dopoki suma bledéow szacowania a przez x oraz b przez y nie wzrosnie
powyzej |z — y|. Poniewaz ta druga wielkosé bedzie liniowo zalezna od z (£
bedzie zawsze liczba niewymierna o ograniczonych mianownikach w utamku
taiicuchowym; takie zag wystepuja w pewnej, zaleznej od tego ograniczenia
lecz dodatniej, odlegtosci od jedynkiEI), chcemy oszacowaé przede wszystkim
jak szybko bedzie rést btad.

Btad we wszystkich momentach bedzie wielokrotnoscia €. Zauwazmy, ze
jesli odejmujemy liczby, btedy sie dodaja. To oznacza, ze wykonujac algorytm
Euklidesa na (a,b) = (v £ &,y F¢€), jest on wykonywany w odwrotny sposob
na wspotczynnikach przy €. Je$li w pewnym momencie przerwiemy wykony-
wanie algorytmu w momencie gdy posiadamy pewne stowo s, to sumaryczny
btad bedzie rowny P(s)e. Jednoczesnie, jesli w tym czasie para (z,y) zmieni
sie w (z,w), to odwracajac ten proces wychodzac od (max(w, z), max(w, z))

dostaniemy pare o sumie P(s)-max(z, w)f stad max(z,w) > :é(—tz)’. Poniewaz

4Tutaj bedziemy przyjmowaé, ze wartosé C' jest ustalona i niewielka. Podane tu metody
moga by¢ zaadaptowane dla dowolnego C, jednak to wymaga uwazniejszego przyjrzenia
sie asymptotyce.

"Tu korzystamy z faktu, iz P(s) = P(5).
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% oraz = beda ograniczone z dotu (jako liczby niewymierne o ograniczonym
rozwinieciu w utamek taricuchowy), widac stad ze z = O(%), a to znaczy, ze
iloczyn x - wraz z czasem trwania algorytmu bedzie utrzymywal sie w pew-
nym staltym przedziale. Niech T" bedzie poczatkowa wartoscia tego iloczynu.
Poniewaz algorytm mozemy wykonywaé¢ tak dlugo jak € ma mniejszy rzad
wielkosci niz z, sytuacja ustabilizuje sie gdy oba beda O(v/T), co nastapi
po logarytmicznej wzgledem N liczbie krokow (z argumentu jak wczesniej).
W takim momencie przestajemy mieé¢ kontrole nad dalszg sekwencja odej-
mowan, i wiemy jedynie ze bedzie ona krétsza niz suma dwoéch liczb ktore
w tym momencie posiadamy, czyli O(\/T) Zatem ostatecznie nasza dlugo$é
stowa to O(log N +V/T), za$ poniewaz x = O(N), jest to O(log N + VeN)
— musimy wiec zminimalizowaé €.

Dodatkowym problemem jest warunek nwd(a,b) = 1, ktory trudno u-
wzglednié z aproksymacyjnego punktu widzenia. Gdyby nie on, wziecie do-
wolnego 6 datoby ¢ = O(1) i dtugos¢ stowa O(v/N), ktora moze nie jest
wybitna, ale jest najlepszym rezultatem jaki osiggneliémy. Powtoérzenie te-
go wraz z tym warunkiem wymaga szacowania, jak blisko z znajdziemy a
wzglednie pierwsze z M; jeden z najlepszych wynikow w tej kwestii zawar-
ty jest w [2], za jego pomoca mozna pokazaé istnienie ¢ = O((log M)?), co
przelozy sie na stowo dtugosci O(v/N log N).

Mozna wiec zastanowi¢ sie nad doborem odpowiedniego 8 do N. Oczy-
wiscie dobor ¢ ~  jest rownowazny % ~ ﬁ, wiec tak naprawde chcemy
aproksymowa¢ inng liczbe wymierna przez utamek o mianowniku M, ponad-
to |% - ﬁ| = ﬁ|b —y| = 57, wige jesli blad takiej aproksymacji bedzie
rowny 0, to dtugoscia stowa bedzie O(log N + VIN?2).

Twierdzenie Hurwitza mowi, ze jesli N bedzie odpowiednie, § rzeczywiscie
moze by¢ rzedu ﬁ, co da oczywiscie logarytmiczna dlugosé stowa. Do tego
celu jednak N musi by¢ mianownikiem w przyblizeniu 6 otrzymanym z jej
utamka tancuchowego. Okazuje sie, ze dla takich 0 ktore dobralismy, czyli z
ograniczonymi mianownikami w utamku taicuchowym, lepszego przyblizenia
osiagnac sie nie da — istotnie, powyzszy dowdd mozna zaadaptowaé by to
pokazaé, gdyz T' nie moze by¢ mniejsze od 1, bo skutkowaloby to tym, ze
algorytm musialby trwaé¢ gdy a = 0 lub b = 0 (gdyz beda mniejsze od 1).

Ten optymistyczny przypadek, gdy N jest po prostu mianownikiem cze-
Sciowego rozwiniecia 6, wedle hipotezy Zaremby uda sie wygenerowacé zawsze,
dla dostatecznie duzego C'. Bourgain i Kontorovich udowodnili w [4], ze hipo-
teza Zaremby (przy C' = 50) jest prawdziwa dla N tworzacych zbior gestosci
1. Ich rezultat implikuje nastepujace:

Twierdzenie 4.2. Zbior wszystkich N, dla ktérych istnieje stowo dlugosci co
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najwyzej bllog N, o N podciagach, ma gesto$é 1 w zbiorze liczb naturalnych.

W przypadku ogdlnego N nie udato mi sie jednak dokonaé zadowalaja-
cego postepu. Chcieliby$my oszacowaé odlegtosé zbioru Se := {[c1, ¢2,. . ] |
Vi ¢; < C} od zbioru ulamkéw o mianowniku N, jednak skomplikowana
topologia zbioru S¢ (podobna do zbioru Cantora@ to utrudnia. Byé¢ moze
doktadniejsze opisanie struktury Sc da jakis rezultat, do tego celu wydaje
mi sie jednak, ze chcielibyémy bra¢ C rzedu wiekszego niz state (co przy
okazji psuloby nasze poprzednie szacowanie).

5 Iteracje i system Zeckendorfa

Rzeczywistosé jest zawsze
bogatsza od naiwnych iluzji i
ktamliwych fikeji.

,Ferdydurke”
Witold Gombrowicz

Kuszace jest zinterpretowanie liczby jako stowa, to jest ciagu cyfr. W ten
sposOb nasze P mozna by rozwazaé jako funkcje z N — N. Oczywiscie warto-
Sci tej funkcji beda sie zmienialy w zaleznosci od tego jaki sposob zapisu liczb
wybierzemy. Mozna wtedy rozwazaé¢ funkcje P jako uktad dyskretny, czyli pa-
trzeé na zachowanie ciggoéw postaci n, P(n), P?(n),... - ciagi takie bedziemy
nazywali trajektoriami dla n. Czy wychodzac od dowolnej liczby otrzyma-
my nieskoriczenie wiele innych wyrazéw, czy moze wpadniemy w cykl? Czy
bedziemy mieli jakies punkty state? W przypadku klasycznych systemow
pozycyjnych odpowiedz okazuje sie nieskomplikowana i jest opisywana przez
twierdzenie, ktore zaraz sformutujemy. Zauwazmy jeszcze najpierw, ze kazda
trajektoria jest zakonczona jakims cyklem, albo rozbiega do nieskoriczonosci
— istotnie, jesli nie zachodzi druga opcja, to jej wyrazy sg ograniczone, wiec
z zasady szufladkowej Dirichleta odwiedzimy pewien punkt dwa razy, wiec
od pewnego momentu trajektoria przebiega juz zawsze trase miedzy dwoma
wystapieniami tego punktu (ktora tworzy cykl).

Twierdzenie 5.1. W zaleznoéci od podstawy systemu b zachowanie uktadu
jest nastepujace:

e Dla b > 5 liczba 2 jest jedynym punktem statym P, i jest jednoczesnie
atraktorem.

SW istocie, z twierdzenia Brouwera [B] wszystkie te zbiory beda homeomorficzne ze
zbiorem Cantora.
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e Dla b =4 jedynymi punktami okresowymi (a nawet stalymi) sa 2 i 4.

e Dla b = 3 jedyne cykle to (2) i (3,4), przy czym wszystkie trajektorie
startujace od x > 3 wpadaja w drugi z nich.

e Dla b =2 cyklami sa (3), (6), (8), (18) oraz (9,11, 10,12).

We wszystkich przypadkach nie ma trajektorii rozbiegajacych do nie-
skoriczonosdci (w szczegblnosci wszystkie koncza sie w jakims z dostepnych
cykli).

Dowdd. Przyjmijmy, ze liczba x spelia v" ! < 2 < b" — wtedy = ma n
znakéw w zapisie o podstawie b, zatem P(x) < 27. Jesli 2" < b"7!, to
P(z) bedzie mialo mniej znakow niz x, i ta tendencja bedzie sie utrzymywac
dopodki nieréwnosé zachodzi. Dla b > 5 wystarczy n > 2 — wiec wszystkie
trajektorie napotkaja element jednoznakowy, ktéry ma dwa podciagi — 2 jest
wiec atraktorem i jednoczesnie punktem statym.

Dla b € {3,4} potrzebujemy n > 3, czyli trajektorie zawsze osiagna
liczbe dwucyfrowa. Kazda taka liczba ma najwyzej cztery podciagi, wiec
ostatecznie zawsze napotkamy liczbe nie wieksza niz cztery, i recznie mozemy
sprawdzi¢, ze jedyne cykle dla nich to te w sformutowaniu twierdzenia. Dla
b = 3 bedziemy mieli P~1(2) = {1,2} i P71(1) = @, wiec cykl zlozony z
dwojki bedzie nieosiagalny dla x > 3.

Pozostaje przypadek b = 2 dla ktoérego nasze obecne szacowanie nie za-
chodzi nigdy. Wiemy natomiast, ze liczby w systemie dwojkowym maja tyl-
ko dwie mozliwe cyfry; jesli wiec 277! < z < 2", to z Faktu many
P(x) < Fuy3 — 1. Jesli Fj13 < 2771, to P(z) bedzie mialo mniej cyfr niz z.
Ta nieré6wnos¢ zachodzi dla n > 7 (dla n = 7 mamy 64 > 55, wyzej uzywa-
my prostej indukcji, jako iz 2F,, > F,+1 = Fp, + Fj—1), kazda trajektoria
osiaga wiec warto$¢ mniejsza od 64.

Podobna nieréwnosé, F,4+3 < 2", zachodzi od n = 3 — w tych przypad-
kach oznacza ona, ze P(z) ma co najwyzej tyle samo cyfr ile z. Jesli x ma
6 cyfr, P(x) < 33 = Fgy3 — 1, wiec P(z) nalezy do {32,33} lub ma co naj-
wyzej pie¢ cyfr. W obydwu tych przypadkach P(P(z)) ma nie wiecej niz 5
cyfr (co sprawdzamy po policzeniu P(32) = 12 oraz P(33) = 19). Analo-
gicznie gdy = ma pie¢ cyfr, P(x) bedzie mialo co najwyzej cztery cyfry, lub
bedzie w przedziale [16,20]. Przypadek = = 18 da punkt staly, pozostale
przypadki (20 — 17 — 15 oraz 19 — 16 — 10) zakoncza sie na liczbach
czterocyfrowych. I znowu — dla = o co najwyzej czterech cyfrach, P(z) < 12,
wiec albo dana trajektoria wpada w punkt staly réwny 18, albo konczy sie
w przedziale [1,12] (i go nie opuszcza). Zostalo nam dwanascie przypadkow
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do sprawdzenia, wystarczy wiec sprawdzi¢ istnienie pozostatych czterech cy-
kli umieszczonych w tresci twierdzenia, oraz trajektorie 1 — 2 — 4 — 6 i
5 — 7 — 6 obejmujacych pie¢ pozostatych przypadkow. O

Przyktad. W przypadku systemu dwojkowego przyktadowa trajektoria to
3921 —-20-17T—=15=5—=7—=4—-6—>6—...

Widzimy, ze we znaki daje sie rézna asymptotyka funkcji P i systemow
pozycyjnych. W dalszej czedci bedziemy przez calty czas rozwazali system
Zeckendorfa, w ktérym liczba o n cyfrach bedzie rzedu F,.

Definicja 5.1. W systemie Zeckendorfa cyframisg 01 1, przy czym w zapisie
zadnej liczby nie mozemy uzy¢ dwoch jedynek z rzedu. Cyfra stojaca na i-tej
pozycji od prawej (liczac od zera) ma warto$¢ Fjio.

Dowod, ze system Zeckendorfa jest poprawnie zdefiniowany, mozna zna-
lez¢ na przyktad w [I].

Przyktad. Kolejne liczby zapisane w systemie Zeckendorfa to 1, 10, 100,
101, 1000, .. .. Liczbe 100 zapisujemy jako sume liczb Fibonacciego 8948+ 3,
co odpowiada zapisowi 1000010100.

Fakt 5.1. P(Fk - 1) = P(Fk+1 — 1)

Zanim przejdziemy do dowodu, chciatbym podkresli¢, ze aby uniknaé w
przysztosci konfuzji, utozsamimy cyfre 1 z litera A oraz cyfre 0 z litera B,
i bedziemy stosowaé te notacje zamiennie, sktaniajac sie ku literowej jesli
uzycie cyfr mogloby byé¢ mylace.

Dowadd. Zapis liczby Fj, —1 jest najwiekszym odpowiadajacym liczbie mniej-
szej niz Fy, bedzie mial wiec k — 2 cyfry i bedzie sktadat sie z cyfr 11 0 na
przemian. Jednym stowem, bedzie on réwny 3,—2 (modulo zmiana alfabetu
o ktorej pisaliémy wczesniej), bedzie miat wiec Fj,11 — 1 podciagow. O

Zatem tutaj, w przeciwienstwie do wczesniejszych systeméw, mamy tra-
jektorie uciekajaca do nieskoriczonoéci. Ta rozbieznosé jednak jest ograniczo-
na: liczba k-cyfrowa ma warto$¢ > Fj,1 i mniej niz Fj,3 podciagdw, wiec
lim sup@ < ¢%. W dalszej czesci rozdzialu pokazemy, ze P(x) < 1.7237x
dla duzych x.

O ile trajektoria wychodzaca od jedynki bedzie, jak pokazaliSmy, nie-
ograniczenie rosnaé, to ustawiajac punkt startowy na przyktad na liczbie 3,
okaze sie, ze po szesnastu krokach otrzymamy 112, ktére jest punktem sta-

tym. Za pomoca obliczeri komputerowych mozemy znalezé inne punkty state,
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takie jak 36, 78, 887, 8314 oraz 4656039, a takze cykle (39, 42), (52,59, 60),
(743,925,1147) oraz (27,44,70,91,48,50,66,90,35) — sa to wszystkie ich
przyktady do 107. Na tej dziesieciomilionowej probee okazuje sieﬂ ze trajek-
torie okoto 30% punktoéw poczatkowych koncza sie w 112, 29% w (52, 59, 60),
21% w naszym ciagu Fibonacciego minus jeden, zas 11% w 9-cyklu zaczyna-
jacym sie od 27.

Mozna przypuszczaé, ze takich cykli, a nawet punktéw statych, znajdzie-
my nieskonczenie wiele, a ich zachowanie jest dosy¢ nieregularne. W dalszej
czedci pracy scharakteryzujemy ogdélng strukture zapisu Zeckendorfa punk-
tow stalych, jednak bedzie to dalekie od ich pelnego opisu.

Wprowadzimy teraz bardzo istotna koncepcje, dzieki ktérej bedziemy mo-
gli skuteczniej badaé liczby podciaggéw oraz punkty state P.

Definicja 5.2. Stowo s utozsamimy z macierzg

PR(s) PB(s)
wo = (740 P40
2

Przyktad. Mozemy policzy¢, ze M(ABA) = 3 9

zy¢, skad nasze dziwne reguly uwzgledniania podciggu pustego — przy naszej
konwencji zachodzi naturalna rownosé M (0) = 1.

1 ) )
). Mozna takze zauwa-

Lemat 5.1. Jesli t jest stowem powstalym z s przez odciecie fragmentu do
pierwszej litery B (z nia wlacznie), to:

e PB(s) =P(r)+1
o PR(s) =Pal(y)
* PE(s) =Ps(v)

Dowadd. Zauwazmy, ze podciagi s rozpoczynajace sie na B to 0 oraz podciagi
niepuste. Te drugie mozemy zapisa¢ jako konkatenacje pierwszej litery B w
s 7z jakim$§ podciagiem t, stad zadana réwnosé.

Analogiczna uwaga dziata dla drugiego podpunktu, z tg réznica, ze teraz
po obu stronach mamy podciagi puste, ktore nie przechodzg na nic w takich
bijekcjach. W trzecim podpunkcie znéw mamy podobnie, ale ,niesparowany-
mi” podciggami sa B po lewej stronie (nie wliczamy tu pustego) oraz pusty
po prawej, zatem znowu zachodzi réwnosé. ]

"Podzial ten zdaje sie zachowywaé dosyé stabilnie wraz ze wzrostem zakresu, ktory
testujemy (wyniki juz dla 10* beds bardzo podobne), z drugiej strony skala dostepna dla
komputera nie da istotnych z matematycznego punktu widzenia wynikéw, tak wiec nie
przypuszczam by na przyklad istnialy granice tych utamkow.
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Twierdzenie 5.2. Odwzorowanie M jest homomorfizmem (monoidéw) z

My — SLy(Z).
Dowdd. Musimy udowodnié, ze M (s xt) = M(s)M(t) oraz ze det M(s) = 1.

Pierwsza z tych réwnosci sktada sie tak naprawde z czterech, dla kazdego
wspo6lczynnika z osobna, na przyktad:

PR(sxt) = PR(s)PR(t) + PE(s)PA(t)

Poniewaz wszedzie interesuja nas tylko podciagi zaczynajace sie od B i
koniczace na A, to mozemy odciaé¢ fragment s do pierwszego B oraz fragment
t od ostatniego A, dostajac (z Lematu do udowodnienia dla pozostatych
czesci tych stow rownosé

P(sxt) + 1 = Pa(s)PB(t) + Pg(s)PA (1),

ktora wynika z Twierdzenia [3.2]
Aby udowodnié¢ drugg cze$é¢, zauwazmy, ze

M(A) = (} ‘j) |

oraz M(B) = M(A)T, wiec det M(A) = det M(B) = 1. Poniewaz wy-
znacznik jest multiplikatywny, a M, jak udowodniliSmy, jest homomorfi-
zmem, to macierz odpowiadajaca kazdemu stowu bedzie miata wyznacznik
1, co wtasnie chcieliémy udowodnié.

O
Stad dostajemy natychmiastowy wniosek

Fakt 5.2.
Pi(s)Pg(s) = PA(s)PR(s) + 1

Bedziemy oznaczali skrotowo A = M(A), B = M(B). Gdy zastanowimy
sie, jakie wartodci liczby poszczegélnych podciagéw mogg przyjmowaé mo-
dulo jakies ¢, okaze sie, ze powyzsza réwnosé jest jedynym ograniczeniem.

Twierdzenie 5.3. Dla dowolnego ¢ = N oraz k, I, m, n € Z takich, ze
kn —Im =1 (mod q), istnieje s € My takie, ze

e k=P8&(s) (mod q)
e [ =P{(s) (mod q)

e m = PE(s) (mod q)
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e n=Pg(s) (mod q)

Dowdd. Oczywiscie z Twierdzenia [5.2] wystarczy pokazaé, ze A1 B generuja
cale SLy(Z,) jako monoid. Jednak mozemy zauwazy¢ indukcyjnie, ze

¢ (10
A_<t1’

w szczegdlnosei A971 = A1 (mod q) — zatem wystarczy, ze bedzie to
generowanie jako grupa. Poniewaz mozna udowodnié¢ (na przyklad [3]), ze
generatorami SLo(Z) sa B oraz AB~! A, zostaje pokazaé, ze operacja brania
macierzy modulo ¢ jest surjektywnym odwzorowaniem z SLy(Z) na SLa(Zg),

czyli ze pewna macierz z SLa(Z) przystaje do <7];; 711) modulo gq.

Skoro kn —ml = 1 (mod q), to nwd(k,l,q) = 1. Zauwazmy, Ze zmiana
m — m + q odejmuje od wyznacznika lq, zas§ n — n + ¢ dodaje kq. Je-
$li mieliby$my nwd(k, 1) = 1, to z tozsamosci Bezout tymi transformacjami
moglibysSmy ustali¢ wyznacznik na dowolnej liczbie = kn — ml (mod q), w
szczegblnoscei jedynce. Zostaje wiec dokonaé takiej zmiany [, by faktycznie
byto wzglednie pierwsze z k, czyli znalez¢ takie a, ze nwd(k, !+ ag) = 1. Dla
kazdego dzielnika pierwszego p | k, mamy albo p | ¢, wiec pfliptl+aqw
zadnym przypadku, albo p 1 ¢, i warunek p | [ 4+ ag mozemy przepisa¢ na jed-
na kongruencje postaci a #Z ¢ (mod p). Z chinskiego twierdzenia o resztach
znajdziemy takie a, ze wszystkie te warunki beda jednoczesnie zachodzié,
wiec nwd(k, ! + aq) = 1 co koriczy dowod. O

Jesli oznaczymy v = (1,1)T, to z definicji M (s) natychmiastowo dosta-
jemy

Fakt 5.3.
P(s) = vT M(s)v — 1

Oczywiscie wspotczynniki macierzy M (s) sa nieujemne. Mozemy wpro-
wadzi¢ czesciowy porzadek na macierzach: My < Ms, jesli wszystkie wspot-
czynniki M; sa mniejsze lub réwne odpowiednim wspotczynnikom w Ma;
tatwo wtedy zauwazyé¢, ze na macierzach o wspoélczynnikach nieujemnych
mnozenie bedzie zachowywalo ten porzadek, tj. M; < My implikuje M1 N <
MsN oraz NM; < NM;y (wystarczy odja¢ te nieréwnosci stronami i za-
uwazy¢, ze iloczyn dwoch macierzy N oraz My — My o nieujemnych wspot-
czynnikach, takze ma wspotczynniki nieujemne). Te same wlasnosci beda
zachodzi¢ dla N o dowolnych wymiarach (byle tylko mnozenie bylo dobrze
zdefiniowane), w szczegdlnosci na przyktad dla wektorow.
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Lemat 5.2. P(s x ABABA x t) > 2P (s x AAAAA x 1)

Dowod. Wiemy, ze

M(ABABA) — (Z g) M(AAAAA) — (é (1))

wiec M (ABABA) > 8 M (AAAAA). To oznacza takze

vT M (s) M (ABABA)M (t)v > gvTM(s)M(AAAAA)M(t)v,

co po uzyciu Faktu (i odjeciu 1 od lewej, zas % od prawej, co tylko
wzmocni nierownosé) koriczy dowod. O

To pozwala nam na pierwszy rezultat odnosnie dynamiki P.
Fakt 5.4. Jesli n zawiera pietnascie zer z rzedu, to P(n) < n.

Dowdd. Rozwazmy n w systemie Zeckendorfa, ktére ma m cyfr oraz spoj-
ny fragment 15 zer. Z poprzedniego lematu, zamieniajac wszystkie pigtki
AAAAA na ABABA liczba podciagdéw wzrosnie co najmniej (%) razy. Po tej
zamianie otrzymamy stowo o m literach, ktore z Faktu [£.1] ma co najwyzej
Fir3 — 1 podciggoéw. Zatem skoro n > F,qq, to

P 5 3 Fm 1 3
() G Fms=1) (5Y" o (63017 < 1
n Fra 8

(szacowanie Fj3—1 < ¢>Fy, 1 wynika w prosty sposob ze wzoru Bineta).
To koniczy dowdd.
O

Podobnymi metodami mozna dowodzié, ze dla dowolnego € > 0 zbiér
takich n, ze P(n) > en, ma zerowa gestos¢ w zbiorze liczb naturalnych.
Pézniej wzmocnimy Fakt w faktach [5.5] i

Przyjmiemy na R? norme ||(z,y)|l, = {/|z[P + |y[?, oraz norme na ma-

cierzach rzeczywistych o wymiarach 2 x 2: |[[M||, = sup,.( 0 %

Twierdzenie 5.4.
P(s) < 2[|M(s)[|l2 — 1

Dowdd.

P(s) =vT M(s)v — 1= ||M(s)v]|; — 1 <
<V2|IM(s)oll2 = 1 < V2|IM()]]2][vll2 = 1 = 2| M ()]l — 1
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przy czym pierwsza z tych nieréwnoéci wynika z nieréwnosci miedzy $red-
nia kwadratowa a arytmetyczna ||w||; < v2||w]]2. O

Zauwazmy, ze ||M(s)||2 to najwieksza warto$¢ singularna M (s). Stad
[|Alle = &, gdyz ¢? jako pierwiastek 22 — 3z + 1 jest najwicksza wartoscia
wiasng AAT. Stad faktycznie nasze szacowanie jest w jakis sposob optymalne
— kazda nowa litera zwieksza je ¢ razy, czyli o tyle o ile moze zwiekszaé sie
liczba podciagow. Dla duzych macierzy mozemy uzy¢ szacowania ||M||a <
Vitr MMT | gdyz najwicksza wartosé¢ wiasna M M7 (czyli kwadrat wartosci
singularnej M) jest pierwiastkiem 22 — tr(M M)z + 1 = 0, jest wiec nieco
mniejsza niz tr MMT.

Twierdzenie [5.4] pozwala nam, korzystajac z submultiplikatywnosci nor-
my, dowodzi¢ pewne ,strukturalne” twierdzenia o P(+), takie jak na przyktad

Fakt 5.5. Jesli n zawiera sze$¢ zer z rzedu, to P(n) < n.

Dowdd. Niech Fi11 < n < Fjy9, to znaczy n ma w zapisie k znakow. Wiemy,
ze tr BSA® = 38, wiec P(n) < 2||M(n)|]2—1 < 2¢¥=61/38—1. Jednoczesnie ze
wzoru Binetan > Fy 1 > %(ﬁk“ —1. Wystarczy wiec udowodnié¢ %&“H >

20F=6,/38, czyli

¢7 ~ 29.03444 > 2v/5 - /38 ~ 27.56810
O

Zdefiniujemy deficyt stowa, §(s) := % Fakt jest szczegblnym
przypadkiem ponizszego stwierdzenia:

Lemat 5.3. Jesli §(n) < % ~ 0.36180, to P(n) < n.

Dowaod. Niech n ma k znakéw, to znaczy Fiyo > n > Fiiq. Wiemy, ze
P(n) < 2||M(n)lla—1 = 20*6(n)—1 < £~

Jesli oznaczymy ¢ (s) = — In d(s), submultiplikatywno$é¢ normy przeniesie
sie na wlasnos¢ (s x t) > (s) + ¢(t) (przy czym ¢ bedzie przyjmowala
wartosci nieujemne, gdyz wartosci d leza w [0, 1]). Ponadto ¥ od pojedynczej
litery bedzie réwne, oczywiscie, zero. Jesli wiec znajdziemy takie roztaczne

podstowa w n, dla ktérych suma 1) bedzie przekraczaé¢ — ln(ﬁ) ~ 1.01665,

2v5
bedziemy wiedzieli z lematu , ze P(n) < n (na przyktad w szczegolnosci

n nie moze by¢ punktem stalym P).

1 < Fg41, cokoniczy dowod. [
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Naturalne roztaczne czastki n sa blokami postaci AB* (by¢ moze k =
0, ale tylko jesli jest to blok koncowy). Dobrym pomystem wiec zdaje sie
policzenie wartosci ¢ dla takich blokévﬂ

Lk [ (ABY |
0,1] 0

0.09185
0.27762
0.52573
0.81583
1.13559

S| U x| W N

Tabela 1: Wartosci funkcji 1.

Bloki postaci AB* dla k > 1 bedziemy nazywali 1)-dodatnimi. Stad jesli
zapis punktu stalego n zawiera a blokéw AB?, b blokow AB3, ¢ blokow AB*
oraz d blokéw AB®, to

0.09185a + 0.27762b + 0.52573c + 0.81583d < 1.01665

Nieréwnoéé ta ma 42 rozwigzania w a, b, ¢, d > 0, co jest wynikiem
niemalym, acz skoniczonym. W dodatku A zredukujemy te liczbe do dwu-
dziestu.

Rozdzial (a takze ,wlasciwa’ czes$¢ pracy) zakonczymy dwoma twierdze-
niami, ktore staraja sie opisa¢ dokladnie jakie wartosci moze przyjaé¢ P(n),
oraz ile razy moze by¢ ono wieksze od n. Ich dowody przedstawimy jednak juz
w dodatku, tutaj tylko nakreslajac ich poczatek i dalsza idee postepowania.

Twierdzenie 5.5.
P(z) 2¢0+3

lim sup ——=

= ~ 1.72361

Zarys dowodu. Zaczniemy od pokazania, ze dla pewnego ciggu x rzeczywiscie
osiggniemy te granice. Wezmy = = Fj o + Fy — 1. Zapisem z w systemie
Zeckendorfa jest 1001010... z k + 1 cyframi (po dodaniu jedynki musi by¢
to 101 oraz k — 2 zer). Mozemy zapisa¢ wiec x jako 100 3;_o. Z Twierdzenia
3 (oraz dowodu faktu 5) otrzymujemy

8Przy czym najwieksza wartosé singularng macierzy M mozemy policzyé poprzez wzor

\/tr MMt4/(tr MMT)2 -4
5 .
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P = Po(100)P (3%—2) + P1(100)P*(35—2) — 1 = 5F} + 2Fj_1 — 1,

. . R
wiec, poniewaz % — ¢

P(x) b5F,+2F,_;—1 . 56+2  2¢°+3p  20+3
r  FaptF-1 ¢ +e $PF+é o+27

(gdzie korzystamy kilkukrotnie z tego, ze ¢ = ¢ + 1).

Aby pokazaé, ze nie da sie wiecej, udowodnimy w przysztosci, ze kazdy
taki potencjalny kandydat zaczyna sie od 100. Jesli nie bedzie postaci takiej
jak wyzej, to znajdziemy w niej jeszcze jeden blok o dodatnim ¢ (albo po
wiodacej jedynce znajdziemy wiecej zer), co po doktadniejszym przeliczeniu
pozwoli nam stwierdzié, ze taka sytuacja jest niemozliwa.

Twierdzenie 5.6. Jesli m # 1,3,5,9,13, 21,29, 45, 61 orafY m # 2 16t — 3,
to istnieje n takie, ze P(n) = m.

Zarys dowodu. W naturalny sposob 2k = P(AB*~1) dla k > 1, wiec musi-
my przejmowacl sie tylko liczbami nieparzystymi. Bedziemy chcieli policzyé

P(ABFAB!). Zauwazmy, ze
1k
k _
AB" = <1 k+ 1)
wiec

1+ P(AB*AB!) = v"AB*ABw = (1 1) G k_’f_1> G HZ1> G) =

142
= 2%kl + 31+ 4k + 4= (2k +3)(1 +2) — 2

Ostatecznie wiec (pamietajac o jedynce) chcemy, by (2k + 3)(I + 2) =
n + 3. Potrzebujemy k > 1, [ > 0 (potrzebujemy odstepu miedzy A), wiec
pierwszy z tych czynnikéw moze by¢ dowolng liczba nieparzysta > 5, drugi
za$ dowolna liczba naturalng wieksza od 1. Skoro n jest nieparzyste, to n+3
jest parzyste, wiec tak czy tak sytuacja w ktorej potrzebowaliby$my [+2 =1
jest niemozliwa — zatem chcemy by n + 3 mialo dzielnik nieparzysty wiekszy
od 3. Jedyne sytuacje w ktorych tak nie jest, ton =2t —3lubn =3-2/ -3,
i cze$¢ z nich da sie wykluczyé przez rozpatrywanie stow ztozonych z trzech
blokéw, co zrobimy w Dodatku.

= (2 2k+1)<l+1>=(2k+1)(l+2)+2(l+1):

9Warunek drugi prawdopodobnie nie jest wymagany, o czym napiszemy w dodatku B.
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A Szczegébly, szczegoliki

Ale kiedy dalem juz za wygrana
i wrocitlem na chodnik, upadto
przede mna na l$niacy asfalt
pare kolorowych $wietlnych liter.
Czytatem:

Tylko dla obtgkanych!

SWilk stepowy”
Hermann Hesse

W tym dodatku bedziemy dowodzili rezultatow, ktorych dowody uznatem
za zbyt obliczeniowe, aby weszty we ,wlasciwa cze$¢” pracy. Czytelnikowi
Nieufnemu, ktéry zamierza na biezgco sprawdzaé¢ warto$ci podawanych przez
nas wyrazen, polecamy zaopatrzy¢ sie co najmniej w kalkulator naukowy, a
najlepiej w system algebry komputerowe;j.

Zaczniemy od lematu, ktory pozwoli nam uwzglednié¢ druga strone relacji
miedzy P(n) a n. Oznaczmy przez &(n) liczbe, ktora otrzymamy z zapisu
Zeckendorfa n przez zastapienie wag Fj, liczbami %gbk .

1
Lemat A.1. |{(n) —n| < 7
Dowdd. Ze wzoru Bineta roznica Fj oraz %qbk to %(ﬂp)kﬂ Poniewaz je-
dyne k dla jakich wykonujemy te operacje, to k > 2, sumaryczny btad jaki
popelnimy bedzie nie wigkszy od
1 ¢? 1

T Vl-¢ VB

1
ﬁ(@2+(ﬂ3+(ﬂ4+...)
]

Jesli n ma k znakéw, oznaczmy A(n) := ff;,ﬁlf. Powyzszy lemat ten

pozwala nam wzmocni¢ lemat do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie A.1. Jedli dla pewnej statej £ < 2 mamy

o
2V/5

d(n) < A(n)k,

to P(n) < kn.
Dowadd. Postepujemy jak w dowodzie Lematu [5.3; niech n ma k znakow,

wtedy P(n) < 2¢F6(n) — 1 < %)\(n)ﬁ — 1 =¢(n)k — 1, wystarczy wiec

oszacowaé ({(n) —n)k < 1, co wynika z Lematu O
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Logarytmujac obie strony nier6wnosci z Twierdzenia[A 1] dostajemy row-
nowazne sformutowanie

%)
n)+1In(A(n)) +In(k) > In | —= | = 1.01665
9l + ) +1n(e) > n (S
Warto$é A(n) jest suma ¢~* po takich 4, Ze na i-tym miejscu od lewej
zapisu n znajduje si¢ jedynka (liczac miejsca od zera). W szczegolnosci jesli
m jest prefiksem n, to A(m) < A\(n). To pozwala nam oszacowaé z dotu A(n)
w zaleznosci od prefiksu n.

| k | In(A(AB*A)) |
0.32351
0.21194

k
1
2
3 0.13619
4
)

0.08633
0.05423

Tabela 2: Wartosci funkcji A.

Dalszy ciqgg dowodu Twierdzenia 5.5 Biorac k = 2{;’%; powyzej, dostajemy

In(k) = 0.54442, zatem jakikolwiek kontrprzyktad do naszego szacowania
musi spelnia¢ ¥ (n) + In(A(n)) < 0.47223. Patrzac na Tabele |1} widzimy, ze
blok AB* ani zaden wiekszy nie moze sie pojawi¢. Jesli pojawia sie blok AB3,
to musi tylko raz (inaczej ¥(n) > 2-0.27762 = 0.55524 > 0.47223) i to na
poczatku (inaczej ¥ (n)+In(A(n)) > 0.2776240.21194 = 0.48956 > 0.47223).
Gdyby pojawil sie jaki§ inny poza nim, to mielibySmy v (n) + In(A(n)) >
(0.27762 4 0.09185) 4 0.13619 = 0.50566, znowu zbyt wiele. Zatem w takim
przypadku n musi mieé¢ posta¢ 1000101010. ... Jednak jednoczesnie musimy
mieé¢ In(A(n)) < 0.47223—1(n) < 0.19461, zas In(A\(ABBBABABA)) = In(1+
¢+ 070 + ¢78) = 0.20124, wiec takich przypadkow jest skonczenie wiele.

Zatem jedyne bloki o dodatnim 9 jakie moga si¢ pojawia¢ w n (czyli bloki
wiecej niz jednego zera), to AB2. Oczywiscie brak blokéw oznacza, ze n jest
postaci 101010. . ., czyli Fj.—1, Zwiemy za$, ze wtedy @ = % — @,
wiec nie tworzy to kontrprzyktadu. To oznacza, ze przynajmniej jeden taki
blok istnieje. W szczegolnosci ¢(n) > 0.09185, czyli In(A(n)) < 0.47223 —
¥(n) < 0.38038. Ponadto In(A\(ABABBA)) = In(1 + ¢~ 2 + ¢—°) ~ 0.38671,
co ma zbyt duza warto$é, sprzecznos$é. Zatem zapis n musi zaczynaé sie
od AB?2. Jedli nie ma zadnych innych blokéw tego typu, dostajemy te sama
strukture, co do ktorej juz przeliczylidémy, ze granica wynosi tyle, ile chcemy.
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Przyjmijmy wiec, Ze istnieje jeszcze co najmniej jeden taki; wtedy ¢(n) >
2-0.09185 = 0.1837, wiec In(A(n)) < 0.47223 — 0.1837 = 0.28853. Poniewaz
In(A(ABBABABBA)) ~ 0.29827, a to zbyt wiele, to drugi z tych blokéw musi
wystepowaé na drugiej pozycji. Skoro In(A(ABBA)) ~ 0.21194 (korzystajac
z tabeli , to widzimy, ze takie bloki moga by¢ tylko dwa; w przeciwnym
razie ¥(n) + In(A(n)) = 3 -0.09185 + 0.21194 = 0.48749, czyli zbyt wiele.
Ostatecznie wiec n musi mieé¢ strukture 100100 « 3z dla jakiegos k. Stad
n=Fyi7+ Fiyq+ Fryo — 1 (po dodaniu jedynki 100101 i k zer), zas z

P(n) = Pg(100100)P(31) + P1(100100)P°(31) — 1 = 19F} 40 + TFjsq — 1,
wiec

P(n)  19Fio+ TFh — 1 196 +7 196 +7

= — = ~ 1.58593
n Frpr+ Frpoa+ Frpo—1 ¢85+ ¢3+¢ 119 +6

To koriczy dowod. O

Dla dosy¢ duzych wartosci k, powyzsze metody pozwalaja nam wzglednie
efektywnie wyznaczy¢ i sprawdzi¢ kandydatow na takie n, ze P(n) > kn.
Dla punktéow stalych jednak x = 1, wiec zlogarytmowane twierdzenie
przyjmuje postacé

Y(n) +In(A(n)) < 1.01665,

i sytuacja nieco sie komplikuje. Za pomoca samego spojrzenia na ¥y mamy
42 przypadki; dorzucajac do tego zerkniecie A mozemy te liczbe ograniczy¢,
ale niezbyt bardzo. Zaczniemy od przypadku, w ktérym n zawiera blok pieciu
zer.

Fakt A.1. 36 (w zapisie Zeckendorfa 10000010) jest jedynym punktem sta-
lym zawierajacym pie¢ zer z rzedu.

Dowdd. Uwzgledniajac 1) za AB® oraz A\ za AB®A dostajemy tacznie (korzy-
stajac z wezesniejszych tabel) 0.87006, czyli pozostato nam jeszcze 0.14659
,do wykorzystania”. To oznacza, ze jedyny inny blok o dodatnim psi jaki
mozemy mie¢, to pojedynczy AB2. Bez wzgledu na to czy wystapi on, czy
nie, czastka AB® musi by¢ zawarta na poczatku, inaczej In(A(n)) > 0.21194,
i razem z 1(n) dostaniemy zbyt wiele.
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Zaczniemy od przypadku, gdy nie ma innych blokéw -dodatnich, czyli
zapis n to 100000 % 3. Wtedy n = Fy 7 + Fjyo — 1 oraz, z Twierdzenia

P(n) = 11Fgy2 + 2Fj41 — 1,

wiec P(n) = n implikuje Fj17+ Fyo = 11Fj10+2F11. Jednak mozemy
zapisa¢ Fji7 jako Frie + Fras = 2Fpy5 + Fraqa = ... = 8Fpy0 + 5Fpy1.
Otrzymujemy wiec 9F;0 + 5Fp11 = 11Fgy0 4+ 2F; 1, czyli 3F41 = 2F) 0.
Stad widzimy, ze k = 2 — istotnie, Fji0 = %Fk+1 implikuje F, = Fp_1 =
%Fk+1, za$ jedyne dwie kolejne liczby Fibonacciego o réwnych wartosciach
dostajemy dla k — 1 =1, czyli k = 2.

Pozostaje przypadek, gdy mamy gdzie§ jeszcze blok AB?. Wiemy, ze
tr(ABSA)(AB5A)T = 146, mamy (ABSA) > —In Y18 ~ 0.87668, co ra-
zem z 1) dla pozostatego bloku (0.09185) oraz z In(\) (rownym 0.05423)
daje 1.02276, czyli za duzo — to nie mozemy znalez¢é roztacznych fragmentdw
AB®A i AB?, jednym stowem bloki te musza wystapi¢ obok siebie. Jednak
tr ABPAB? = 774, wiec 1¥(ABBBBBABB) > \{Zgﬂ ~ 1.00512, co razem z
uwzglednieniem A da wiecej niz prog 1.01665. To koriczy dowod.

O

W dowodzie mozna zobaczy¢ kolejna koncepcje, ktoérg bedziemy stoso-
waé — mozemy braé¢ v z obszaréw wiekszych niz jeden blok, co da czasami
wiekszg wartosé. Trzeba jednak wtedy uwazaé, by byly one nadal roztaczne.
Najpierw jednak przeanalizujmy mozliwe przypadki, ktore zostaja po samym
uwzglednieniu §. Z Faktu wystarczy przejmowaé sie wystepowaniem blo-
kow ABZ, AB?, AB*. Jegli wystepuje ten ostatni, to In(A(n)) jest (z tabelki
2) rowny co najmniej 0.08633, wiec ¥(n) < 0.93032. Korzystajac z tabelki
widzimy, ze AB? jest tylko jedno. Jesli mamy a blokow AB? oraz b postaci
AB3, dostajemy w ten sposob nieréwnosé 0.09185a + 0.27762b < 0.40459, do
ktorej rozwiazaniami beda b =11a < 1 oraz b =01 a < 4 — tacznie siedem
przypadkow.

Jesli AB* nie ma, to miejmy a blokow AB? oraz b blokow AB®. Jesli
b > 0, to In(A(n)) > 0.13619, wiec 0.09185a + 0.27762b < 1»(n) < 0.88046.
Ta nieréwnos¢ ma rozwigzania:

e b=3,a=0
eb=2a=0,1,2, 3

eb=10<a<6
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To 12 rozwiazaii. Dla b = 0 dostajemy In(A(n)) > 0.21194, wiec 0.09185a <
Y(n) < 0.80471, czyli 0 < a < 8 — kolejnych dziewie¢ przypadkow. Lacz-
nie dostajemy ich wiec 28. Aby zmniejszy¢ te liczbe dalej, skorzystamy
z nastepujacych wartosci ¢ (a konkretniej ich szacowan wynikajacych z
|M||2 < tr MMT):

| s | ¥6) |
ABBABB | 0.21372
ABBAB | 0.1085

ABBBABBB | 0.62922
ABBBABB | 0.42822
ABBBAB 0.31644
ABBBBABBB | 0.90215
ABBBBABB | 0.69839
ABBBBAB | 0.58241

Tabela 3: Wiecej wartosci funkeji .
Za pomoca tych informacji mozemy odrzuci¢ jeszcze wiecej przypadkow.

a) Przyjmijmy, ze n ma siedem blokow AB%. Wtedy

In(A\) >In(1+¢2+¢ 5+ 672+ ¢71?) ~ 0.26854

Sprobujmy pogrupowaé bloki AB? w pary tak, by bloki w kazdej parze
ze soba sasiadowaly. Zrobimy to rozpatrujac je od lewej: jesli jeszcze
nie przyporzadkowaliémy aktualnego bloku, a bezposrednio po nim na-
stepuje znowu AB2?, to grupujemy je w pary; w przeciwnym razie nie
robimy razem. Latwo zauwazyé, ze po dowolnym niesparowanym bloku
AB? nastepuje AB, chyba ze jest to blok koricowy. Stad, jesli mamy k
par, dostajemy szacowanie

(n) > ky)(ABBABB) + (6 — 2k)1)(ABBAB) + ¢)(ABB) =
= 0.21372k + 0.1085(6 — 2k) + 0.09185

to oszacowanie jest funkcja liniowa o ujemnym wspotczynniku przy k,
wiec oplaca nam sie, by bylo ono jak najwieksze, to znaczy réwne 3.
Dostajemy sume v 4+ X\ réwnag 1.00155, brakuje wiec 0.0151.
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Jesli zaden z blokéw AB? nie wystepuje na koncu, to 0.09185 w sza-
cowaniu mozemy zastapi¢ przez jedno 0.1085, co daje nam dodatko-
we 0.01665, o cala jedna tysieczna wiecej niz potrzebujemy. Pozosta-
je przypadek, gdy taki blok na koncu wystepuje. Spdjrzmy do dowo-
du twierdzenia Szacowalismy tam ||Mwvl| przez ||[M||2||v]|2, czyli
wzrost dtugosci wektora przez najbardziej optymistyczny przypadek.
My jednak znamy macierz, ktéra ,rozpoczyna” dziatanie na tym wek-

. 1 2
torze — jest to AB? = (1 3>, zatem ||[AB2%v||s = [|(3,4)T|]2 = 5.
wRzeczywisty” deficyt bedzie tu wynosil zatem nie wartos¢ 6(ABB),

. . . e _ AB?
ktora policzylismy wczesniej, to znaczy ¢ 3 15+§/ﬁ, all HUHUH = %7
5

co jednoczesnie daje ¥ rowne — In PR 0.18077. To daje nam oczy-
wiscie zwiekszenie oszacowania tacznego ¥ o 0.08892, czyli wiecej niz

potrzebujemy.

Powyzszy rezultat jest o tyle cickawy, ze w pewien sposoéb optymalny —
4656039 w zapisie Zeckendorfa to

10010010100101010010100100101010

zatem zawiera 6 blokow AB? i jest punktem stalym P.

b)

Zatozmy, ze mamy trzy bloki ABBB. Jesli dwa takie bloki wystapia
obok siebie, to mozemy oszacowac v przez 1»(ABBBABBB)+1(ABBB),
za$ korzystajac z Tabeli [2] odno$nie wartosci A, dostajemy tacznie
0.62922 + 0.27762 + 0.13619 = 1.04303, czyli zbyt wiele.

Jesli zas takich dwoch blokéw nie ma, to znaczy ze co najmniej dwa
razy wystapi podstowo ABBBAB. Poniewaz 2¢)(ABBBAB) jest nawet
wieksze niz ¢ (ABBBABBB), dostajemy sprzecznosé takze w tym przy-
padku.

Niech bloki ¥-dodatnie to pojedynczy ABBB oraz szesciokrotnie ABB.
Jesli nasze stowo nie bedzie sie zaczynalo od AB3, to In\ + ¢ >
0.21194 4 0.27762 + 6 - 0.09185 = 1.04066. W takim razie musi sie
ono zaczynaé¢ od ABBB. Powtarzajac rozumowanie z grupowaniem w
pary z przypadku a), dostajemy szacowanie

¥ +1nA > (Y(ABBB) + 2 - 1h(ABBABB) + ¢)(ABBAB) + ¢)(ABB)) +
+0.13619 = 1.0416
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(gdzie skorzystalismy z tego, ze dwa niesparowane ABB, z czego jedno
na koricu, daja mniejsza warto$¢ niz dwa sparowane).

d) Tym razem niech blokami o dodatnim 1 beda AB*, AB3, ABZ Jesli
AB* nie bedzie na poczatku, dostaniemy lgcznie 1) + A > (0.52573 +
0.27762 + 0.09185) + 0.13619 = 1.03139. Jesli bedzie, to sprawdzamy
przypadki wzgledem tego co za nim:

e Jesli AB, to

¥ +In A > ¢)(ABBBBAB) + ¢)(ABBB) + ¢(ABB) + In \ >
0

=
> 0.58241 4 0.27762 + 0.09185 + 0.08633 = 1.03821
e Jesli ABB, to analogicznie

¥ +1In A > 1)(ABBBBABB) + ¢/(ABBB) + In A >
> 0.69839 4 0.27762 + 0.08633 = 1.06234

o Wreszcie jesli ABBB, to podobnie

¥ +In A > ¢(ABBBBABBB) + 1/(ABB) + In \ >
> 0.90215 4 0.09185 + 0.08633 = 1.08033

e) Jesli bloki 1-dodatnie jakie mamy, to AB* i cztery razy AB?, to znowu
rozwazamy przypadki

e Jesli AB? nie jest na poczatku, to
Y +1InA > 0.52573 44 -0.09185 + 0.21194 = 1.10507
e Jedli jest i nastepuje po nim AB, to

¥ +In A > 1)(ABBBBAB) + 4 - t)(ABB) + In A >
> 0.58241 + 4 - 0.09185 + 0.08633 = 1.03614

e Jedli nastepuje po nim ABB, to

% +In\ > )(ABBBBABB) + 3 - 1)(ABB) + In A >
> 0.69839 + 3 - 0.09185 + 0.08633 = 1.06027
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Fakt A.2. Jesli AB? jest jedynym blokiem v-dodatnim w n spelniajacym
P(n) =n, to n = 78 (ktére w zapisie Zeckendorfa to 101000010

Dowdd. Niech zapis n bedzie postaci 3os x ABBBB 3. Wtedy n = Fogiypq7 —
Fiy5 + Fiio — 1, gdyz po dodaniu jedynki oraz Fiy5 (odpowiadajacego za
pozycje na ktorej stoi pierwsze B w $rodkowym segmencie) suma nam sie¢
ztozy do liczby o dwdch niezerowych cyfrach. Réwnowaznie liczbe te mozna
zapisaé jako Fogiry7 — 2F 13 — 1. Ponadto

Pl = (1 1) 262 (] 3) M0 (1) -1

1 4 F;
= (F25+1 F25+2) <1 5) (éi;) —-1=

F;
= (Fasys 4Fbey3+ Foeyo) <Fz+l> 1=
= FosyalipotFos3(dFpo+Fiy1)—1 = Fosrolyro+Fosi3(Fips+3F42)—1
dostajemy wiec rownanie

Fosyivr —2F 13 = FosyoFiyo + Fosi3(Fps3 + 3Fiy0) — 1

7 tozsamosci Fyyy = FrFji1 + Fr_1F), ktéora mozna udowodnié¢ na przy-
ktad ze wzoru Bineta (lub po prostu indukcja) mozemy zapisa¢ Fasyyy7 jako
FosiaFypa+Fos3F 13 = (Fosy3+TFhsyo)(Fyy3+Fiyo)+Fos3F, 3. Rownanie
przybiera wiec postaé

(Fos13 + Fost2)(Frys + Fiio) — 2F 3 + Fogy3Fii3 =
= FysioFiyo + Fosy3(Fip3 + 3F42)

lub po skréceniu czesci wyrazéw

Fosy3Fyy3+ FosioFy 3 =2F 3+ 2F53F; o,

Czyli F25+4Ft+3 = 2Ft+3 + 2F25+3Ft+2. Jesli t = 0, dostajemy F25+2 =
2, co jest niemozliwe (F3 = 2 ma nieparzysty indeks). Przyjmijmy ¢ > 1.
Rozpisujac Fos4q = Foss + Fosio 1 Frys = Firyo + Fip1 dostaniemy

FosyaFip1 + FosyoFiio 4 Fos ol 1 = 2F3 3+ Fos i 3F 40
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Poniewaz mamy szacowanie Fasi3Fy11 + FosyoFiio > FosysFiio (rOw-
Fipa + Fosq2 1

nowazne Fie T Focrs > 1, co jest prawda jako iz oba te utamki sa > 5
(skoro t > 0)), dostajemy FosioFiy1 < 2Fiys, czyli Fospo < 2§Zﬁ Ponie-

waz Fii g3 =2F; 1 + Fy < 3F.y1, prawa strona to co najwyzej 6, stad s < 1.
Wréémy do postaci FosyaFiys = 2Fp3+ 2Fos 1 3F;19. Jesli s = 0, dosta-
jemy Fii3 = 4F;9, co jest oczywiscie niemozliwe. Jesli s = 1, to 6F13 =
10F;42. Stad Fiy3 = %Ft+2, wiec Fyp1 = %Ft+2, i kontynuujac to rozumowa-
nie dostajemy F; = Fy_1, czyli t = 2. Ostatecznie (s,t) = (1,2) jest jedynym

rozwigzaniem, dla ktérego dostajemy n = 78.
O

Pamietajac réwniez, ze brak blokéw i-dodatnich oznacza n = Fj, — 1 i
P(n) > n, dostajemy obiecana redukcje do dwudziestu przypadkow.

Na koniec wro¢my do dowodu Twierdzenia [5.6]1 rozwazan na temat moz-
liwych wartosci P.

Dalszy cigg dowodu Twierdzenia[5.6. Bedziemy chcieli policzy¢ liczbe pod-
ciagow ABFAB!AB™. Wiemy, ze jest to o jeden mniej niz

¢ 1)(1 kL) G l+l1) G mﬁl) G)

co po wymnozeniu (i odjeciu jedynki) przyjmuje postac

2klm + 4kl + 4km + 3lm + 6k + 61 + 4m + 4 (1)

Przypomnijmy, ze n jakie nam zostaly do uzyskania, majg postaé¢ 2t — 3
zt > Toraz 3-2" —3 zt > 5 (pozostale n tych postaci wykluczalismy
wsrod matych przypadkow). Sa to liczby nieparzyste, zas powyzsze wyrazenie
przystaje do I'm modulo 2, chcielibySmy wiec, by [ oraz m byly nieparzyste
— mozna by wiec podstawi¢ | = 2’ + 1 oraz m = 2m’ + 1, co okazuje sie
iz niewiele upraszcza (utatwia jednak zgadywanie jakie przypadki moga by¢
interesujace).

Podstawmy | = 1. Nasza liczba podciagéw przyjmuje postaé¢ n = 6km +
10k 4+ 7m + 10. Mozemy réwnowaznie przeksztalci¢ te réwnosé do 3n + 5 =
18km + 30k +21m + 35 = (6k +7)(3m +5). Jeslin =3-2! =3, to 3n+5 =
9.2 — 4. Spojrzmy na przypadek parzystego t =: 2w. Dostajemy

3n+5=(3-2)2 22 =(3-2¥ -2)(3-2¥ +2) = (3-2¥ 1 —1)(3- 2T 1)
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Zatem bioragc m = 2¥~! — 2 oraz k = 2 — 1 dostajemy to co chcemy
(przy czym w > 3, wiec k > 01 m > 0 tak jak chcemy).

Wréémy do wyrazenia i podstawmy tym razem k = 1. Otrzymujemy
n = 5lm + 10l + 8m + 10 = (5] + 8)(m + 2) — 6. Zatem biorac n = 3 -2 — 3
w przypadku t nieparzystego, dostajemy

324+ 1) = (51 + 8)(m + 2)

Widzimy, ze jesli 28 =2 (mod 5) i t > 1, mozemy wziaé m = 1i 5l +8 =
2t + 1 — to pozbywa sie przypadku ¢t = 1 (mod 4). W przypadku ¢t = 3
(mod 4) bedziemy chcieli wzia¢ m = 7 oraz bl +8 = Lgrl Ta druga rownosé
jest mozliwa do spetnienia, poniewaz skoro 2 { ¢, to 3 | 28 +1, zas§ t = 3
(mod 4) oznacza 2t = 3 (mod 5), wiec QtTH = 3 (mod 5) (oraz L;l > 8,
gdyz t > 3).

Ostatecznie wiec pozostaje nam tylko przypadek n = 2! — 3. Podstawmy
w (1) m =1 = 3, dostajac n = 48k + 61, czyli 2! = 48k + 64, a zatem 214 =
3k +4. Takie k istnieje dla t parzystych (i jest dodatnie dla ¢ > 7). Podobnie
podstawiajac { = 1, m = 5 dostaniemy n = 40k + 45, wiec 273 = 5k + 6
i odpowiednie k znajdziemy, o ile t = 3 (mod 5) i t > 3. Zatem faktycznie
jedyny przypadek jaki nam zostaje, to n = 2! — 3 dla t = 1 (mod 4), lub
réownowaznie n = 2 - 16! — 3.

O]

By¢ moze ten pozostaly przypadek takze da sie pokonaé skoniczona liczba
ciagoéw arytmetycznych. Problemem okazuje sie, ze kazde stowo bez dwoch
kolejnych liter A (réwnowaznie, liczba w systemie Zeckendorfa) o 8189 =
213 _ 3 podciagach zawiera co najmniej cztery litery A — zatem poszukiwania
nalezaloby prowadzi¢ z czterema zmiennymi. Nawet czeSciowe uogdlnienie re-
zultatow dla 509 = 2° — 3 daje dosy¢ malo zadowalajace wyniki — jedyne
rozwiazania to (k,l,m) = (2,5,9) oraz (k,l,m) = (1, 19, 3); ,uwalniajac” jed-
na z tych zmiennych (to znaczy podstawiajac wartosci dwoch pozostatych
do ) dostaniemy jakis$ ciag arytmetyczny tak jak robiliSmy to wczes$niej,
jednak réznice tych ciadg()wm to na przyktad 13, 25 czy 77. To pozwoli nam
wykluczyé przypadek t odpowiednio co trzeciego, co piatego i co dwudzieste-
go trzeciego. Jednak nie daje to wiekszego postepu w walce z przypadkiem
ogblnym.

By¢ moze zapisanie jako n = (2k +3)(I + 2)(m + 2) — (2k + 3) —
2(m +2) — 1 jest dobrym pomystem, ale nie udato mi si¢ go doprowadzi¢ do
jakiegokolwiek punktu, ktory stanowitby istotny przetom w rozwiazaniu.

0Py wyciggnieciu przed nawias potegi dwojki, co w naszym przypadku nic nie zmienia.
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B

Problemy otwarte

Sumienny lekarz umiera razem z
chorym, jesli nie potrafi go
wyleczyé.

LLiysa $piewaczka”
Eugene Ionesco

Powyzsza praca pelna jest rozwazan niedokoriczonych lub nierozpocze-

tych;

w tej sekcji zbiore je wszystkie. Stanowia one naturalne kierunki roz-

woju wzgledem koncepcji, ktore zaprezentowalem wyzej, natomiast niewat-
pliwie pytan, ktére mozna postawié¢, jest o wiele wiecej.

Przede wszystkim — czy odpowiedniki powyzszych rozwazan da sie
przedstawi¢ dla sléw nad alfabetem o wiecej niz dwoch elementach?
Jako iz juz sam przypadek dwoch liter ma dosyé obszerna teorie, ani
nie poruszalem tego tematu w pracy, ani tez szczegdlnie go nie bada-
tem, natomiast wydaje sie ze wiele mozna tu zrobic.

Gorna granica dtugosci stowa o n podciagach — nasz rezultat O(y/n)
jak widzieli$my, prawdopodobnie da sie poprawi¢ do O(logn), jednak
przepasé miedzy tymi szacowaniami jest tak wielka, ze prawdopodobnie
daloby sie ja choc¢by czesciowo zredukowaé za pomocs elementarnych
metod.

Dowo6d Twierdzenia bez uzycia indukcji — mimo poszukiwan, nie
udato mi sie znalezé takiej drogi jego wykazania, ktoéra opieralaby sie
tylko na zliczaniu odpowiednich podciagdéw i znajdywaniu bijekcji mie-
dzy zbiorami opisywanymi przez obie strony réwnania.

Najwiecej pytan bez odpowiedzi pozostato w kwestii funkcji P na N.
Nie wiemy jak dtugie moga by¢ cykle, i czy jest ich nieskoriczenie wiele.

Nie wiemy nawet, czy jest nieskonczenie wiele punktéw statych. Dalsze
ograniczenie puli mozliwych typéw takich punktéw (oraz dowodd, ze
punktow danego typu jest skoniczenie/nieskonczenie wiele), jest jednym
z mozliwych kierunkéw badan.

Obliczenia komputerowe sugeruja, ze twierdzenie da sie ulepszy¢
do stwierdzenia, ze kazda liczba wieksza od 61 lezy w obrazie P. Do
tego jednak, prawdopodobnie, potrzeba wiecej niz trzech blokow (dla
8189 wszystkie rozwigzania zawieraja co najmniej cztery litery A).
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e Bardzo naturalna kwestia, ktérej w zasadzie nie rozwazaltem, jest czy
1—-2—4—...— F, —1 to jedyna trajektoria P ktora nie wpada w
cykl.
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