TRZECIA LICZBA PITAGOREJSKA CIAL LICZBOWYCH STOPNIA 2

BARTLOMIEJ BYCHAWSKI

STRESZCZENIE. W pracy wyliczamy wartos¢ 3-ciej liczby pitagorejskiej dla pewnych cial
liczbowych, gtéwnie kwadratowych rozszerzen Q.

1. WPROWADZENIE I OZNACZENIA

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka. Definiujemy n-ta liczba pitagorejska
pierscienia R jako najmniejsza liczbe naturalna m taka, ze jesli dla » € R zachodzi

M
r= Z:z:z”
i=1

dla pewnego M € Z*, oraz pewnych w1, ..., 2y € R to dla pewnych y1, ...,y € R zachodzi
takze .
r= Zlyzn

Innymi stowy, jesli element r € R jest suma pewnej ilosci n-tych poteg, to jest tez suma nie
wiecej niz m n-tych poteg. n-ta liczbe pitagorejska pierscienia R oznaczamy P, (R). Warto
uzupetni¢ te definicje o przypadek, gdy taka liczba m nie istnieje, czyli znajdziemy elementy
bedace sumg dowolnie duzej liczby n-tych poteg, ktorej nie jesteSmy w stanie zmniejszyc.
Zapisujemy wtedy P,(R) = oc.

Problem liczby pitagorejskiej powstat jako problem podobny oraz uogélniajacy problem
Waringa oraz zmodyfikowany problem Waringa. Problemy te brzmig nastepujaco.
Problem Waringa: dla danego n, wyznacz najmniejsza liczbe naturalna m, taka, ze dla
kazdego © € ZT zachodzi

m
T = Za:zn
i=1
przy czym i,...,Tm € Zxp. Bedziemy oznacza¢ W, := m.

Zmodyfikowany problem Waringa: dla danego n, wyznacz najmniejsza liczbe naturalnag
m, taka, ze dla kazdego x € Z* zachodzi

m
r = Zeimi”
=1

PIZy CZym &, ..., %, € Zso oraz €y, ..., e, € {—1,1}. Bedziemy oznacza¢ w,, := m.
Problem Waringa byt rozwazany takze dla wielomianéw czy funkcji wymiernych, co przy-
daje sie w rozwiazaniach tego problemu dla innych pierécieni. Klasyczny problem Waringa
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jest prawie w calosci rozwiazany, natomiast zmodyfikowany problem Waringa (zwany tez
“prostszym” problemem Waringa) nie jest rozwiazany prawie wcale [11].

Problem liczb pitagorejskich dla pierscienia Z jest problemem pomiedzy problemem War-
ringa a jego zmodyfikowana wersja. Gdy n jest parzyste, to P,(Z) = W,,, natomiast gdy n
jest nieparzyste zachodzi P, (Z) = w,.

Wiadomo miedzy innymi, ze P,(R) = 1 dla kazdego n € Z*, P,(Q) =4, 4 < W5(Z) <5
(doktadna wartosé nie jest znana), P3(Q) = 3 (co pokazemy). W ponizszej pracy znajdu-
jemy wartodci trzeciej liczby pitagorejskiej dla rozszerzen Q drugiego stopnia oraz jednego
rozszerzenia trzeciego stopnia. Uzywamy w tym celu bazy danych [7], stworzonej przez eksper-
tow zajmujacych sie krzywymi eliptycznymi, informacje o rzetelnosci danych mozna znalezé
pod linkiem (https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Reliability). Dodatkowo uzyjemy tez po-
wszechnie uzywanego i sprawdzonego kalkulatora algebraicznego [8]. Pytanie o 3-cig liczbe
pitagorejska cial liczbowych pojawito sie w jeszcze nie opublikowanej pracy [2]. Pokazuje
ona miedzy innymi jak wygladaja niektore liczby pitagorejskie dla ciat i pierscieni liczb p-
adycznych.

Oznaczenia. Przypomnijmy, ze cialem liczbowym nazywamy rozszerzenie ciata QQ skonczo-
nego stopnia. Niech F' bedzie cialem liczbowym.

Krzywsa zadana rownaniem
Y2+ ayzy + azy = 2° + apr® + agx + ag,
gdzie ay,as, as, a4, a¢ € F, nazywamy krzywa eliptyczna (nad ciatem F), o ile jej wyrdznik
zadany wzorem:
A = —by’bg — 8bs” — 27bs” + 9bababg

gdzie

by = aq? + 4as

by = 2a4 + aya3

bs = as® + 4dag

bs = a1’ag + 4asag — ayazas + asaz® — aq’.

jest rozny od zera. Powyzsze rownanie nazywamy forma Weierstrassa krzywej eliptyczne;j.
Przez E(F') oznaczamy zbior punktow na tej krzywej eliptycznej, wraz ze zwyklym dzialaniem
[10].

Warto zaznaczy¢, ze oprocz “skoriczonych” punktow krzywa ta zawiera jeden dodatkowy
punkt - punkt w nieskonczonosci, bedacy zarazem elementem neutralnym dziatania zadanego
na krzywej.

Zdefiniujmy j-niezmiennik krzywej E(F') jako liczbe przypisana krzywej eliptycznej, ktora

mozna wyliczy¢ z nastepujacego wzoru:
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gdzie A to wyr6znik wybranej formy Weierstrassa, natomiast:
1 = by — 24b.

Nad ciatem liczb zespolonych, dwie krzywe eliptyczne sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy
gdy maja te same j-niezmienniki. Mozna ten fakt znalezé w [9, Proposition 1.4]. Warto tu
jednak zwrocié uwage, ze w cytowanej propozycji jest literéwka w podpunkcie (7).

Ponizej podajemy jeszcze Twierdzenie Mordella-Weila, [9, Theorem 6.7], opisujace struk-
ture grupy na krzywej eliptycznej. Dziatanie w tej grupie bedziemy oznacza¢ +g.
Twierdzenie Mordella-Weila. Dia kazdego ciata liczbowego K zachodzi

EK) = E(K)y x Z",

gdzie E(K)ior 0znacza grupe elementow skoriczonego rzedu, natomiast liczba v € Zso jest
nazywana rangaq.

Bedziemy mowié, ze grupa torsyjna krzywej eliptycznej jest trywialna, gdy zawiera tylko
jeden element, czyli punkt w nieskoriczonosci. Powiemy, ze krzywa eliptyczna jest trywialna,
gdy jej grupa torsyjna jest trywialna oraz jej ranga jest rowna 0.

Zbioér elementow catkowitych ciata liczbowego K to zbior elementow z € K, takich, ze
istnieje wielomian unormowany (wspotczynnik przy najwyzszej potedze rowny 1) f € Z[X],
ze x jest jego pierwiastkiem. Zbior ten jest pierscieniem.

Dla porzadku przypomnimy jeszcze definicje 7p:

TD:\/E7

gdy D = 2,3 (mod 4), oraz
_1+VD

D 9

gdy D =1 (mod 4). Na przyktad:
T =V2, T =T, 7 =V—1=i
C14+V5 0 14V13 14V=3 14VBE o

_= eT
2 2 2 2
Pokazmy jeszcze, ze kazde rozszerzenie QQ stopnia 2 jest rozszerzeniem o pierwiastek z liczby

T5 > T13 T-3

catkowitej.
Niech K := Q(«) bedzie rozszerzeniem stopnia 2. Wynika stad, ze dla pewnych a,b € Q

zachodzi
2

0:a2+a~a+b:(a+%)2—%+b

2
a a
(@+§)2:Z—b€@

Mnozac obie strony przez odpowiednig liczbe catkowita, otrzymujemy po prawej pewng liczbe
catkowita, po lewej element z Q(«) nie bedacy elementem Q, podniesiony do kwadratu.
Definiujac wiee 3 := a+ § zauwazamy, ze Q(3) € Q(«) oraz oba rozszerzenia sg tego samego
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stopnia, zatem sa sobie réwne. Element o ktoéry rozszerzamy bedziemy oznaczaé jako v D,
dla pewnej liczby catkowitej D.
Pierscien elementéw catkowitych ciata Q(+/ D) bedziemy oznaczaé przez

Zltp) = {a + brpla,b € Z}.

2. GORNE OGRANICZENIE P3(Q(«))

Bedziemy nasladowaé¢ dowod Riley’a [5], pokazujacy, ze P3(K) < 3 dla kazdego ciala K,
takiego, ze Q C K.
Znajdujemy trojke funkcji wymiernych F', G, 1 H dwoch zmiennych m, n taka, ze

m = F(m,n)’ + G(m,n)* + H(m,n)".

Na podstawie [5] te funkcje to

P ) 27m? — n?
m,n) =
’ 27m?2n? + 9mnbd + 3ns
—27m3 4+ 9mnb + n?
G(m,n) =
27Tm?2n? + 9mnd + 3n8
27 2,3 9 6
H(m, n) - mn° + 9mn

©27Tm?2n2 + 9mnS + 3n8’
Oczywiscie, sa to funkcje wymierne, wiec jesli m,n € Q(«), to o ile mianownik sie nie
zeruje, to F'(m,n), G(m,n), H(m,n) € Q(«). Dla ustalonej wartosci m kazdy z mianownikow
jest wielomianem, wiec zeruje sie tylko dla skonczonej liczby wartosci zmiennej n. Mozemy
dobraé¢ dowolne n z nieskoriczonego zbioru Q(«) nie zerujace mianownikéw, i otrzymujemy
przedstawienie dowolnego m € Q(«) jako sumy trzech trzecich poteg elementow ciata Q(«).
Oznacza to dodatkowo, ze kazdy element Q(«) mozna przedstawi¢ jako sume trzech szescia-
néw, czyli szukamy ograniczenia ilosci trzecich poteg, ktore zadziata dla wszystkich elementow
ciala. Na tej obserwacji opiera sie metoda znajdowania dolnych ograniczeni dla poszczegolnych

cial liczbowych.

3. DOLNE OGRANICZENIE P3(Q(«))

Podstawowa i powszechng metoda wyznaczania dolnych ograniczen n-tej liczby pitagorej-
skiej jest znajdowanie takiego d € Q(«a), ze réwnanie

N
d= Z$kn’
k=1
nie ma rozwiazan dla xq,...,zy € Q(a), gdy N jest mniejsze od naszego docelowego ogra-

niczenia. Zatem w naszym przypadku, aby pokaza¢, ze P3(Q(«)) > 3 nalezy znalez¢ takie
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d € Q(a), ze rownanie
(1) d=a*+y°

nie ma rozwiazan dla x,y € Q(a). Oczywiscie wystarczy rozwazy¢ d # 0, bo 0 = 03.

Korzystajac z przeksztalcen zawartych w pracy [I] znajdujemy krzywa eliptyczng powia-
zang z tym réwnaniem. Jesli powyzsze rownanie ma rozwiazanie, to powigzana z nim krzywa
eliptyczna zawiera punkt (z,y) € Q(a)>.

Powyzsza praca pokazuje rowniez, ze rownanie 4 = 2% + > nie ma rozwigzan w Q a wiec
3 < P3(Q). A stad na podstawie wczesniejszej czesci P3(Q) = 3.

Zapiszmy wiec przeksztalcenia, o ktorych byta mowa.

Najpierw podstawiamy

U 1—u
r=—Yy= )
v v
czyli tak naprawde najpierw definiujemy
1 x
v = JU = :
Tty r+y
Gdy z,y € Q(«a) to oczywiscie u,v € Q(a). Gdyby z +y = 0, to y = —=x, co daje

d=a%+1® = 2%+ (—z)® = 2% — 23 = 0, a zatem sprzecznosc.
Rownanie d = 23 + y? przyjmuje wiec postaé

d=" 4 <1 _“>3,

(% (%

co po pomnozeniu przez v* daje

(2) D-v3:u3+(1—u)3:3u2—3u+1:3-(u—§)+Z

Jesli v # 0, to majac rozwiazanie (u,v) réwnania otrzymujemy pare (%, Lu

—) bedaca

rozwigzaniem rownania .

Stad pytanie: dla jakich rozszerzeni Q(«) istnieje rozwiazanie rownania takie, ze v = 07

Lemat 3.1. Jesli Q(«) jest rozszerzeniem Q, oraz istnieje para (u,0) € @(Q)Q, spetniajgca

réwnanie (2), to /=3 € Q(a).

Dowaod. Gdy zatozenia sa spelnione, zachodza nastepujace rownosci:

O:3-(u—;)2+j1
NERE SO
S5=(6-(u-1)
1
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Otrzymujemy wiec v/—3 € Q(«). O
Whniosek 3.2. Jesli Q(«) jest dodatkowo rozszerzeniem drugiego, lub trzeciego stopnia, to
Q(v—3) = Q(«). Skoro Q(v/—3) C Q(«v), to wymiar Q(v/—3) jako przestrzeni liniowej nad
Q, rowny 2, dzieli wymiar Q(«) jako przestrzeni liniowej nad Q. Ale 2 nie dzieli 3, zatem

rownos¢ wymiarow wraz z zawieraniem pocigga za sobg rownosé cial.

Innym prostym wnioskiem z Lematu [3.1] jest fakt, ze dla rozszerzeri Q drugiego i trzeciego
stopnia z wylaczeniem Q(y/—3) istnieje bijekcja miedzy rozwiazaniami a rozwigzaniami
, co wiecej, wzory na ta bijekcje w obie strony sa zadane jawnie wyzej.

Wréémy wiec do réwnania . Podstawiajac
= (u—;)-72d
vi=wv-12d
otrzymujemy
(3) o =73 — 432d°
Przeksztalcenie pary (u,v) na pare («,7) jest bijekcja miedzy rozwiazaniami rownania
oraz zadana w jedng strone powyzszymi wzorami.

Twierdzenie 3.3. Niech 0 # d € Q(a) oraz niech krzywa eliptyczna o? + 432d* = ~* bedzie
trywialna nad Q(«). Wtedy réwnanie d = 2* + y* nie ma rozwigzan w Q(«).

Dowdd. Zatozmy nie wprost, ze para (z,y) € Q(a)2 spetnia zaleznosé d = z34-13. Wtedy, na
podstawie wyzej przeprowadzonych przeksztalcen wiemy, ze para (xiﬂ/, ﬁ) = (u, v) spelnia
rownanie 1} przez co para (55 — 3)-72d, lery 12d) = ((u—3)-72d,v-12d) = (a,7) spelnia
réwnanie (3)), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze krzywa o? + 432d* = 3 jest trywialna nad

Q(a). O

Twierdzenie 3.4. Niech Q(«) bedzie rozszerzeniem Q nie zawierajgcym /—3. Wtedy dla
kazdego 0 # d € Q(«) zachodzi nastepujgca réwnowaznosé: krzywa eliptyczna o = 3 —432d?
jest trywialna nad Q(o) wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie d = 23 + y* nie ma rozwigzan w

Q(a).

Dowdd. Twierdzenie 3.3 dostarcza implikacji (=). Pozostalo udowodni¢ implikacje w druga
strone: jesli réwnanie d = 2 + 3® nie ma rozwigzan w Q(«), to krzywa eliptyczna a? =
3 — 432d? jest trywialna nad Q(«).

Ponownie przeprowadzimy dowod nie wprost. Zalézmy wiec, ze para («,v) € Q(a)2 lezy

na krzywej o® = 73 — 432d*. Wtedy para (335 + 3, 127) = (4, v) jest rozwigzaniem réwnania

a 1 1 o
, a na podstawie Lematu 3.1/ v # 0, wiec para (%,27%”) = (%, 1;“) = (x,y) jest
12 12
rozwigzaniem rownania . Ale zatozylidmy, ze nie ma rozwigzan, sprzecznosc. 0

Otrzymujemy wiec krzywa:
y? =12° —3-(12d)%
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Dla wygody zamieniliémy « na y oraz v na x.

SprowadziliSmy wiec nasz problem do znalezienia trywialnej krzywej eliptycznej (poza przy-
padkiem gdy v—3 € Q(«)).
Rozwazmy teraz przypadek gdy +—3 € Q(«). Zauwazmy na poczatku, ze na krzywej
eliptycznej E(Q(«)):
2 = 2% — 342
(gdzie A # 0) oprocz punktu w nieskonczonosei znajduja sie dodatkowo punkty (0, /—3A),

(0, —v/=34) .

Twierdzenie 3.5. Punkty (0,/—3A), (0, —/—3A) wraz z punktem w nieskoriczonos$ci two-
rzq grupe cykliczng w zbiorze punktow na krzywej E(Q(«)) z dziataniem zgodnym z dziataniem
na krzywey.

Dowadd. Punkt w nieskoniczonodci jest elementem neutralnym. Dodatkowo wiadomo, ze
(0,vV—=3A)+£g(0,—v—-3A)=¢

Wiemy to, bo punkty te sg symetryczne wzgledem osi X, natomiast punkt w nieskoriczonosci
tej krzywej to kierunek osi Y, stad jest wspotliniowy z powyzszymi punktami. Wynika to z
symetrii tej krzywej wzgledem osi X.

Wystarczy wiec pokazac, ze zachodzi

(0,v—=3A)+£(0,vV—3A) = (0, —v—3A).

Wzor na P+gP, gdzie P € E(Q(«)) to

(20, yo)+£(Z0, Y0) = (z1,91)
przy czym zachodza réwnosci

= 3$02+CL4 2—2$
1 2y0 0

3202 + a4 2
Y1 = —Yo + <2y0> (xo — 1)

W naszym przypadku ay, = 0, mozemy wiec bezposrednio sprawdzié¢, ze postulowana wyzej
rownos¢ zachodzi, co konczy dowdd. 0

Twierdzenie 3.6. Dla rozszerzen Q, takich, ze v/—3 € Q(«) dla kazdego 0 # d € Q(«)
zachodzi: réwnanie d = x3 + y* nie ma rozwigzan w ciele Q(a) wtedy i tylko wtedy, gdy
krzywa E(Q(«)) definiowana réwnaniem

o =~ =3 (12d)

ma range 0 © 3 elementowq grupe torsyjng.
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Dowdd. Na poczatku zauwazmy, ze na podstawie Twierdzenia [3.5] podstawiajac A = 12d

widzimy, ze grupa torsyjna zawiera punkt w nieskoriczonosci oraz punkty
(0,v/—=3-12d), (0, —v/—3 - 12d).

Wspotrzedne sa zapisywane w kolejnosci: (7o, ap).

Zajmijmy sie implikacja (=). Zakladamy, ze réwnanie d = x* + 3® nie ma rozwiazai
w ciele Q(«). Zal6zmy nie wprost, ze krzywa E(Q(«)) posiada punkt poza trzema wyzej
wymienionymi. Niech (70, @) bedzie tym punktem.

Udowodnijmy na poczatek, ze vy # 0. Zal6zmy nie wprost, ze vy = 0. Wtedy

a2 =0°—3-(12d)2 = (v—3 - 12d)°
0=aj— (V-3-12d)* = (ap — V=3 -12d) - (g + V=3 - 12d)

stad aq € {\/—3 -12d, —/—3 - 12d}, co pociaga za sobg
(70, @) € {(0,V=3-12d), (0, —V/=3-12d) },

co jest sprzeczne z zatlozeniami. Dowod nie wprost jest wiec zakorniczony i mamy 7q # 0.

Para (70, ag) lezaca na krzywej daje zgodnie z wczesniejszymi przeksztalceniami pare

@ 1 %) _
(72d + 5 72g) = (o v0)

nalezaca do krzywej . Zauwazmy, ze skoro vy # 0, to v # 0. Oznacza to, ze punkt

ag 1 1 _ a _

2d T2 3 " ma)_ (% 1—u\ (z )
Y0 ’ Y0 - v ) v - 0s Yo
12d 12d 0 0

istnieje 1 jest rozwigzaniem , co stol w sprzecznosci z zalozeniem, ze rOwnanie to nie ma
rozwiazan w Q(«).

Pozostalo udowodni¢ implikacje («<). Zakladamy wiec, ze krzywa E(Q(«a)) (czyli (3)) za-
wiera jedynie trzy wymienione wyzej punkty.

Zalozmy niewprost, ze rownanie d = 23 + 4> ma rozwigzanie (zo,yo) € Q()”. Wtedy, na

podstawie wczesnieszych wyliczen para

oy 1 1 (( 1) )
—— |- 72d, -12d | = — =) -72d,vy-12d ) = ,
((xo o 2) Zo + %0 ) Ug 5 Vo (040 70)

spelia réwnanie , a dodatkowo:

1
-12d # 0,
Zo + Yo
wiee, (o, v0) ¢ {(0, Vv—3-12d), (0, —/—3 - 12d)}, co jest sprzeczne z zatozeniem. Dowdd tej
implikacji takze jest zakonczony, co konczy dowdd calego twierdzenia. 0

Na zakoniczenie tej czesci zauwazmy jeszcze, ze bezposrednio z definicji j-niezmiennik krzy-
wej y? = 23 — 3+ (12d)? okazuje si¢ by¢ rowny 0.
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4. METODY PRZESZUKIWANIA KRZYWYCH O POZADANYCH WLASCIWOSCIACH

Niech dane bedzie ciato liczbowe Q(«) oraz trywialna krzywa eliptyczna E o j-niezmienniku
rownym 0.

Do znalezienia takiej krzywej eliptycznej E w praktyce uzyjemy bazy danych [7]. Krzywa
taka moze by¢ postaci y* = 23 — 3 - (12d)?, chcemy sprawdzi¢, czy tak faktycznie jest.

Oznaczmy dla utatwienia A := 12d. Chcemy pokazaé, ze po doprowadzeniu naszej znale-
zionej krzywej E do formy y? = z° — B, gdzie B € Q(a) (jest to mozliwe, bo j = 0), istnieje
A € Q(a), takie, ze:

B =3A% < 3B = (3A)°

Oczywiscie skoro F jest krzywa eliptyczna, to B # 0, bo inaczej A = 0, co jest niemozliwe,
a wiec na pewno takze A # 0.

Dla utatwienia przemnozymy jeszcze 3B przez takie ¢? (0 # q € Z), ze 3B-¢* jest elementem
catkowitym ciata Q(«).

Szukamy wiec takiego A, ze:

3B - ¢ = (3Aq)”

Ponizsze twierdzenie pomoze nam w ustalaniu, czy liczba 3B - ¢* jest kwadratem jakiego$

elementu z Q(«).

Twierdzenie 4.1. Jesli dla danego x € Q(a), x? jest elementem catkowitym, to x takze jest

elementem catkowitym.

Dowdd. Skoro z? jest elementem catkowitym, to istnieje wielomian unormowany f € Z[X],
taki, ze f(z?) = 0. Rozwazmy teraz wielomian f o X?. Liczba x jest jego pierwiastkiem, a
wielomian ten takze jest unormowany, wiec x jest elementem catkowitym. 0

Powyzsze twierdzenie znacznie zaweza zbior potencjalnych rozwiazan réwnania
3B - ¢* = (34¢)°.

Jedli ustalimy juz, ze 3B - ¢* = (3Aq)?, to znaleziona krzywa przyjmuje postac:
g =% — 3. A2,

co pozwala na zastosowanie Twierdzenia [3.4] lub [3.6] Chcemy wiec znalezé efektywna metode
sprawdzania czy 3B - ¢* jest kwadratem.
Rozwazmy rozszerzenia Q drugiego stopnia. Niech wiec zachodzi

X+71p-Y =3B-¢,

gdzie X|Y € Z. Zalozmy, ze 3B - ¢? jest kwadratem, oraz xg+7p-yo = 3Aq , gdzie xg,yy € Z.
Wiemy bowiem, ze dla rozszerzeni drugiego stopnia Q(v/D) zbior elementéw catkowitych jest

rowny pierscieniowi Z[rp]. Oznacza to, ze
20> + 220y Tp +Yo° - Tp° =X +7p - Y.
Wiemy stad, ze
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e jesli D = 2,3 (mod 4) to punkt (z,y0) lezy na krzywych
2?4+ Dy? = X,
2ey =Y.
e jesli D =1 (mod 4) to punkt (zg,yo) lezy na krzywych
? + Ky’ = X,
20y + 12 =Y,
gdzie K jest liczba catkowita speliajaca D = 4K + 1.
Aby sprawdzi¢ czy 3B - ¢? jest kwadratem wystarczy wicc sprawdzié¢, czy odpowiednia para
krzywych ma wymierny punkt przeciecia. Na podstawie powyzszego twierdzenia wiemy jed-
nak, ze jesli punkt wymierny lezy na przecieciu tych krzywych, to jest punktem kratowym.
Punkty przeciecia krzywych otrzymujemy za pomoca kalkulatora graficznego [6], ktory
pokazuje punkty przeciecia. Zweryfikowanie, czy sa to punkty catkowite jest natychmiastowe.
Punktow tych jest nie wiecej niz 4 na plaszezyznie R?, bo pierwsze réwnanie to réwnanie
elipsy, a drugie hiperboli o tym samym $rodku symetrii co elipsa - mowa o punkcie (0,0),
wiec, chociaz formalnie nie jest to oczywiste, wida¢, ze pojedynicze ramie hiperboli nie moze
przeciaé¢ elipsy wiecej niz 2 razy za sprawa wypuklodci oraz faktu ze asymptoty hiperboli
przecinaja sie w punkcie (0, 0). Mala ilos¢ punktow przeciecia pozwala efektywnie sprawdzac,
czy 3B - ¢* jest kwadratem, a dzieki temu, czy znaleziona przez nas krzywa y? = 23 — B jest
odpowiedniej postaci by zastosowa¢ Twierdzenie lub Twierdzenie (3.4
Dodatkowo w obliczeniach dla rozszerzen kwadratowych pomaga fakt, ze dla D = 2,3
(mod 4) zachodzi
H =D,
adla D =1 (mod 4) zachodzi
T D2 =1Tp + K s

gdzie K jest taka liczba catkowita, ze D = 4K + 1.

5. WYNIKI DLA SZCZEGOLNYCH ROZSZERZEN Q

Korzystajac z bazy danych [7] znajdujemy przyktady krzywych eliptycznych poszukiwanej
postaci o zadanych wtasnosciach, czyli o randze réwnej 0, trywialnej grupie torsyjnej (lub 3
elementowej gdy /—3 € Q(a)) oraz j-niezmienniku réwnym 0. Narzucajac na powyzsza baze
danych te ograniczenia dostajemy stosunkowo mato krzywych eliptycznych, wsrod ktorych w
sensownym czasie, za pomoca opisanych wyzej metod jesteSmy w stanie znalezé te, ktore sa
postaci

y? =12° — 3 (12d)?
dla pewnego 0 # d € Q(«), a wiec pozwalaja na zastosowanie Twierdzenia (lub gdy
V=3 € Q(a)) i wykazanie, ze P3(Q(«a)) = 3.

Uzyskane wyniki beda prezentowane w nastepujacej postaci:
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e wartos$¢ a, czyli wybranego pierwiastka wielomianu definiujacego rozszerzenie;

e numer krzywej eliptycznej o trywialnej grupie, badz grupie 3 elementowej gdy /—3 €
Q(a);

e przeksztalcenie krzywej do postaci y? = 2° — B;

e pokazanie, ze istnieje A € Q(«) takie, ze B = 3 - A%

e wyliczenie d i wskazanie réwnania postaci d = 23 + 3 ktére na mocy Twierdzenia

lub Twierdzenia |3.4] nie ma rozwiazan.

5.1. Ciala liczbowe stopnia 2.

Ciala rzeczywiste, czyli takie, ze Q(a) C R.

5.1.1. Q(v2).
o a=+2
e Numer krzywej: 2916.1 — 12
o y? = 2%+ 54a — 81
e B=81—-54a=3-(3-(1—a))’
o d— 1% _ 3(1-a) _ 1-a

12 A
Stad na podstawie Twierdzenia |3.4] rownanie:
l1—-a
4
nie ma rozwiazain w Q(v/2), co oznacza, ze P3(Q(v/2)) = 3.

5.1.2. Q(V/3):
e a=+/3

e Numer krzywej: 2916.1 — g1

— 234y

oy =103 —4a—7
o B:7+4a=(2—|—a)2:3-(2f7“)2:3.(@)2

3
2a+3

— __ 2a+43
° d= 5=
Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:
2a +3 3. 3
36 Y

nie ma rozwiazain w Q(v/3), co oznacza, ze P3(Q(v/3)) = 3.
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5.1.3. Q(v/5):

oa:“‘z

e Numer krzywej: 729.1 — f2
oy’ +ay=2>—Ta—"7

S

5

Y+ =y’ +ay+%C =2 ~Ta—T+% =2 —a® (T 1)

e B=a2-(T—1)=a>. 20 = 3. (%)
3a

_A_ 3 _a
cd=5=%=5%

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4 rownanie:

a_ 3., .3
s Y

nie ma rozwiazain w Q(v/5), co oznacza, ze P3(Q(v/5)) = 3.

5.1.4. Q(V6):
e a=+6

e Numer krzywej: 342.1 — al

o 2 tay=a%—2
2 9 2

(y+35) =y +ay+%2:x3—2+%:x3—2+12
(2

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

a _ 3,3
™ " +y

nie ma rozwiazain w Q(v/6), co oznacza, ze P3(Q(v/6)) = 3.

5.1.5. Q(V7):
® 0 — \/7

e Numer krzywej: 243.2 — 2
e 2 +ay = 2° + 324a — 859

W+8)° =y*+ay+% =2°+324a — 859 + &

=z
e B=859—324a—% =1.((859-4—7)—324-4a) = 3-(

3-(8—3a)
— 3 _ 8-3a
12 - 8

_ A _
o d= 5=
Stad na podstawie Twierdzenia |3.4] rownanie:

8 —3a
8

nie ma rozwiazain w Q(v/7), co oznacza, ze P3(Q(v/7)) = 3.

— 23 4y

3-(8—3a)
2

2

)
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5.1.6. Q(v/10):
e a=+/10

e Numer krzywej: 243.1 — d2
o 2 +y=a®—1539a — 4867
(y+%)2:y2+y—|—i:x3—1539@—4867+i
e B=1-(4867-4—1+4-1539) = o - 55 - 3- (3 (48674 — 14+ 4-1539)) =

22 " 32
11 2 1714+54a \2
:2—2-3—2-3-(171+54a) :3-(%)
.d_é_%_nuwm
— 12 T 12 T T2

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:
171 4 54
toda PRI

Y
nie ma rozwiazain w Q(v/10), co oznacza, ze P3(Q(+/10)) = 3.
5.1.7. Q(v13):
® (1 — 71—1—%/@

e Numer krzywej: 243.2 — b2

o >+ (a+ 1)y =2 —2la — 28
(y+ ) =2+ (a+ Dy + @00 = 43— 214 — 28 4 @1 =
= 2% — 21la — 28 + T2 —— 33 _ 9]q — 28 4 3o

e B=28+2la— 3 =1.((28-4—-4)+(21-4—3)a) =

4 T4
=35 (94 +(7T-4-1)a)=3-% 3% (44+3a) =3 5 -3%- (1 +a)?
A w 1+a
cd={=— =%

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

1
_g ¢ _ z° +y°
nie ma rozwiazain w Q(v/13), co oznacza, ze P;(Q(+/13)) = 3.
5.1.8. Q(V17):
® O = 71+§/ﬁ

e Numer krzywej: 729.1 — g2
o 4> +y=2a%—108a — 169
Y+ =y +y+1=2%—108a—169+1
e B=169 — 1 +108a = 5 - ((169-4 — 1) + (108 - 4)a) =

22
= a3 (3-((169-4— 1)+ (108 - 4)a)) = 55 - & - 3+ (27 + 18a)”
27+18a
od==— =

Stad na podstawie Twierdzenia |3.4] rownanie:

3+ 2a
- :x3+y3

nie ma rozwiazain w Q(v/17), co oznacza, ze P3(Q(v/17)) = 3.
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5.1.9. Q(v/21):

o q— 1+\2/21

Numer krzywej: 1296.1 — d1
y? = 2% — 96a — 172

o B =172+ 96a =3 (148)
14+8a

_ A __ T44a
od=4= 5 = 1s

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

7+ 4a
18

nie ma rozwiazan w Q(v/21), co oznacza, ze P3(Q(v/21)) = 3.

— 23 1 yf

5.1.10. Q(v/33):

.a,:1+

[\
w
w

e Numer krzywej: 36.2 — al
e ¥ tay=12>—a—4

(y+3) =y +ay+4 =a’—a-d+%
oB—a+4—“—:1-(16—|—4a—a) 2 (8—|—3a):

4
=5%-3-3-3-8+3a) =% 33 (4+a)
A 4+a a
cd=f=1 =%

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

44+ a
72

nie ma rozwiazan w Q(v/33), co oznacza, ze P;(Q(v/33)) = 3.

5.1.11. (\/_)

o a0 =
° Numer krzywej: 243.1 — h2
o Y2 +y=a—162a — 412
(y—i—%)Q:yQ—l—y—i—i:x3—162a—412—1—i
e B=412+162a—; = - ((4-412—1) + (4-162)a) =
2
:i-3%-:%1;+(1§a-((4-412—1)+(4-162)a)):2%-3%-3-(45+18a)

_ A _ "6 _ 5+2a
e d=1i=—5 =7

— 2B 1y

ﬁ

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

5+ 2a
8

nie ma rozwiazain w Q(v/37), co oznacza, ze P3(Q(v/37)) = 3.

— 2% 4
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5.1.12. Q(v/53):
o o — L+V53

2
e Numer krzywej: 729.1 — ¢2
o y2 4 ay = a® +47a — 199
Y+ 9=y +ay+ % =1 +47a — 199 + &
e B=199 —47a— = =1.((199-4 —13) — (47- 4+ 1)a) =
:i'i~3-(3~((199~4—13)—(47-4+1)a)):2%-%'3-(36—9@2

2 32 360 3
—9a
6 4—a

_ A _
e d=1=—5 ]

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

4 —
8 ==t 4y
nie ma rozwiazain w Q(v/53), co oznacza, ze P3(Q(v/53)) = 3.
5.1.13. Q(v/57):
o o — V5T

2
e Numer krzywej: 36.3 — al
o y? +ay =2’ +28010a — 119745
(y+ 2 =9 +ay + & = 2% + 280100 — 119745 + &
o B=119745—28010a — & = 1. ((119745 -4 — 14) — (28010 -4 + 1)a) =
=453 (3-((119745 - 4 — 14) — (28010 -4 + 1)a)) = 5 - & - 3 (902 — 211a)?
o d— A T 902-211a

12 12 72
Stad na podstawie Twierdzenia [3.4 rownanie:
902 — 211a
72

nie ma rozwiazain w Q(v/57), co oznacza, ze P3(Q(v/57)) = 3.

— 23 1 q°

Dodatkowe wyniki uzyskane za pomocq kalkulatora [8].

5.1.14. Krzywa y* = 23 — 3 (12-4)%. Zgodnie z wyliczeniami Magmy [8] krzywa ta jest try-
wialna nad cialami: Q(v/I3), Q(v/21), Q(v37), Q(v57), Q(v/6T), Q(v73), Q(+/33), Q(vI7),
Q(+v/107), Q(v133), Q(\/145), Q(+v/157), Q(v/165), Q(1/409), co na podstawie Twierdzenia
oznacza, ze rownanie 4 = x® + y° nie ma rozwigzan w powyzszych cialach liczbowych, stad

trzecia liczba pitagorejska tych cial jest réwna 3.

5.1.15. Krzywa y?> = x® — 3 - (12 - 3)2. Zgodnie z wyliczeniami Magmy [8] krzywa ta jest
trywialna nad ciatami: Q(v/21), Q(v/37), Q(+/57), Q(v/61), Q(v/73), Q(+/93), oraz dodatkowo
nad ciatami: Q(v/85), Q(v/109), co na podstawie Twierdzenia |3.4| oznacza, ze réwnanie 3 =
23 + 93 nie ma rozwigzan w powyzszych cialach liczbowych, stad trzecia liczba pitagorejska

tych cial jest rowna 3.
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Cliata zespolone, czyli takie, ze Q(a) C C oraz Q(a) € R.

5.1.16. Q(v/=1):

o qg=+—1

e Numer krzywej: 59049.1 — b1

o 2 +y=2%-61

W+ =*+y+i=2>-61+1
1

e B= —gi:i-(61-4—1):2%-243:2%-92-3
40
ed={=%=3

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

3 3. 3
8—93 +y

nie ma rozwiazan w Q(v/—1), co oznacza, ze P3(Q(v/—1)) = 3.

5.1.17. Q(v/—2):

a=+—-2

Numer krzywej: 26244.6 — cl
y? =% —6a + 3

B=6a—3=3-(2a—1)=3-(1+4a)’

_ A _ 1+4a
d_12_ 12

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] r6wnanie:

1+a_
12

nie ma rozwigzan w Q(v/—2), co oznacza, ze P3(Q(v/—2)) = 3.

ZL‘3+y3

5.1.18. Q(v/=3):

e Numer krzywej: 1296.1 — CMal

oyl =13+4

e B=(-4)=(-3)3=V=33-(3)
ed={;= 2'1323 :§

Stad na podstawie Twierdzenia [3.6] rownanie:

V=3

— 23 4P

nie ma rozwigzan w Q(v/—3), co oznacza, ze P3(Q(v/—3)) = 3.
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5.1.19. Q(v/—=7):

1+v=7
2

e Numer krzywej: 11664.3 — cl
o y2 =13-108
e B=108 =362

- A_6 _1
ed=3=17373

o (1 —

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

L 3, .3
2—95 +y

nie ma rozwiazan w Q(v/—7), co oznacza, ze P3(Q(v/—7)) = 3.

5.1.20. Q(v/—11):

1+v—11
2

e Numer krzywej: 9801.3 — 02
o y? +y=a>—817
W+’ =y’ +y+i=03-817+1
o B:817—33i:l-(817-3—1):i-3267:i-3-1089:3~(%)2

_A_ 3 _ 1
.d_12_12_8

o (1 —

N

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:

11 3 3
3 Y

nie ma rozwiazan w Q(v/—11), co oznacza, ze P3(Q(v/—11)) = 3.

5.1.21. Q(v/—19):

® q— 1+\/2719

e Numer krzywej: 11664.1 — al
o 2 =23 —108
e B=108 =36

- A_6 _1
ed=3=13373

Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:
1

L_ .3 3
5 T +y

nie ma rozwigzan w Q(/—19), co oznacza, ze P3(Q(v/—19)) = 3.

17

Powyzsze 6 cial, to 6 z 9 kwadratowych zespolonych rozszerzen Q, takich, ze pierscien ele-

mentow catkowitych tych rozszerzen (Z[rp|) jest PID-em. Baza danych nie zawiera krzywych

pozwalajacych na zastosowanie Twierdzenia (3.4, Za pomoca Magmy [8] jestesmy jednak w

stanie znalez¢ krzywe eliptyczne o zadanych wtasnosciach dla trzech pozostatych przypadkow,

VD € {/=43,/=67,/—163}.
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Dodatkowe wyniki uzyskane za pomocq kalkulatora [8].

5.1.22. Q(v/—43): Krzywa ktora na podstawie wyliczeri Magmy jest trywialna to y? = a3 —

3-(12-3)?. Na podstawie Twierdzenia [3.4] réwnanie
3=a+ y3
nie ma rozwiazan. Oznacza to, ze P3(Q(y/—43)) = 3.

5.1.23. Q(v/—67): Krzywa ktora na podstawie wyliczeri Magmy jest trywialna to y* = 2° —

3+ (12 -4)% Na podstawie Twierdzenia [3.4| réwnanie
4=a°+y°

nie ma rozwiazan. Oznacza to, ze P3(Q(1/—67)) = 3.

5.1.24. Q(/—163): Krzywa ktéra na podstawie wyliczeri Magmy jest trywialna to y? =
3 —3- (12 - 4)% Na podstawie Twierdzenia [3.4] réwnanie

4=2a+y°
nie ma rozwiazai. Oznacza to, ze P3(Q(1/—163)) = 3.

Whniosek 5.1. Dla dowolnego zespolonego ciata liczbowego stopnia 2, ktorego pierscien ele-
mentow catkowitych jest PID-em, trzecia liczba pitagorejska tego ciata wynosi 3.

Jest tak, gdyz jedyne rozszerzenia o tej wlasnosci, to [12]:

@(\/__1)7 @(\/__2>7 Q(\/__S)’ Q(\/__7)7 @( v 1)a Q( \% _19)7 @(\/_4?’)7 Q(\/_67)7 @( Vv _163)

5.2. Ciala liczbowe stopnia 3.

5.2.1. Q[X]/(X?» X241
e a®=a>-1
e Numer krzywej: 19683.1 — f2
o y? +ay = 2® — 7a?
(W+5) =y +ay+ %5 =2* —Ta* + %
2
e B=Td® % =a>- (T- 1) =a® 2 =3. (%)
_ A _ _a
cd=%H=7=5
Stad na podstawie Twierdzenia [3.4] rownanie:
a

3 3
3 Y

nie ma rozwigzan w Q[X] /(X3 — X% +1), co oznacza, ze Pj (@[X] /(X3 — X% 1)) = 3.
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6. NIEUDANE PROBY I SLEPE ZAULKI

6.1. Czy mozemy zmniejszy¢ liczbe funkcji wymiernych do dwoéch? Chcemy roz-
strzygnac, czy istnieja takie dwie funkcje wymierne F, G € Q(«)(X), ze zachodzi:

X =FX)’+GX)

Problem zapisu X jako sumy jak najmniejszej liczby poteg funkcji wymiernych nosi nazwe
Problemu Waringa dla wielomianéw. Praca [3] zawiera dowdd, ze nie istnieja funkcje wy-
mierne F, G € C(X) spetniajace powyzszy warunek. Skoro nie istnieja takie funkcje wymierne
o zespolonych wspotczynnikach, to w szczegdlnosci nie moga istnie¢ rowniez o wspolezynni-

kach z mniejszego ciata.
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