
O pewnym przeksztaªceniu geometrycznym

Jakub Pawlak

1 Wst¦p i oznaczenia

W niniejszej pracy badam wªa±ciwo±ci przeksztaªcenia T (Def. 1). Gªówne
twierdzenie pracy (Tw. 1) mówi o zachowaniu wielok¡tów, na które
wielokrotnie nakªadamy to przeksztaªcenie.
W rozdziale 2 de�niuj¦ przeksztaªcenie T i funkcje reprezentuj¡ce (Def. 2),
które posªu»¡ mi do jego analizy. W tym paragra�e opisuj¦ podstawowe
wªa±ciwo±ci funkcji reprezentuj¡cych. W szczególno±ci pokazuj¦ w jaki
sposób ich u»ycie pozwala na sprowadzenie przeksztaªcenia T do
ró»niczkowania (Wªasno±¢ 3)
W rozdziale 3 wykorzystuj¦ wspomniane funkcje i ich wªasno±ci do
udowodnienia centralnego twierdzenia pracy (Tw. 1).
W rozdziale 4 przedstawiam ko«cowe uwagi dotycz¡ce pracy i samego
przeksztaªcenia T .

1.1 Oznaczenia

W tej pracy terminu wielok¡t, b¦d¦ u»ywaª na okre±lenie sko«czonego ci¡gu
liczb zespolonych reprezentuj¡cych kolejne wierzchoªki w zespolonym
ukªadzie wspóªrz¦dnych. Chciaªbym podkre±li¢, »e jest to de�nicja ró»na od
standardowego pojmowania tego terminu. Przede wszystkim dopuszcza ona
wierzchoªki wielokrotne, przecinaj¡ce si¦ boki wielok¡ta, a tak»e rozró»nia
kolejno±¢ wierzchoªków (W szczególno±ci wyró»nia wierzchoªek pierwszy i
ostatni)
Je»eli W jest α-k¡tem o wierzchoªkach danych ci¡giem
Vn ∈ C n ∈ {0, 1, ..., α− 1} to dla a, b ∈ C aW + b de�niuj¦ jako wielok¡t,
którego kolejne wierzchoªki wynosz¡ aVn + b.
Dla danego α ∈ N+ (Które zazwyczaj b¦dzie mo»na interpretowa¢, jako
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liczb¦ wierzchoªków wielok¡ta) przez ζ b¦d¦ oznaczaª liczb¦ ζ = e
2iπ
α .

W poni»szej pracy b¦d¦ posªugiwaª si¦ te» nast¦puj¡cym lematem
opisuj¡cym wa»n¡ wªasno±¢ ζ:

1.2 Lemat 1

Dla danego α ∈ N+ je»eli n ∈ {1, 2, ..., α− 1} to zachodzi
∑α−1

m=0 ζ
nm = 0

Dowód:

α−1∑
m=0

ζnm =
1− ζnα

1− ζ
=

1− 1

1− ζ
= 0

Co nale»aªo udowodni¢.
Uwaga, dla n = 0 powy»sza suma jest w trywialny sposób równa α.

2 Podstawowe de�nicje i wªasno±ci

W niniejszej pracy b¦d¦ badaª nast¦puj¡ce przeksztaªcenie geometryczne:

2.1 De�nicja 1

Dla dowolnego wielok¡ta W , którego kolejne wierzchoªki s¡ dane przez ci¡g
V1 n ∈ C, n ∈ {0, 1, ..., α− 1} zde�niujmy przeksztaªcenie T , takie »e
wierzchoªki wielok¡ta T ◦W dane s¡ przez ci¡g

V2 n =

{
V1 n + V1 n+1, n 6= α− 1

V1 α−1 + V 1 0, n = α− 1

Przeksztaªcenie T◦W
2

mo»na zinterpretowa¢ czysto geometrycznie, jako
wielok¡t powstaªy poprzez poª¡czenie ±rodków kolejnych boków W . Taka
interpretacja mo»e by¢ szczególnie przydatna przy rozwa»aniu trójk¡tów i
czworok¡tów.

Wa»nym narz¦dziem pomocnym przy analizie przeksztaªcenia T jest
zast¡pienie wielok¡ta przez odpowiednio dobran¡ funkcj¦ (Def. 2). Poni»ej
przedstawi¦ podstawowe zwi¡zki zachodz¡ce mi¦dzy wielok¡tem, a
reprezentuj¡c¡ go funkcj¡.
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2.2 De�nicja 2

Niech dana b¦dzie liczba α ∈ N+, oraz ci¡g λm ∈ C, m ∈ {0, 1, ..., α− 1}
Rozwa»my funkcj¦ f : R→ C dan¡ wzorem:

f(x) =
α−1∑
m=0

λme
x(ζm+1)

Funkcji f przypiszemy wielok¡t W o wierzchoªkach Vn, n ∈ {0, 1, ..., α− 1}
wyra»onych przez

Vn =

(
dn

dxn
f(x)

ex

)∣∣∣∣
x=0

=
α−1∑
m=0

λmζ
mn

W dalszej cz¦±ci pracy funkcj¦ opisan¡ powy»ej b¦d¦ nazywaª funkcj¡
reprezentuj¡c¡ W . Rozwa»enie funkcji reprezentuj¡cej wielok¡t umo»liwia
sprowadzenie przeksztaªcenia T do ró»niczkowania funkcji (Wªasno±¢ 3).
Tym przede wszystkim umotywowana jest jej (Poniek¡d nietypowa)
de�nicja.
Zgodnie z powy»sz¡ de�nicj¡ ka»da funkcja (Przyjmuj¡ca posta¢ jak
powy»ej) reprezentuje dokªadnie jeden wielok¡t, a tak»e ka»dy wielok¡t
posiada dokªadnie jedn¡ funkcj¦, która go reprezentuje (Wynika to

bezpo±rednio z faktu i» Vn =
(
dn

dxn
f(x)
ex

)
|x=0). Ponadto wªasno±¢ 1 pokazuje

wa»ny fakt, »e dla ka»dej funkcji reprezentuj¡cej istnieje tylko jeden ci¡g
wspóªczynników λ, który j¡ charakteryzuje. Co za tym idzie wspóªczynniki
λ i wierzchoªki Vn w sposób jednoznaczny okre±laj¡ si¦ wzajemnie. Ci¡g λ
mo»na wyznaczy¢, jako dyskretn¡ transformat¦ Fouriera ci¡gu
wierzchoªków (Wªasno±¢ 6).

2.3 Wªasno±¢ 1

Je»eli dla danego α ∈ N+ i λ1m ∈ C, m ∈ {0, 1, ..., α− 1}∑α−1
m=0 λ1me

x(ζm+1) =
∑α−1

m=0 λ2me
x(ζm+1) to λ1m = λ2m

Dowód:
Z zaªo»enia mamy

α−1∑
m=0

(λ1m − λ2m)exζ
m

= 0
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Niech am = λ1m − λ2m i f(x) =
∑α−1

m=0 ame
xζm = 0 Teraz pozostaje

udowodni¢, »e am = 0
We¹my dowolne k ∈ {0, 1, ..., α− 1}

0 = ζ−nk
(
dn

dxn
f(x)

)∣∣∣∣
x=0

=
α−1∑
m=0

amζ
(m−k)n

0 =
α−1∑
n=0

α−1∑
m=0

amζ
(m−k)n =

α−1∑
m=0

am

α−1∑
n=0

ζ(m−k)n

Korzystaj¡c z lematu 1 otrzymujemy, »e powy»sza suma jest równa

akα

Zatem ak = 0 dla k ∈ {0, 1, ..., α− 1} co nale»aªo udowodni¢.

2.4 Wªasno±¢ 2

Je»eli funkcja f(x) =
∑α−1

m=0 λme
x(ζm+1) reprezentuje α-k¡t W o kolejnych

wierzchoªkach danych ci¡giem Vn, n ∈ {0, 1, ..., α− 1} to dla a, b ∈ C
funkcja af(x) + be2x = (aλ0 + b)e2x +

∑α−1
m=1(aλm)e

x(ζm+1) reprezentuje
wielok¡t aW + b
Dowód:
Z de�nicji

Vn =
α−1∑
m=0

λmζ
mn

Ponadto funkcja af(x) + be2x reprezentuje wielok¡t, którego kolejne
wierzchoªki s¡ wyra»ane przez:(

dn

dxn
af(x) + be2x

ex

)∣∣∣∣
x=0

=
α−1∑
m=0

aλmζ
mn + b = aVn + b

Co nale»aªo udowodni¢.

2.5 Wªasno±¢ 3

Je»eli funkcja f(x) =
∑α−1

m=0 λme
x(ζm+1) reprezentuje α-k¡t W , a f ′(x)

reprezentuje wielok¡t W ′ (Gdzie f ′(x) = df(x)
dx

) to T ◦W = W ′

4



Dowód:
Niech Vn, n ∈ {0, 1, ..., α− 1} b¦dzie ci¡giem kolejnych wierzchoªków W .
Z de�nicji mamy:

Vn =
α−1∑
m=0

λmζ
mn

Ponadto

f ′(x) =
α−1∑
m=0

λm(ζ
m + 1)ex(ζ

m+1)

Kolejne wierzchoªki W ′ oznacz¦ przez V ′n Z de�nicji speªnione jest:

V ′n =

(
dn

dxn
f ′(x)

ex

)∣∣∣∣
x=0

=
α−1∑
m=0

λm(ζ
m + 1)ζmn =

α−1∑
m=0

λmζ
m(n+1) +

α−1∑
m=0

λmζ
mn

Teraz dla n 6= α− 1 w oczywisty sposób zachodzi V ′n = Vn+1 + Vn.
Korzystaj¡c z faktu, »e ζα = ζ0 mamy równie» V ′α−1 = V0 + Vα−1 Co ko«czy
dowód.

Funkcja reprezentuj¡ca odpowiada zawsze wielok¡towi o okre±lonej
kolejno±ci wierzchoªków. Wªasno±¢ 4 opisuje zwi¡zek mi¦dzy funkcj¡
reprezentuj¡c¡, a wielok¡tem o zmienionej kolejno±ci numeracji
wierzchoªków.

2.6 Wªasno±¢ 4

Je»eli f1(x) =
∑α−1

m=0 λme
x(ζm+1) reprezentuje α-k¡t W1 o wierzchoªkach

danych ci¡giem V1n, n ∈ {0, 1, ..., α− 1}, a
f2(x) = ex d

dx
(f1(x)

ex
) =

∑α−1
m=0(λmζ

m)ex(ζ
m+1) reprezentuje wielok¡t W2 o

wierzchoªkach danych ci¡giem V2n to V2n =

{
V1 n+1, n 6= α− 1

V1 0, n = α− 1

Dowód:

f2(x) =
α−1∑
m=0

(λmζ
m)ex(ζ

m+1)

Z de�nicji mamy:

V2n =
α−1∑
m=0

(λmζ
m)ζmn =

α−1∑
m=0

λmζ
m(n+1)
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V1n =
α−1∑
m=0

λmζ
mn

Dla n 6= α− 1 w oczywisty sposób zachodzi V2n = V1n+1. Korzystaj¡c z
faktu, »e ζα = ζ0 mamy równie» V2α−1 = V1 0 Co ko«czy dowód.

Wªasno±¢ 5 opisuje zwi¡zek mi¦dzy funkcj¡ reprezentuj¡c¡, a wielok¡tem o
wierzchoªkach numerowanych w odwrotnej kolejno±ci. Niestety
prawdopodobnie ten zwi¡zek nie daje si¦ wyrazi¢ w prosty sposób.
Wªasno±¢ 5 uzale»nia zmian¦ numeracji wierzchoªków od zmiany
wspóªczynników λ.

2.7 Wªasno±¢ 5

Je»eli funkcja f1(x) =
∑α−1

m=0 λme
x(ζm+1) reprezentuje wielok¡t W1 o

wierzchoªkach danych przez ci¡g V1n, a funkcja
f2(x) = λ0e

2x +
∑α−1

m=1(λα−mζ
m)ex(ζ

m+1) reprezentuje wielok¡t W2 o
wierzchoªki danych przez V2n to V2n = V1α−1−n
Dowód:
Z zaªo»enia mamy:

V2n =

(
dn

dxn
f2(x)

ex

)∣∣∣∣
x=0

= λ0+
α−1∑
m=1

(λα−mζ
m)ζmn =

α∑
m=1

λα−mζ
m(n+1) =

α−1∑
m=0

λmζ
(α−m)(n+1) =

=
α−1∑
m=0

λmζ
−m(n+1) =

α−1∑
m=0

λmζ
m(−n−1) =

α−1∑
m=0

λmζ
m(α−n−1) = V1α−1−n

Co ko«czy dowód.

Aby dla danego wielok¡ta obliczy¢ funkcj¦ reprezentuj¡c¡ go mo»emy
skorzysta¢ z dyskretnej transformaty Fouriera do obliczenia
wspóªczynników λ. Ilustruje to nast¦puj¡ce twierdzenie:

2.8 Wªasno±¢ 6

Je»eli dla V0, ..., Vα−1 ∈ C λm = 1
α

∑α−1
k=0 Vkζ

−km to Vn =
∑α−1

m=0 λmζ
nm
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Dowód:

α−1∑
m=0

λmζ
nm =

α−1∑
m=0

ζnm
1

α

α−1∑
k=0

Vkζ
−km =

1

α

α−1∑
k=0

Vk

α−1∑
m=0

ζ(n−k)m

Z lematu 1 suma ta jest równa:

1

α
αVn = Vn

Koniec dowodu.

3 Gªówne twierdzenie

Teraz przejd¦ do dowodu twierdzenia badaj¡cego zachowanie wielok¡tów,
na które wielokrotnie nakªadamy przeksztaªcenie T . Zaczn¦ od
przedstawienia lematów potrzebnych dla tego dowodu.

3.1 Lemat 2

Dla danego α ∈ N+ je»eli a, b ∈ [0, α] to nast¦puj¡ce nierówno±ci s¡
równowa»ne: |ζa + 1| > |ζb + 1| i |α

2
− a| > |α

2
− b|

Dowód:
Cosinus jest malej¡cy na przedziale [0, π

2
] i speªnia

| cos(π
2
− x)| = | cos(π

2
+ x)| Maj¡c a, b ∈ [0, α] nierówno±¢

|α
2
− a| > |α

2
− b|

jest zatem równowa»na z

| cos(πa
α
)| > | cos(πb

α
)|

Teraz dokonam przeksztaªce« równowa»nych na uzyskanej nierówno±ci.

| cos(πa
α
)| > | cos(πb

α
)|

|eiπ
a
α + e−iπ

a
α | > |eiπ

b
α + e−iπ

b
α |

|
(
eiπ

a
α + e−iπ

a
α

)
eiπ

a
α | > |

(
eiπ

b
α + e−iπ

b
α

)
eiπ

b
α |
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|e2iπ
a
α + 1| > |e2iπ

b
α + 1|

Co za± jest równowa»ne z:

|ζa + 1| > |ζb + 1|

Koniec dowodu.

3.2 Lemat 3

Dla danego α > 2 funkcje postaci ex(ζ
c+1) c ∈ {1, α− 1} reprezentuj¡

wielok¡ty foremne.
Dowód:
Kolejne wierzchoªki wielok¡ta reprezentowanego przez ex(ζ

c+1) wynosz¡:(
dn

dxn
exζ

c

)∣∣∣∣
x=0

= ζcn = cos

(
2πc

α
n

)
+ sin

(
2πc

α
n

)
i

c ∈ {1, α− 1} wi¦c w trywialny sposób lemat jest speªniony.

3.3 Lemat 4

Je»eli dla danego α ∈ N+, λ1m(n) i λ2m(n) n ∈ N+ m ∈ {0, 1, ..., α− 1}
granica limn→∞

∑α−1
m=0 λ1m(n)e

x(ζm+1) istnieje i zachodzi
limn→∞

∑α−1
m=0 λ1m(n)e

x(ζm+1) = limn→∞
∑α−1

m=0 λ2m(n)e
x(ζm+1) to

limn→∞ λ1m(n)− λ2m(n) = 0
Dowód:
Ustalmy am(n) = λ1m(n)− λ2m(n), oraz rn ∈ {0, 1, ..., α− 1} tak aby
|am(n)| ≤ |arn(n)| dla ka»dego m ∈ {0, 1, ..., α− 1}
Teraz wystarczy pokaza¢, »e limn→∞ am(n) = 0 Z zaªo»enia mamy:

lim
n→∞

α−1∑
m=0

(λ1m(n)− λ2m(n))ex(ζ
m+1) = 0

lim
n→∞

α−1∑
m=0

am(n)e
xζm = 0

Je»eli granica limn→∞ am(n) istnieje dla ka»dego m ∈ {0, 1, ..., α− 1} to
zgodnie z wªasno±ci¡ 1 musi ona by¢ równa 0 dla ka»dego m i teza lematu
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jest speªniona. Przyjmuj¡c, »e granica limn→∞ am(n) nie istnieje dla
pewnego m otrzymujemy sprzeczno±¢ mamy bowiem:

0 = lim
n→∞

α−1∑
m=0

am(n)e
xζm = lim

n→∞
arn(n)

α−1∑
m=0

am(n)

arn(n)
exζ

m

Zatem musi zachodzi¢ limn→∞
∑α−1

m=0
am(n)
arn(n)

exζ
m
= 0 Jest to jednak nie

mo»liwe, gdy» | am(n)
arn(n)

| ≤ 1 dla ka»dego m ∈ {0, 1, ..., α− 1} wi¦c zgodnie z
wªasno±ci¡ 1 musi zachodzi¢ limn→∞

am(n)
arn(n)

= 0 co nie jest speªnione

dla m = rn
Koniec dowodu.

3.4 Twierdzenie 1

Niech dana b¦dzie funkcja f(x) =
∑α−1

m=0 λme
x(ζm+1) reprezentuj¡ca α-k¡t

W . Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(1) Istniej¡ ci¡gi an, bn ∈ C takie, »e limn→∞ an(T

n ◦W ) + bn jest foremny.
(2) Istnieje c ∈ {1, α− 1} takie, »e λc 6= 0 i λα−c = 0
Przez limn→∞ an(T

n ◦W ) + bn rozumiem wielok¡t reprezentowany przez
granic¦ limn→∞ an

dn

dxn
f(x) + bne

2x o ile tylko ona istnieje i jest postaci jak w
def. 2
Dowód:
Zaªó»my, »e (2) jest speªnione. We¹my c ∈ {1, α− 1}, takie »e λc 6= 0

Ustalmy an = (ζc+1)−n

λc
, bn = − (ζc+1)−n

λc
λ02

n Wówczas

dn

dxn
(anf(x) + bne

2x) =
α−1∑
m=0

anλm(ζ
m + 1)nex(ζ

m+1) + bne
2x =

=
α−1∑
m=0

(ζc + 1)−n

λc
λm(ζ

m + 1)nex(ζ
m+1) − (ζc + 1)−n

λc
λ02

ne2x =

=
α−1∑
m=1

λm
λc

(
ζm + 1

ζc + 1

)n
ex(ζ

m+1)
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Z lematu 2 wynika, »e | ζm+1
ζc+1
| ≥ 1, wtedy i tylko wtedy gdy

m ∈ {0, c, α− c}. Jednak»e λα−c = 0 zatem:

lim
n→∞

an
dn

dxn
f(x) + e2xbn = lim

n→∞

α−1∑
m=1

λm
λc

(
ζm + 1

ζc + 1

)n
ex(ζ

m+1) =

= lim
n→∞

λc
λc

(
ζc + 1

ζc + 1

)n
ex(ζ

c+1) = ex(ζ
c+1)

Zgodnie z lematem 3 jest to zapis wielok¡ta foremnego i (1) jest speªnione.

Teraz zaªó»my, »e (1) jest speªnione. W przypadku wielok¡tów foremnych
zmiana numeracji wierzchoªków jest równowa»na z ich obróceniem, wi¦c
zgodnie z wªasno±ci¡ 1 i lematem 3 (1) sprowadza si¦ do
limn→∞ an

dn

dxn
f(x) + bne

2x = ex(ζ
c+1), c ∈ {1, α− 1} Otrzymali±my:

ex(ζ
c+1) = lim

n→∞
an

dn

dxn
f(x)+bne

2x = lim
n→∞

α−1∑
m=0

anλm(ζ
m+1)nex(ζ

m+1)+bne
2x =

= lim
n→∞

(anλ0(ζ
m + 1)n + bn)e

2x +
α−1∑
m=1

anλm(ζ
m + 1)nex(ζ

m+1)

Zgodnie z lematem 4 oznacza to, »e:

lim
n→∞

anλc(ζ
c + 1)n = 1

λc w oczywisty sposób jest wi¦c ró»ne od 0. Z lematu 4 mamy tak»e

lim
n→∞

anλα−c(ζ
α−c + 1)n = 0

St¡d

0 = lim
n→∞

anλα−c(ζ
α−c + 1)n = lim

n→∞
anλα−c(ζ

α−c + 1)n lim
n→∞

1

anλc(ζc + 1)n
=

= lim
n→∞

λα−c
λc

(
ζα−c + 1

ζc + 1
)n

Zgodnie z lematem 2 | ζα−c+1
ζc+1

| = 1 St¡d wynika, »e aby powy»sza granica
byªa równa 0 λα−c musi by¢ równe 0.
Koniec dowodu.

10



4 Uwagi ko«cowe

Rezultat powy»szej pracy w pokazuje, »e przeksztaªcenie T mo»e posiada¢
interesuj¡ce wªa±ciwo±ci. Niew¡tpliwie mo»na zada¢ o nie wiele pyta«, które
domagaj¡ si¦ dokªadniejszego zbadania. Jako przykªad mog¦ wskaza¢
pytanie o wielok¡ty, dla których W jest podobny do T k ◦W . Okazuje si¦, »e
dla trójk¡tów i czworok¡tów jest to sytuacja powszechna. Mówi¡c
konkretniej, je»eli W jest trójk¡tem (w klasycznym geometrycznym tego
sªowa znaczeniu) to T ◦W jest zawsze podobny do W . Gdy W jest
równolegªobokiem to T 2 ◦W jest podobny do W . Dla wielok¡tów o wi¦kszej
liczbie boków odpowied¹ na to pytanie nie wydaje si¦ by¢ tak oczywista.

Zapewne metod¦, której u»yªem do udowodnienia Tw.1 mo»na upro±ci¢.
Przede wszystkim poj¦cie funkcji reprezentuj¡cej, mo»na zast¡pi¢ poj¦ciem
ci¡gu reprezentuj¡cego, który w sposób bezpo±redni odpowiadaªby
wspóªczynnikom λ. W tej pracy ze wzgl¦du na ograniczenia czasowe, a
tak»e moim zdaniem nieco wi¦ksz¡ intuicyjno±¢ funkcji reprezentuj¡cych
nad ci¡gami zdecydowaªem si¦ jednak na przeprowadzenie dowodu t¡ nieco
bardziej skomplikowan¡ drog¡.

Na koniec chciaªbym szczególnie podzi¦kowa¢ Panu Profesorowi Jackowi
Gulgowskiemu, za du»¡ pomoc przy nadawaniu pracy odpowiedniego
ksztaªtu, a tak»e mojej obecnej nauczycielce matematyki Pani Maªgorzacie
Ilewicz za ci¡gªe wspieranie moich matematycznych zainteresowa«, oraz
wszystkim innym osobom, które przyczyniªy si¦ do powstania tej pracy.
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