O pewnym przeksztalceniu geometrycznym

Jakub Pawlak

1 Wstep i oznaczenia

W niniejszej pracy badam wlasciwosci przeksztalcenia T' (Def. 1). Glowne
twierdzenie pracy (Tw. 1) mowi o zachowaniu wielokatow, na ktore
wielokrotnie naktadamy to przeksztalcenie.

W rozdziale 2 definiuje przeksztalcenie T i funkcje reprezentujace (Def. 2),
ktore postuza mi do jego analizy. W tym paragrafie opisuje podstawowe
wtasciwosci funkcji reprezentujacych. W szczegélnosci pokazuje w jaki
sposob ich uzycie pozwala na sprowadzenie przeksztalcenia T" do
rozniczkowania (Wtlasnosé 3)

W rozdziale 3 wykorzystuje wspomniane funkcje i ich wtasnosci do
udowodnienia centralnego twierdzenia pracy (Tw. 1).

W rozdziale 4 przedstawiam koncowe uwagi dotyczace pracy i samego
przeksztalcenia T

1.1 Oznaczenia

W tej pracy terminu wielokat, bede uzywal na okreslenie skoniczonego ciagu
liczb zespolonych reprezentujacych kolejne wierzchotki w zespolonym
uktadzie wspotrzednych. Chciatbym podkreslié, ze jest to definicja r6zna od
standardowego pojmowania tego terminu. Przede wszystkim dopuszcza ona
wierzchotki wielokrotne, przecinajgce sie boki wielokata, a takze rozréznia
kolejnosé¢ wierzchotkow (W szczegolnosci wyrdznia wierzchotek pierwszy i
ostatni)

Jezeli W jest a-katem o wierzchotkach danych ciagiem
V,€Cne{0,1,...,a—1} todlaa,b € C aW + b definiuje jako wielokat,
ktorego kolejne wierzchotki wynosza aV,, + b.

Dla danego a € N, (Ktore zazwyczaj bedzie mozna interpretowad, jako
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liczbe wierzchotkow wielokata) przez ¢ bede oznaczal liczbe ( = e’ .
W ponizszej pracy bede postugiwal sie tez nastepujacym lematem
opisujacym wazng wlasnosé (:

1.2 Lemat 1

Dla danego a € N jezeli n € {1,2,...,ac — 1} to zachodzi Zi;lo =0
Dowdd:

a—1

nm_l—éna_l—l_
I e

m=0
Co nalezalo udowodnic.
Uwaga, dla n = 0 powyzsza suma jest w trywialny sposob réwna .

2 Podstawowe definicje 1 wlasno$ci

W niniejszej pracy bede badat nastepujace przeksztalcenie geometryczne:

2.1 Definicja 1

Dla dowolnego wielokata W, ktorego kolejne wierzchotki sa dane przez ciag
Vin € C, ne{0,1,...,a— 1} zdefiniujmy przeksztalcenie T, takie ze
wierzchotki wielokata T o W dane sa przez ciag
Vit Vipg, n#Fa—1

Viee1r +Vig, n=a—1
Przeksztatcenie % mozna zinterpretowaé czysto geometrycznie, jako
wielokat powstaly poprzez polaczenie srodkéw kolejnych bokow W. Taka
interpretacja moze byé szczegélnie przydatna przy rozwazaniu trojkatow i
czworokatow.

Van

Waznym narzedziem pomocnym przy analizie przeksztatcenia T' jest
zastapienie wielokata przez odpowiednio dobrana funkcje (Def. 2). Ponizej
przedstawie podstawowe zwiazki zachodzace miedzy wielokatem, a
reprezentujaca go funkcja.



2.2 Definicja 2

Niech dana bedzie liczba o € N, oraz ciag \,, € C, m € {0,1,...,a — 1}
Rozwazmy funkcje f : R — C dang wzorem:

a—1

) = 3 e

m=0

Funkcji f przypiszemy wielokat W o wierzchotkach V,,,n € {0,1,...,a — 1}

wyrazonych przez
dn f(l') a—1
Vpo=—-——= = A"
(da:” er )xO 777,2:0 ¢

W dalszej czesci pracy funkcje opisang powyzej bede nazywal funkcja
reprezentujaca W. Rozwazenie funkcji reprezentujacej wielokat umozliwia
sprowadzenie przeksztalcenia T' do rozniczkowania funkcji (Wlasnosé 3).
Tym przede wszystkim umotywowana jest jej (Poniekad nietypowa)
definicja.

Zgodnie 7z powyzsza definicja kazda funkcja (Przyjmujaca postaé jak
powyzej) reprezentuje dokladnie jeden wielokat, a takze kazdy wielokat
posiada dokladnie jedna funkcje, ktora go reprezentuje (Wynika to

dar_f(z)

dx™ e®
wazny fakt, ze dla kazdej funkcji reprezentujgcej istnieje tylko jeden ciag
wspotezynnikow A, ktory ja charakteryzuje. Co za tym idzie wspotezynniki
A 1 wierzchotki V,, w sposéb jednoznaczny okreslaja sie wzajemnie. Ciag A
mozna wyznaczy¢, jako dyskretng transformate Fouriera ciggu
wierzchotkow (Wtasnosé 6).

bezposrednio z faktu iz V,, =

)]FO). Ponadto wlasnosé¢ 1 pokazuje

2.3 Wilasnosé 1

Jezeli dla danego a € N i Ay, € C, m € {0,1,...,a — 1}
Zi—zl(] Almem(cm—kl) = Z?n_zlo )\Qmew(gm—‘_l) to )\1m = )\Zm
Dowod:

7 zalozenia mamy



Niech @y = M — Ao 1 f(2) = 304 a,,e"™ = 0 Teraz pozostaje
udowodnié¢, ze a,, =0
Wezmy dowolne k € {0,1,...,a — 1}

0= (s

-1 a—

a—1

— Z QMR

=0 m=0

)_n

a—1 -1

amC = Z Am C(m_k
m=0

n=0

Q
o

n=0 0

3
I

Korzystajac z lematu 1 otrzymujemy, ze powyzsza suma jest rOwna
QA

Zatem a = 0 dla k € {0,1,...,a — 1} co nalezalo udowodnic¢.

2.4 Wlasnosé 2

Jezeli funkcja f(z) = 3204 Ane®€"+D reprezentuje a-kat W o kolejnych
wierzchotkach danych ciagiem V,,, n € {0,1,...,a — 1} to dla a,b e C
funkeja af(x) + be?* = (aXo + b)e?® + S0 (a)\ )e*(¢"+1) reprezentuje
wielokat aWW + b

Dowod:

7 definicji

a—1
Vi = ZOAmc’”"

Ponadto funkcja af(x) + be*® reprezentuje wielokat, ktorego kolejne
wierzchotki sa wyrazane przez:

( d" af(x) +be%)

dzx™ e

a—1

=) ar, (™ + b=aV, +b

=0 m=0

Co nalezalo udowodnié.

2.5 Wlasnosé 3
) =

Jezeli funkcja f(x an_:lo A€+ reprezentuje a-kat W, a f'(x)
reprezentuje wielokat W’ (Gdzie f'(z) = df(x LEVtoT oW =W
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Dowdd:
Niech V,,, n € {0,1,...,a0 — 1} bedzie ciagiem kolejnych wierzchotkow W.
7 definicji mamy:
a—1
‘@,:ZEE:'&nCmn
m=0
Ponadto

ZA§+ wemn

Kolejne wierzchotki W’ oznacze przez V. 7 definicji spelnione jest:

dr f'(x) =
o (1) =Bt 26m=Focert s S

=0
Teraz dla n # o — 1 w oczywisty sposob zachodzi V! =V, .1 + V.
Korzystajac z faktu, ze ¢(* = ¢° mamy réwniez V! | = Vi + V,_; Co konczy
dowdd.

Funkcja reprezentujaca odpowiada zawsze wielokatowi o okreslonej
kolejnosci wierzchotkow. Wtlasnoséé 4 opisuje zwiazek miedzy funkcja
reprezentujaca, a wielokatem o zmienionej kolejno$ci numeracji
wierzchotkow.

2.6 Wlasnosé 4

Jezeli fi(z) = 3201 Ane® @™ +D reprezentuje a-kat Wi o wierzchotkach

danych ciagiem Vi,,, n € {0,1,....,a —1}, a

folw) = e L (L&) = Shat (\,,.¢™)e* €+ reprezentuje wielokat s o
Lﬁn+b n/#:a__l

wierzchotkach danych ciggiem V5, to V5, =
vﬁO77L::a__1

Dowé6d: .
fao(@) =Y (An¢™)er "+
m=0
7 definicji mamy:
a—1 a—1
‘én ::§£:< m n/zzzzzlxmg- n+1)
m=0 m=0



a—1
=3

m=0

Dla n # a — 1 w oczywisty sposob zachodzi Vs, = Vi,,,1. Korzystajac z
faktu, ze ¢* = ¢° mamy roéwniez Vi, = Vi Co koticzy dowod.

Wtiasnosé 5 opisuje zwigzek miedzy funkcja reprezentujaca, a wielokatem o
wierzchotkach numerowanych w odwrotnej kolejnosci. Niestety
prawdopodobnie ten zwigzek nie daje sie wyrazi¢ w prosty sposob.
Wtlasnosé 5 uzaleznia zmiane numeracji wierzchotkéw od zmiany
wspoOtczynnikow A.

2.7 Wlasnosé 5

Jezeli funkeja fi(x) = 3204 X,,e*€"+1) reprezentuje wielokat W, o
wierzchotkach danych przez ciag V4,,, a funkcja

Fa(x) = M€ + 3071 (A (™) €™+ reprezentuje wielokat W o
wierzchotki danych przez V5, to Vo, = Vi,_1_,

Dowdod:

7 zalozenia mamy:
d" fo()
V:_ _)\ amm mn )\ammn—i-l
= (G| = emiern = Soneren) < 5

a—1 a—1 a—1
_ Z )\mc—m(n—i-l) _ Z )\mcm(—n—l) _ Z )\mcm(a—n—l) _ Vvla—l—n
m=0 m=0 m=0

Co koniczy dowod.

a—1

Aby dla danego wielokata obliczy¢ funkcje reprezentujaca go mozemy
skorzysta¢ z dyskretnej transformaty Fouriera do obliczenia
wspotczynnikéw A. Ilustruje to nastepujace twierdzenie:

2.8 Wlasnosé 6
Jezeli dla Vp, ..., Vae1 € C Ay = LS50 VAT 10 V= 3000 A

A, ClammntD)



Dowod:

a—1 a—1 a—1 a—1 a—1
1 —Rm 1 n— m
DRSS BICED SURSIISE) SITS DI
m=0 m=0 k=0 k=0 =0
7 lematu 1 suma ta jest rowna:

1

—aV, =1V,

«

Koniec dowodu.

3 Glowne twierdzenie

Teraz przejde do dowodu twierdzenia badajacego zachowanie wielokatow,
na ktore wielokrotnie naktadamy przeksztalcenie T'. Zaczne od
przedstawienia lematéw potrzebnych dla tego dowodu.

3.1 Lemat 2

Dla danego a € Ny jezeli a,b € [0, o] to nastepujace nieréwnosci sa
rownowazne: [(*+ 1] > [(*+1]i[§ —a| > |§ —b|

Dowod:
Cosinus jest malejacy na przedziale [0, 7] i spelnia
|cos(§ — x)| = |cos(§ + x)| Majac a,b € [0, o] nieréwnos¢

«Q «Q
——al>|=-b
S —al>15 -0
jest zatem réwnowazna z
Ta b
—)| > —
| cos(—)| > | cos(~)|

Teraz dokonam przeksztalcen rownowaznych na uzyskanej nieréwnosci.

Ta b
[cos(Z2)] > |eos(Z)

|ei7r§ + e—iﬂ'%’ > |€727r§ + €_i7r£
b b

| (emg I e—mg) e > | (emg 4 e—iﬂ'a) e |
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375 1] > |e¥™ + 1]
Co za$ jest rownowazne z:
¢ +1] > I¢" + 1

Koniec dowodu.

3.2 Lemat 3

Dla danego o > 2 funkcje postaci e*¢“*Y ¢ € {1, — 1} reprezentuja
wielokaty foremne.
Dowdd:

Kolejne wierzchotki wielokata reprezentowanego przez ¢+ wynosza:

(d” mgc> on (2770 ) ) (27rc ) ‘
—e =("=cos|—n|+sin|—n])1
dx™ 20 « «

c € {l,a — 1} wiec w trywialny sposob lemat jest spetniony.

3.3 Lemat 4

Jezeli dla danego o € Ny, Ajp(n) i Aopp(n) n € Ny m € {0,1,...,a — 1}
granica lim, o > 0 A ()€ "+ istnieje i zachodzi

lim,, 00 Z;;lo A (n)e€" ) = lim,, o Zz;lo Mg (n)e®C"H1) o
lim,, 00 A1 (1) — Ao(n) =0

Dowdd:

Ustalmy a,,(n) = Aipn(n) — Ao (n), oraz r, € {0,1,...,a — 1} tak aby
lam(n)] < |a,, (n)| dla kazdego m € {0,1,...,a — 1}

Teraz wystarczy pokazaé, ze lim,,_, a,,(n) = 0 Z zatozenia mamy:

a—1
; _ z((M+1) _
Jim Z:()(/\lm(n) Aam(n))e 0
a—1
: ("
71121010 Z_:Oam(n)e =0

Jezeli granica lim,, o, a,,(n) istnieje dla kazdego m € {0,1,...,a — 1} to
zgodnie z wlasnoscia 1 musi ona by¢ réwna 0 dla kazdego m i teza lematu



jest spelniona. Przyjmujac, ze granica lim,_, . a,,(n) nie istnieje dla
pewnego m otrzymujemy sprzecznos¢ mamy bowiem:

a—1 am(n) emcm

Zatem musi zachodzié im0 D oo P

= 0 Jest to jednak nie
mozliwe, gdyz | | < 1 dla kazdego m € {0, 1, ..., — 1} wiec zgodnie z

wlasnoscia 1 musi zachodzm lim,, 00 Zm(( 2 = 0 co nie jest spetnione
dlam=r,

Koniec dowodu.

3.4 Twierdzenie 1

Niech dana bedzie funkcja f(x) = an_:lo A€+ reprezentujaca a-kat
W. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) Istnieja ciagi a,, b, € C takie, ze lim,, oo a,(T™ o W) + b, jest foremny.
(2) Istnieje ¢ € {1, — 1} takie, ze \. 01 Ay =0

Przez lim,, o a,(T™ o W) + b, rozumiem wielokat reprezentowany przez
granice lim,, an%f(x) + b,e?® o ile tylko ona istnieje i jest postaci jak w
def. 2

Dowod:
Zalozmy, ze (2) jest spelnione Wezmy ¢ € {1, — 1}, takie ze \. # 0
Ustalmy a, = (CCL b, = CL/\ 2" Wowcezas

dn a—1

w(anf( + b 6 mzzoan)‘m Cm + 1>n€1’(Cm+1) + bn€2$ —

a—1
C 1 m (& 1 —n
C + (Cm + 1)n€x(§ +1) (C T\ ) /\02n62m _

m=0

a—1 m n
-y Am (A LNT aiemin
= A \(e+1



CQ“C:11| > 1, wtedy i tylko wtedy gdy

m € {0,¢,a — c¢}. Jednakze \,_. = 0 zatem:

ar a—1 A m 1 n -
lim a,—— f(z) + €**b, = lim Z )\_7: (C . > o2(CMH1)

n—00 dz™ n—00 — CC +1
i e (SN e ey
n—o00 /\ CC +1

Zgodnie z lematem 3 jest to zapis wielokata foremnego i (1) jest spelnione.

Teraz zalozmy, ze (1) jest spelnione. W przypadku wielokatow foremnych
zmiana numeracji wierzchotkéw jest rownowazna z ich obréceniem, wiec
zgodnie z wlasnoscig 1 i lematem 3 (1) sprowadza sie do

My, o0 @n 1o f () + bpe®® = e* ¢ c € {1,a — 1} Otrzymali$my:

n

c d
) = lim n——f(x ) +b,e*® hm Zan (Cm41)me ¢ T p, %

n—oo dgj‘

a—1
= lim (apAo(C™ + 1) + by )e* + Z A A (C™ + )nezv(Cerl)
m=1

n—oo
Zgodnie z lematem 4 oznacza to, ze:
lim a A\ (C°+1)" =1
n—oo
Ae W oczywisty sposob jest wiec rozne od 0. Z lematu 4 mamy takze
lim apAo—o(C*7 ¢+ 1)" =0
n—oo
Stad

0 = 7111_)1’1010 an)\a_c(g - + 1) = 7}1_{20 a/nAa_C(C a + ].) nll_)IElo m fd

Zgodnie z lematem 2 |<Z:r1r1\ = 1 Stad wynika, ze aby powyzsza granica

byta rowna 0 \,_. musi by¢ roéwne 0.
Koniec dowodu.
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4 Uwagi konncowe

Rezultat powyzszej pracy w pokazuje, ze przeksztatcenie 7' moze posiadac
interesujace wlasciwosci. Niewatpliwie mozna zadaé¢ o nie wiele pytan, ktore
domagaja sie dokladniejszego zbadania. Jako przyktad moge wskaza¢
pytanie o wielokaty, dla ktorych W jest podobny do T% o W. Okazuje sie, ze
dla trojkatow i czworokatow jest to sytuacja powszechna. Mowiac
konkretniej, jezeli W jest trojkatem (w klasycznym geometrycznym tego
stowa znaczeniu) to T o W jest zawsze podobny do W. Gdy W jest
rownoleglobokiem to T? o W jest podobny do W. Dla wielokatow o wiekszej
liczbie bokéow odpowiedZ na to pytanie nie wydaje sie by¢ tak oczywista.

Zapewne metode, ktorej uzytem do udowodnienia Tw.1 mozna uproscié.
Przede wszystkim pojecie funkcji reprezentujacej, mozna zastapi¢ pojeciem
ciggu reprezentujacego, ktory w sposob bezposredni odpowiadatby
wspotezynnikom A. W tej pracy ze wzgledu na ograniczenia czasowe, a
takze moim zdaniem nieco wieksza intuicyjnosé funkcji reprezentujacych
nad ciaggami zdecydowalem sie jednak na przeprowadzenie dowodu ta nieco
bardziej skomplikowang droga.

Na koniec chciatbym szczegodlnie podziekowaé¢ Panu Profesorowi Jackowi
Gulgowskiemu, za duza pomoc przy nadawaniu pracy odpowiedniego
ksztaltu, a takze mojej obecnej nauczycielce matematyki Pani Maltgorzacie
llewicz za ciagle wspieranie moich matematycznych zainteresowan, oraz
wszystkim innym osobom, ktére przyczynily sie do powstania tej pracy.
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