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1 Wprowadzenie

Szeregi Fouriera s¡ narz¦dziem maj¡cym wiele zastosowa« w matematyce teoretycznej i �zyce, szczególnie
przydatnym przy poszukiwaniu okresowych rozwi¡za« równa« ró»niczkowych (czytelnikom niezaznajomionym
z dzieªem Jeana Baptiste Fouriera polecamy wspaniaªy, intuicyjny i wizualny materiaª [1]). Jednak problema-
tyczne okazuje si¦ uogólnianie tych szeregów dla funkcji zespolonych przede wszystkim z powodu ich cz¦stej
rozbie»no±ci. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie czytelnikowi idei i koncepcji le»¡cych u podstaw pre-
zentowanej teorii oraz wyja±nienie, jakie wnioski mo»na z niej wysnu¢ m.in. w dziedzinie równa« ró»niczkowych.

W literaturze matematycznej mo»na spotka¢ dwa rodzaje szeregów Fouriera (1).

� Je±li f : R → R jest 2π-okresowa, to szereg Fouriera tej»e funkcji wyra»a si¦ nast¦puj¡cym wzorem:

a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx), (1)

gdzie

ak :=
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(kx)dx oraz bk :=
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(kx)dx.

� Je±li funkcja f : C → C jest 2π-okresowa, to szereg Fouriera tej»e funkcji wyra»a si¦ nast¦puj¡cym
wzorem:

∞∑
k=−∞

cke
ikz, (2)

gdzie

ck :=
1

π

∫ π

−π

f(z)e−ikzdz =
1

π

∫ π

−π

f(t)e−iktdt.

Okazuje si¦, »e szereg trygonometryczny postaci (1) jest na ogóª zbie»ny dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Z kolei zbie»no±¢ szeregu postaci (2) jest bardzo problematyczna. Zauwa»my, »e

∞∑
k=−∞

cke
ikz =

1

π

∞∑
k=−∞

eikz
∫ π

−π

f(t)e−iktdt

=
1

π

∞∑
k=−∞

e−kyeikx
∫ π

−π

f(t)e−iktdt

=
1

π

∞∑
k=−∞

e−ky

∫ π

−π

f(t)e−ik(t−x)dt.

Wówczas warunkiem koniecznym zbie»no±ci powy»szego szeregu jest to, aby zachodziªa nast¦puj¡ca granica:

e−ky

∫ π

−π

f(t)e−ik(t−x)dt −−−−−→
k→±∞

0. (3)

1W niniejszej pracy b¦dziemy zakªadali, »e wszystkie rozwa»ane funkcje s¡ kawaªkami ci¡gªe. Wspomniane zaªo»enie b¦dzie

implikowaªo, »e stosowne caªki b¦d¡ istnie¢ oraz b¦d¡ sko«czone.
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Okazuje si¦, »e powy»szy warunek na ogóª zachodzi tylko wtedy, gdy y = 0. Innymi sªowy, szereg zespolony
jest zbie»ny tylko na osi rzeczywistej. Poni»szy przykªad pokazuje ten niespodziewany fenomen.

Przykªad 1.1. Niech f : [−π, π] × R → C b¦dzie okre±lone wzorem: f(z) = z. Powy»sz¡ funkcj¦ mo»na

przedªu»y¢ na C w taki sposób, aby f(z + 2π) = f(z). Wówczas∣∣∣∣e−ky

∫ π

−π

f(t)e−ik(t−x)dt

∣∣∣∣ = 2πe−ky

|k|
dla k ̸= 0.

Zatem:

(1) je±li z = x+ iy oraz y > 0, to
2πe−ky

|k|
−−−−−→
k→−∞

∞;

(2) je±li z = x+ iy oraz y < 0, to
2πe−ky

k
−−−−→
k→∞

∞.

Z powy»szych rachunków wynika, »e szereg

1

π

∞∑
k=−∞

e−ky

∫ π

−π

f(t)e−ik(t−x)dt

nie jest zbie»ny dla y ̸= 0. St¡d wnioskujemy, »e je±li chcemy rozwija¢ funkcje f : C → C (lub ogólniej, funkcje
postaci f : K → C, gdzie K = R × Λ oraz Λ ⊂ Rm) w szeregi typu Fouriera, to musimy zmieni¢ podej±cie
do tego zagadnienia. W tym celu zmody�kujemy metod¦ rozwijania funkcji f w szeregi trygonometryczne. A
dokªadniej, w niniejszej pracy uogólnimy klasyczn¡ teori¦ szeregów Fouriera funkcji 2π-okresowych f : R → R
na przypadek funkcji f : K → C, gdzie C jest ciaªem liczb zespolonych, za± zbiór K ma posta¢ K = R × Λ,
gdzie Λ jest pewnym podzbiorem przestrzeni Rm. Ponadto b¦dziemy zakªada¢, »e funkcja F speªnia warunek
F (x+ 2π, λ) = F (x, λ) dla x ∈ R oraz λ ∈ Λ. Powy»sze podej±cie ma kilka zalet:

1) w sposób naturalny uogólnia klasyczn¡ teori¦ szeregów Fouriera (bo je±li Λ = ∅, to K = R oraz R ⊂ C),

2) je±li Λ = R, to K mo»emy uto»samia¢ z ciaªem liczb zespolonych i dzi¦ki temu nasza rozwa»ania mog¡
obejmowa¢ funkcje analityczne f : C → C z teorii funkcji zespolonych,

3) zbiór Λ mo»e by¢ dowolnym podzbiorem Rm, a wi¦c nasze rozwa»ania mog¡ by¢ zastosowane do teorii
równa« ró»niczkowych zwyczajnych z tzw. parametrem λ ∈ Λ; w szczególno±ci mog¡ by¢ zastosowane w
teorii kontynuacji oraz bifurkacji.

2 Uogólnienie szeregów Fouriera

Na pocz¡tku naszych rozwa»a« u±ci±limy poj¦cie funkcji okresowej. Niech K = R × Λ, gdzie Λ ⊂ Rm.
Mówimy, »e funkcja ci¡gªa f : K → C jest 2π-okresowa, je±li f(x+ 2π, λ) = f(x, λ) dla dowolnych x ∈ R oraz
λ ∈ Λ. Punkty (x, λ) ∈ R× Λ b¦dziemy oznacza¢ symbolem z = (x, λ).

Uwaga 2.1. Czasami okresowo±¢ b¦dziemy zast¦powa¢ zaªo»eniem, »e funkcja f jest okre±lona na zbiorze

K = [−π, π] × Λ. Jest jasne, »e powy»sz¡ funkcj¦ f mo»na przedªu»y¢ do funkcji f̃ o okresie 2π i okre±lonej

na zbiorze K̃ = R× Λ.

De�nicja 2.2. Zaªó»my, »e funkcja f : K → C jest 2π-okresowa. Szeregiem Fouriera funkcji f(x, λ) nazywamy

szereg postaci:

s(x, λ) :=
a0(λ)

2
+

∞∑
k=1

ak(λ) cos(kx) + bk(λ) sin(kx), (4)

gdzie

ak(λ) :=
1

π

∫ π

−π

f(t, λ) cos(kt)dt oraz bk(λ) :=
1

π

∫ π

−π

f(t, λ) sin(kt)dt. (5)
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Uwaga 2.3. Odnotujmy, »e caªki wyst¦puj¡ce po prawej stronie w (5) oblicza si¦ jak caªk¦ funkcji zmiennej

rzeczywistej o warto±ciach zespolonych. Innymi sªowy, jest to caªka krzywoliniowa. Metody liczenia takich

caªek mo»na znale¹¢ w wielu klasycznych podr¦cznikach z analizy matematycznej.

De�nicja 2.4. Mówimy, »e funkcja f : K → C o okresie 2π jest rozwijalna w szereg Fouriera w punkcie

(x, λ) ∈ K, je±li jej szereg Fouriera okre±lony wzorem (4) jest zbie»ny do warto±ci f(x, λ). Mówimy, »e funkcja

f jest rozwijalna w szereg Fouriera, je±li jest rozwijalna w ka»dym jej punkcie z dziedziny K.

Podamy teraz kilka przykªadów.

Przykªad 2.5. Niech f : [−π, π]×R → C b¦dzie okre±lone wzorem: f(x, λ) = x+ λi. Wówczas wspóªczynniki

ak(λ) oraz bk(y) wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:

a0(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)dt =
1

π

(
(π + λi)2

2
− (−π + λi)2

2

)
=

1

π
(2πλi) = 2λi,

ak(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi) cos(kt)dt =
1

π

[
(t+ λi) sin(kt)

k
−
∫

sin(kt)

k
dt

]π
−π

= 0,

bk(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi) sin(kt)dt =
1

π

[
(t+ λi) cos(kt)

k
−
∫

cos kt

k
dt

]π
−π

=
1

π

(
(−1)k2π

k

)
=

2(−1)k

k
.

Wówczas szereg funkcji f(x, λ) wygl¡da nast¦puj¡co:

s(x, λ) = λi+ 2

∞∑
k=0

(−1)k

k
sin kx.

Przykªad 2.6. Niech f : [−π, π]×R → C b¦dzie okre±lone wzorem: f(x, λ) = (x+ λi)2. Wspóªczynniki ak(λ)
i bk(λ) wyra»aj¡ si¦ wzorami:

a0(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)2dt =
1

π

1

3
(t+ λi)3

∣∣∣∣π
−π

=
2π2

3
− 2λ2,

ak(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)2 cos(kt)dt = − 1

kπ

∫ π

−π

2(t+ λi) sin(kt)dt

=
2(t+ λi) cos(kt)

k2π

∣∣∣∣π
−π

= 4
(−1)k

k2
,

bk(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)2 sin(kt)dt =
1

kπ
(t+ λi)2 cos(kt)

∣∣∣∣π
−π

=
4λi(−1)k+1

k
.

Wówczas szereg Fouriera funkcji f(x, λ) wygl¡da nast¦puj¡co:

s(x, λ) =
π2

3
− λ2 + 4

∞∑
k=1

(
(−1)k

k2
cos(kx) +

λi(−1)k+1

k
sin(kx)

)
.

Uwaga 2.7. Zauwa»my, »e gdy λ = 0, to szeregi Fouriera funkcji f(x, λ) = x + λi oraz f(x, λ) = (x + λi)2

pokrywaj¡ si¦, odpowiednio, z klasycznymi szeregami Fouriera funkcji f : [−π, π] → R okre±lonej wzorem f(x) =
x lub f(x) = x2, co dobitnie ilustruje, »e de�nicja 2.2 stanowi naturalne uogólnienie klasycznej de�nicji szeregu

Fouriera dla funkcji zmiennej rzeczywistej o warto±ciach rzeczywistych.

Ponadto de�nicja 2.2 ma jeszcze jedn¡ istotn¡ zalet¦. Mianowicie, je±li chcemy wyznaczy¢ szereg Fouriera
funkcji f : K → C, to nie musimy jej rozbija¢ na cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡, tzn. przedstawia¢ w nast¦puj¡cej
postaci: f(x, λ) = f1(x, λ) + if2(x, λ), gdzie f1, f2 : K → R. Wynika to z faktu, »e w de�nicji 2.2 wykorzystu-
jemy caªk¦ krzywoliniow¡ oraz jej liczne wªasno±ci. Oczywi±cie nale»y w tym miejscu nadmieni¢, »e je±li funkcj¦
f : K → C rozbijemy na cz¦±¢ rzeczywist¡ oraz urojon¡, to wówczas ka»d¡ z tych funkcji mo»na rozwin¡¢ w
szereg Fouriera, u»ywaj¡c klasycznej caªki Riemanna. Jednak»e takie podej±cie ma jedn¡ du»¡ wad¦. Bardzo
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cz¦sto cz¦±¢ rzeczywista oraz urojona funkcji f : K → C maj¡ bardzo skomplikowan¡ posta¢ i wówczas licze-
nie caªek takich funkcji prowadzi do skomplikowanych rachunków. Przykªadem mo»e by¢ funkcja f : C → C
okre±lona wzorem f(z) = zn = f1(z)+ if2(z), gdzie n jest dostatecznie du»¡ liczb¡. W tym przypadku funkcje
fi : C → R maj¡ skomplikowane wzory, za± sama funkcja f(z) = zn wyra»a si¦ bardzo prostym wzorem.

Przykªad 2.8. Niech f : [−π, π]×R → C b¦dzie okre±lone wzorem: f(x, λ) = (x+ λi)3. Wspóªczynniki ak(λ)
i bk(λ) wyra»aj¡ si¦ wzorami:

a0(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ yi)3dt =
1

π

1

4
(t+ λi)4

∣∣∣∣π
−π

= 2π2λi− 2λ3i,

ak(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)3 cos ktdt

=
1

π

(t+ λi)3 sin kt

k

∣∣∣∣π
−π

− 1

π

∫ π

−π

3(t+ λi)2 sin kt

k
dt

= − 3

πk

∫ π

−π

(t+ λi)2 sin ktdt

=
3

πk

(t+ λi)2 cos kt

k

∣∣∣∣π
−π

− 3

πk

∫ π

−π

2(t+ λi) cos kt

k
dt

=
(−1)k12λi

k2
− 6

πk2

∫ π

−π

(t+ λi) cos ktdt

=
(−1)k12λi

k2
− 6

πk2
(t+ λi) sin kt

k

∣∣∣∣π
−π

+
6

πk2

∫ π

−π

sin kt

k
dt

=
(−1)k12λi

k2

oraz

bk(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)3 sin ktdt

= − 1

π

(t+ λi)3 cos kt

k

∣∣∣∣π
−π

+
1

π

∫ π

−π

3(t+ λi)2 cos kt

k
dt

= (−1)k
6λ2 − 2π2

k
+

3

πk

(t+ λi)2 sin kt

k

∣∣∣∣π
−π

− 3

πk

∫ π

−π

2(t+ λi) sin kt

k
dt

= (−1)k
6λ2 − 2π2

k
− 6

πk2

∫ π

−π

(t+ λi) sin ktdt

= (−1)k
6λ2 − 2π2

k
+

6

πk2
(t+ λi) cos kt

k

∣∣∣∣π
−π

− 6

πk2

∫ π

−π

cos kt

k
dt

= (−1)k
6λ2 − 2π2

k
+ (−1)k

12

k3
.

Wówczas szereg Fouriera funkcji f(x, λ) wygl¡da nast¦puj¡co:

s(x, λ) = π2λi− λ3i+

∞∑
k=1

(
(−1)k12λi

k2

)
cos kx+ (−1)k

(
6λ2 − 2π2

k
+

12

k3

)
sin kx.
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Przykªad 2.9. Niech f : [−π, π]×R → C b¦dzie okre±lone wzorem: f(x, λ) = (x+ λi)4. Wspóªczynniki ak(λ)
i bk(λ) wyra»aj¡ si¦ wzorami:

a0(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)4dt =
1

π

1

5
(t+ iλ)5

∣∣∣∣π
−π

=
2π5

5
− 4π2λ2 + 2λ4,

ak(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)4 cos ktdt

=
1

π

(t+ λi)4 sin kt

k

∣∣∣∣π
−π

− 1

π

∫ π

−π

4(t+ λi)3 sin kt

k
dt

= − 4

πk

∫ π

−π

(t+ λi)3 sin ktdt = (−1)k
(
8π2 − 24λ2

πk2
− 12

k3

)
oraz

bk(λ) =
1

π

∫ π

−π

(t+ λi)4 sin ktdt

= − 1

π

(t+ λi)4 cos kt

k

∣∣∣∣π
−π

+
1

π

∫ π

−π

4(t+ λi)3 cos kt

k
dt

= −(−1)k
(
8π2λi− 8λ3i

k
+

48λi

k3

)
.

Wówczas szereg Fouriera funkcji f(z) wygl¡da nast¦puj¡co:

s(x, λ) =
2π5

5
− 4π2λ2 + 2λ4 +

∞∑
k=1

(−1)k
(
8π2 − 24λ2

πk2
− 12

k3

)
cos kx− (−1)k

(
8π2λi− 8λ3i

k
+

48λi

k3

)
sin kx.

Przykªad 2.10. Niech f : [−π, π] × R → C b¦dzie okre±lone wzorem: f(z) = ex+λi. Wówczas wspóªczynniki

ak(y) oraz bk(y) wyra»aj¡ si¦ wzorami:

a0(λ) =
1

π

∫ π

−π

et+λidt = eλi
eπ − e−π

π
,

ak(λ) =
1

π

∫ π

−π

et+λi cos ktdt = (−1)keλi
eπ − e−π

π(1 + k2)
,

bk(λ) =
1

π

∫ π

−π

et+λi sin ktdt = (−1)k+1keλi
eπ − e−π

π(1 + k2)
.

Wówczas szereg Fouriera funkcji f(z) wygl¡da nast¦puj¡co:

s(x, λ) =
eλi(eπ − e−π)

π

(
1

2
+

∞∑
k=1

(−1)k(cos kx− k sin kx)

1 + k2

)
.

Uwaga 2.11. Przykªad 2.10 jest jedynie szeregiem b¦d¡cym rozwini¦ciem funkcji f(x) = ex pomno»onym

przez eiy. Zatem, podobnie jak w przykªadzie 3, gdy y = 0 szereg naturalnie zamienia si¦ w rozwini¦cie funkcji

f(x) = ex, f : R → R.
Przykªad 2.12. Niech f : [−π, π]×R → C b¦dzie okre±lone wzorem: f(x, λ) = arcsin(cos(x+ λi)). Wówczas

wspóªczynniki ak(λ) oraz bk(λ) wyra»aj¡ si¦ wzorami:

a0(λ) =
1

π

∫ π

−π

arcsin(cos(t+ λi))dt = 2arcsin(coshλ),

ak(λ) =
1

π

∫ π

−π

arcsin(cos(t+ λi)) cos ktdt

=
1

π

(
sin kt arcsin(cos(t+ λi))

k

∣∣∣∣π
−π

+

∫ π

−π

sin kt sin(t+ λi)

k
√
1− cos2(t+ λi)

dt

)

=
1

π

(∫ π

−π

sin kt

k
dt

)
= 0
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oraz

bk(λ) =
1

π

∫ π

−π

arcsin(cos(t+ λi)) sin ktdt

=
1

π

(
−cos(kt) arcsin(cos(t+ λi))

k

∣∣∣∣π
−π

−
∫ π

−π

cos kt sin(t+ λi)

k
√
1− cos2(t+ λi)

dt

)

=
1

π

(
(−1)k

k
arcsin(cos(t+ λi))

∣∣∣∣π
−π

−
∫ π

−π

cos kt

k
dt

)

=
(−1)k

πk
arcsin(cos(t+ λi))

∣∣∣∣π
−π

=
(−1)k

πk
(arcsin(cos(π + λi))− arcsin(cos(−π + λi))).

Przykªad 2.13. Dana jest funkcja f : [−π, π] × R → C okre±lonej wzorem: f(x, λ) = eλ+ix. Z faktu jedno-

znaczno±ci w przedstawieniu jako szereg Fouriera mo»emy wywnioskowa¢, »e skoro

eλ+ix = (cosx+ i sinx)eλ,

to a1(λ) = eλ, b1(y) = ieλ, a wszystkie pozostaªe wspóªczynniki s¡ zerowe.

Uwaga 2.14. Równie dobrze mo»na wykona¢ wszystkie rachunki by przekona¢ si¦, »e wspóªczynniki tak wªa±nie

si¦ zachowuj¡.

Uwaga 2.15. Przykªad 2.13 przedstawia szereg funkcji równej eiz, zatem funkcji nieanalitycznej. Mo»emy

st¡d wnioskowa¢, »e istniej¡ funkcj¦ nieanalityczne, które posiadaj¡ przedstawienie w postaci szeregu Fouriera,

a tak»e, »e niektóre nietrywialne funkcje maj¡ sko«czony szereg Fouriera.

3 Kryteria zbie»no±ci

Po zaprezentowaniu samej idei stoj¡cej za nasz¡ teori¡, przechodzimy do tematyki kryteriów zbie»no±ci
szeregów Fouriera by pokaza¢, »e s¡ one równie naturalnymi uogólnieniami jak i same szeregi. Przejawia si¦
to cho¢by ich prawdziwo±ci¡ w przypadku, gdy K = R. Zaczniemy od nast¦puj¡cego lematu.

Lemat 3.1. Dla dowolnej funkcji f : [−π, π]× R → C ci¡gªej na przedziale [−π, π] przy staªym λ zachodzi:

lim
k→∞

∫ π

−π

f(t, λ) cos ktdt = lim
k→∞

∫ π

−π

f(t, λ) sin ktdt = 0 (6)

Dowód. W dowodzie funkcj¦ f rozdzielimy na Re(f) + iIm(f). Z ci¡gªo±ci f wynika, »e dla dowolnego ε > 0
istnieje taka δ > 0, »e

|Re(f(t+ λ)− f(s+ λ))| < ε

dla wszystkich |t− s| < δ, gdzie t, s ∈ R. Jest to równoznaczne z tym, »e dla danych liczb rzeczywistych

−π = x0 < x1 < ... < xm = π

zachodzi rówo±¢: ∫ π

−π

Re(f(t, λ) cos kt)dt =

m∑
n=1

∫ xn

xn−1

Re(f(t, λ) cos kt)dt

=

m∑
n=1

(∫ xn

xn−1

cos ktdt+

∫ xn

xn−1

cos(kt)Re(f(t, λ)− f(xn, λ))dt

)
oraz ∣∣∣∣∫ π

−π

Re(f(t, λ) cos kt)dt

∣∣∣∣ ≤ m∑
n=1

|f(xn, λ)|

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

cos ktdt

∣∣∣∣∣+ 2πε

≤ 2
Mm

k
+ 2πε
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gdzie M = max{Re(f(t, λ)) | t ∈ [−π, π]}. Z tego ju» jasno wynika, »e

lim
k→∞

∫ π

−π

Re(f(t, λ)) cos ktdt = 0.

Dowód dla cz¦±ci urojonej funkcji f odbywa si¦ dokªadnie tak samo, jedynie z zamian¡ Re(f) na Im(f). Zatem
otrzymujemy, »e

lim
k→∞

∫ π

−π

f(t, λ) cos ktdt = 0.

Natomiast rozwa»ania z sinusem s¡ du»o prostsze. Mianowicie, mamy∣∣∣∣∫ π

−π

Re(f(t, λ) sin kt)dt

∣∣∣∣ ≤ m∑
n=1

|f(xn)|

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

sin ktdt

∣∣∣∣∣+ 2πε

≤ 2
Mm

k
+ 2πε,

co dowodzi, »e

lim
k→∞

∫ π

−π

Re(f(t, λ) sin kt)dt = 0. (7)

Post¦puj¡c analogicznie z Im(f), wnioskujemy, »e

lim
k→∞

∫ π

−π

Im(f(t, λ) sin kt)dt = 0. (8)

Tym samym z (7) oraz (8) wynika, »e

lim
k→∞

∫ π

−π

f(t, λ) sin ktdt = 0.

To ko«czy dowód lematu.

Zauwa»my, »e powy»szy lemat mówi nam, »e wspóªczynniki szeregu Fouriera zbiegaj¡ do zera przy k
d¡»¡cym do niesko«czono±ci, co stanowi warunek konieczny zbie»no±ci szeregu liczbowego (w tym przypadku
szeregu Fouriera).

Lemat 3.2. Je»eli
∞∑
k=0

ak(λ) cos kx+ bk(λ) sin kx

jest szeregiem Fouriera funkcji f : [−π, π] × Λ → C caªkowalnej na ka»dym przedziale [−π, π] × {λ}, to dla

ka»dego λ ∈ Λ zachodzi warunek:

lim
k→∞

ak(λ) = lim
k→∞

bk(λ) = 0. (9)

Dowód. Ustalmy ε > 0. Wówczas dla funkcji f istnieje funkcja g ∈ C([−π, π]× Λ,C) taka, »e:∫ π

−π

|f(x, λ)− g(x, λ)|dx < ε. (10)

Powy»szy fakt mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce [2]. Zauwa»my teraz, »e z lematu 3.1 wynikaj¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

lim
k→∞

∫ π

−π

g(x, λ) cos kxdx = lim
k→∞

∫ π

−π

g(x, λ) sin kxdx = 0 (11)

Zatem mo»emy stwierdzi¢, »e:∣∣∣∣∫ π

−π

f(x, λ) cos kxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

−π

|f(x, λ)− g(x, λ)|dx+

∣∣∣∣∫ π

−π

g(x, λ) cos kxdx

∣∣∣∣ ≤ ε+ ε = 2ε

oraz ∣∣∣∣∫ π

−π

f(x, λ) sin kxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

−π

|f(x, λ)− g(x, λ)|dx+

∣∣∣∣∫ π

−π

g(x, λ) sin kxdx

∣∣∣∣ ≤ ε+ ε = 2ε,

dla k dostatecznie du»ych. Tym samym udowodnili±my (9).
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Lemat 3.3. Sum¦ cz¦±ciow¡ szeregu Fouriera w punkcie x przy ustalonym λ mo»emy wyrazi¢ nast¦puj¡co:

sn(x, λ) =
1

π

∫ π

0

(f(x+ t, λ) + f(x− t, λ))
sin(n+ 1

2 )t

sin t
2

dt. (12)

Dowód. Najpierw zapiszemy sum¦ cz¦±ciow¡ za pomoc¡ caªki Dirichleta:

sn(x, λ) =
1

2π

∫ π

−π

f(t, λ)dt+

n∑
k=1

(
cos kx

π

∫ π

−π

f(t, λ) cos ktdt+
sin kx

π

∫ π

−π

f(t+ yi) sin ktdt

)

=
1

π

∫ π

−π

f(t, λ)

(
1

2
+

n∑
k=1

(cos kt cos kx+ sin kt sin kx)

)
dt

=
1

π

∫ π

−π

f(t, λ)

(
1

2
+

n∑
k=1

(cos k(t− x))

)
dt

=
1

π

∫ π

−π

f(t, λ)
sin(n+ 1

2 )(t− x)

sin t−x
2

dt

Teraz wystarczy tylko odpowiednio przeksztaªci¢ funkcj¦ pod caªk¡:

sn(x, λ) =
1

π

(∫ π

0

f(t, λ)
sin(n+ 1

2 )(t− x)

sin t−x
2

dt+

∫ 0

−π

f(t, λ)
sin(n+ 1

2 )(t− x)

sin t−x
2

dt

)
=

1

π

(∫ π

0

f(t, λ)
sin(n+ 1

2 )(t− x)

sin t−x
2

dt+

∫ π

0

f(−t, λ)
sin(n+ 1

2 )(t− x)

sin t−x
2

dt

)
=

1

π

∫ π

0

(f(t, λ) + f(−t, λ))
sin(n+ 1

2 )(t− x)

sin t−x
2

dt

=
1

π

∫ π

0

(f(x+ t, λ) + f(x− t, λ))
sin(n+ 1

2 )t

sin t
2

dt

=
1

π

∫ π

0

(f(x+ t, λ) + f(x− t, λ))
sin(n+ 1

2 )t

sin t
2

dt

Przy czym przedostatnia równo±¢ zachodzi na mocy okresowo±ci funkcji.

Twierdzenie 3.4 (Kryterium Diniego�Lipschitza zbie»no±ci szeregów Fouriera). Zaªó»my, »e f : R× Λ → C
jest funkcj¡ okresow¡ o okresie 2π i caªkowaln¡ na [−π, π] × {λ} dla ka»dego λ ∈ Λ. Je»eli istniej¡ staªe

dodatnie L, δ oraz 0 < α ≤ 1 takie, »e

|f(x0 + c, λ0)− f(x0, λ0)| ≤ L|c|α dla |c| < δ,

to szereg Fouriera jest zbie»ny w punkcie (x0, λ0) do f(x0, λ0).

Dowód. Musimy udowodni¢, »e
lim

n→∞
sn(x0, λ0) = f(x0, λ0).

Stosuj¡c lemat 3.3 do funkcji f(x, λ) ≡ 1, otrzymujemy

1 =
2

π

∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin
(
1
2 t
) dt.

Zatem ró»nic¦ sn(x0, λ0)− f(x0, λ0) mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

sn(x0, λ0)− f(x0, λ0) =
1

π

∫ π

0

(f(x0 + t, λ0) + f(x0 − t, λ0)− 2f(x0, λ0))
sin(n+ 1

2 )t

sin t
2

dt. (13)

Przyjmijmy dalej, »e
ϕ(t, λ0) := f(x0 + t, λ0) + f(x0 − t, λ0)− 2f(x0, λ0).
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Poka»emy, »e funkcja
ϕ(c, λ0)

c

jest caªkowalna na przedziale [0, π]. Istotnie, mamy∫ δ

0

∣∣∣∣ϕ(c, λ0)

c

∣∣∣∣ dc ≤ ∫ δ

0

2L|c|α−1dc < ∞

Zatem funkcja

t 7→ |ϕ(t, λ0)|
sin
(
1
2 t
) =

|ϕ(t, λ0)|
t

· t

sin
(
1
2 t
)

jest caªkowalna na [0, π]. Korzystaj¡c z dowodu lematu 3.2, wnioskujemy

lim
n→∞

sn(x0, λ0)− f(x0, λ0) = lim
n→∞

1

2π

∫ π

0

ϕ(t, λ0)
sin(n+ 1

2 )t

sin t
2

dt = 0, (14)

co dowodzi, »e
sn(x0, λ0) → f(x0, λ0).

Uwaga 3.5. Zauwa»my, »e kryterium nie gwarantuje zbie»no±ci w caªej dziedzinie funkcji. Dla ka»dego punktu

na pªaszczy¹nie zespolonej nale»y sprawdzi¢ osobno czy dany warunek zachodzi.

Wniosek 3.6. �atwo wida¢, »e funkcje z przykªadów: 2.5, 2.6, 2.8, 2.9 i 2.10 speªniaj¡ kryterium Diniego-

Lipschitza, a wi¦c s¡ rozwijalne w szereg Fouriera.

Uwaga 3.7. Czytelnik mo»e sam sprawdzi¢, »e równie» klasyczne kryterium Dirichleta-Jordana zbie»no±ci

szeregów Fouriera jest prawdziwe dla funkcji f : K → C.

4 Ró»niczkowalno±¢ (zespolonych) szeregów Fouriera

W niniejszym rozdziale b¦dziemy bada¢ ró»niczkowe wªasno±ci szeregów Fouriera funkcji f : C → C.
Zauwa»my, »e je±li zbiór K = C, to wówczas mo»na mówi¢ o analityczno±ci funkcji f oraz pyta¢, czy mo»na
ró»niczkowa¢ szereg Fouriera �wyraz po wyrazie�. Okazuje si¦, »e przy pewnych zaªo»eniach jest to mo»liwe.
Zaczniemy od maªo znanego klasycznego twierdzenia dla szeregów Fouriera funkcji rzeczywistych f : R → R.
Szkic dowodu mo»na znale¹¢ w jednej z pozycji wymienionych w literaturze [5].

Twierdzenie 4.1 (Ró»niczkowalno±¢ szeregów). Je±li f : [−π, π] → R jest klasy C1 oraz f(−π) = f(π), to
szereg Fouriera funkcji f ′(x) mo»emy otrzyma¢, ró»niczkuj¡c szereg Fouriera funkcji f(x) wyraz po wyrazie.

Dowód. Niech

f(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx), (15)

gdzie

ak :=
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(kx)dx, k ⩾ 0,

bk :=
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(kx)dx, k > 0.

Niech

f ′(x) =
ã0
2

+

∞∑
k=1

ãk cos(kx) + b̃k sin(kx), (16)
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gdzie

ãk :=
1

π

∫ π

−π

f ′(x) cos(kx)dx, k ⩾ 0,

b̃k :=
1

π

∫ π

−π

f ′(x) sin(kx)dx, k > 0.

Zauwa»my teraz, »e caªkowanie przez cz¦±ci implikuje, »e

πak =

∫ π

−π

f(x) cos(kx)dx =
f(x) sin(kx)

k

∣∣∣∣π
−π

−
∫ π

−π

f ′(x) sin(kx)

k
dx = −πb̃k

k

oraz

πbk =

∫ π

−π

f(x) sin(kx)dx =
−f(x) cos(kx)

k

∣∣∣∣π
−π

+

∫ π

−π

f(x) cos(kx)

k
dx =

πãk
k

dla k > 0. Zatem

ãk = kbk oraz b̃k = −kak dla k > 0.

Ponadto ã0 = 0. A st¡d ju» wynika teza twierdzenia.

Twierdzenie 4.2 (Zale»no±¢ mi¦dzy wspóªczynnikami). Je±li funkcja f : C → C, 2π−okresowa wzgl¦dem

zmiennej rzeczywistej speªnia równania Cauchy'ego-Riemanna, tzn.

f(z) = u(t, y) + iv(t, y)

du

dt
=

dv

dy
,

du

dy
= −dv

dt
,

co jest równoznaczne jej holomor�czno±ci, to wówczas mi¦dzy wspóªczynnikami w jej rozwini¦ciu w szereg

Fouriera zachodz¡ relacje

ak(y) =
i

k

dbk(y)

dy
, (17)

bk(y) = ωk(y)−
i

k

dak(y)

dy
, (18)

gdzie

ωk(y) = − 1

πk
f(t+ yi) cos kt|π−π = − (−1)k

πk
f(t+ yi)|π−π .

Dowód. Skorzystamy z caªkowania przez cz¦±ci,

ak(y) =
1

π

∫ π

−π

f(t+ yi) cos ktdt

=
1

π

f(t+ yi) sin kt

k

∣∣∣∣π
−π

− 1

πk

∫ π

−π

df(t+ yi)

dt
sin ktdt

= − 1

πk

∫ π

−π

d(u+ iv)

dt
sin ktdt

= − 1

πk

∫ π

−π

d(v − iu)

dy
sin ktdt

=
i

πk

∫ π

−π

d(u+ iv)

dy
sin ktdt

=
i

πk
· d

dy

∫ π

−π

f(t+ yi) sin ktdt

=
i

k

dbk(y)

dy
.
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Analogicznie w przypadku drugiej równo±ci,

bk(y) =
1

π

∫ π

−π

f(t+ yi) sin ktdt

= − 1

π

f(t+ yi) cos kt

k

∣∣∣∣π
−π

+
1

πk

∫ π

−π

df(t+ yi)

dt
cos ktdt

= ωk(y) +
1

πk

∫ π

−π

d(u+ iv)

dt
cos ktdt

= ωk(y) +
1

πk

∫ π

−π

d(v − iu)

dy
cos ktdt

= ωk(y)−
i

πk

∫ π

−π

d(u+ iv)

dy
cos ktdt

= ωk(y)−
i

πk
· d

dy

∫ π

−π

f(t+ yi) cos ktdt

= ωk(y)−
i

k

dak(y)

dy
.

Wniosek 4.3. Je»eli dana jest funkcja f : C → C taka, »e ∂f
∂y ̸= 0, to wówczas bk(y) jest ci¡giem funkcji

nieb¦d¡cych funkcjami staªymi. Inaczej bk byªby niezale»ny od y, a ci¡g ak z równo±ci (17) to»samo±ciowo

równy 0.

Nale»y podkre±li¢ wag¦ i znaczenie równo±ci (17) i (18), szczególnie z tego powodu, »e równania Cauchy'ego-
Riemanna w analizie zespolonej maj¡ wiele nietrywialnych implikacji. S¡ one charakterystyczne dla funkcji
holomor�cznych, ale niekoniecznie wszystkich funkcji dwóch zmiennych, dlatego w szeregach Fouriera tych
funkcji nie musz¡ one by¢ prawdziwe.

Znaj¡c zale»no±ci mi¦dzy wspóªczynnikami ak i bk danego szeregu, przechodzimy do zale»no±ci mi¦dzy wspóª-
czynnikami szeregu danej funkcji a jej pochodnej.

Twierdzenie 4.4 (Zale»no±¢ mi¦dzy szeregami). Je±li funkcja f : C → C, 2π−okresowa wzgl¦dem zmiennej

rzeczywistej speªnia równania Cauchy'ego-Riemanna, to wówczas mi¦dzy wspóªczynnikami jej rozwini¦cia w

szeregu Fouriera (ak(y), bk(y)) a jej pochodnej (ãk(y), b̃k(y)) zachodz¡ relacje

b̃k(y) = −kak(y), (19)

ãk(y) = kbk(y)−
k

2
ωk(y). (20)

Dowód. Dzi¦ki warunkom z równa« Cauchy'ego-Riemanna (równoznacznym holomor�czno±ci) w dowodzie
b¦dziemy mogli wykorzysta¢ pochodne Wirtingera [6], tzn.

d

dz
=

1

2

(
∂

∂t
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂t
= 2

d

dz
+ i

∂

∂y
.
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Wówczas mamy

ak(y) =
1

π

∫ π

−π

f(t+ yi) cos ktdt

=
1

π

f(t+ yi) sin kt

k

∣∣∣∣π
−π

− 1

πk

∫ π

−π

∂f(t+ yi)

∂t
sin ktdt

= − 1

πk

∫ π

−π

(
2
df(z)

dz
+ i

∂f(t+ yi)

∂y

)
sin ktdt

= −2

k
b̃k(y)−

i

k

dbk(y)

dy
.

Przeksztaªcaj¡c równo±¢ dla b̃, korzystaj¡c z poprzedniego twierdzenia, otrzymujemy,

b̃k(y) = −
kak(y) + idbk(y)dy

2
= −kak(y).

Podobnie post¦pujemy z drugim wspóªczynnikiem,

bk(y) =
1

π

∫ π

−π

f(t+ yi) sin ktdt

= − 1

π

f(t+ yi) cos kt

k

∣∣∣∣π
−π

+
1

πk

∫ π

−π

∂f(t+ yi)

∂t
cos ktdt

= ωk(y) +
1

πk

∫ π

−π

(
2
df(z)

dz
+ i

∂f(t+ yi)

∂y

)
cos ktdt

= ωk(y) +
2

k
ãk(y) +

i

k

dak(y)

dy
.

Wobec tego

ãk(y) =
kbk(y)− idak(y)

dy

2
− k

2
ωk(y) = kbk(y)−

k

2
ωky.

Uwaga 4.5. Je»eli funkcja speªnia równo±¢ f(π + yi) = f(−π + yi), to wówczas ωk(y) = 0, a druga równo±¢

sprowadza si¦ do

ãk(y) = kbk(y).

Pierwsza równo±¢ jest prawdziwa niezale»nie od tego, czy ωk(y) = 0, czy te» nie.

Widzimy, »e zale»no±ci znów s¡ podobne do swoich rzeczywistych analogów, jedyn¡ ró»nic¡ jest za± ci¡g
ωk. Poka»emy prawdziwo±¢ tych równa« na przykªadzie.

Przykªad 4.6. We¹my funkcj¦ f : [−π, π]×R → C okre±lonej wzorem f(z) = sin(z). Wówczas wspóªczynniki

w szeregu Fouriera funkcji f(z) wyra»aj¡ si¦ wzorami

ak(y) =

{
sin(yi) dla k = 1,

0 dla k ̸= 1,

bk(y) =

{
cos(yi) dla k = 1,

0 dla k ̸= 1.

Wynika to z faktu, »e

sin(z) = sin(yi) cos(x) + cos(yi) sin(x).
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Mo»emy zwery�kowa¢, »e takie wspóªczynniki speªniaj¡ równania (17) i (18), bo

0 =
i

k
· 0 dla k ̸= 1,

sin(yi) =
i

1

d cos(yi)

dy
dla k = 1,

0 = 0− i

k
· 0 dla k ̸= 1,

cos(yi) = 0− i

1

d sin(yi)

dy
dla k = 1.

Ponadto, skoro

d sin(z)

dz
= cos(z) = cos(yi) cos(x)− sin(yi) sin(x),

to widzimy, »e wspóªczynniki

ãk(y) =

{
cos(yi) dla k = 1,

0 dla k ̸= 1,

b̃k(y) =

{
− sin(yi) dla k = 1,

0 dla k ̸= 1

speªniaj¡ równania (19) i (20) opisuj¡ce zale»no±ci mi¦dzy wspóªczynnikami w szeregu Fouriera danej funkcji

a w szeregu Fouriera jej pochodnej.

5 Zastosowania szeregów Fouriera

W niniejszym rozdziale zaprezentujemy zastosowania szeregów Fouriera do liniowych sparametryzowanych
równa« ró»niczkowych o warto±ciach zespolonych. B¦dziemy rozpatrywali nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe:

y′′(t) + y′(t) + y(t) = f(t, λ),

gdzie f : R× Λ → C oraz Λ jest dowolnym domkni¦tym podzbiorem R. Ponadto zakªadamy, »e

(1) dla ka»dego parametru λ ∈ Λ oraz t ∈ R funkcja f speªnia warunek f(t+ 2π, λ) = f(t, λ),

(2) dla ka»dego λ ∈ Λ, funkcja f(t, λ) ma posta¢:

a0(λ)

2
+

∞∑
k=1

ak(λ) cos(kt) + bk(λ) sin(kt),

(3) funkcje ak : Λ → C oraz bk : Λ → C s¡ ci¡gªe.

Lemat 5.1. Równanie ró»niczkowe

y′′(t) + y′(t) + y(t) = f(t, λ)

posiada rozwi¡zanie.

Dowód. Poszukujemy rozwi¡zanie w postaci:

yλ(t) =
A0(λ)

2
+

∞∑
k=1

Ak(λ) cos(kt) +Bk(λ) sin(kt).
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Wyra»amy odpowiednio pochodn¡ pierwszego i drugiego rz¦du funkcji y za pomoc¡ szeregu,

y′λ(t) =

∞∑
k=1

kBk(λ) cos(kt)− kAk(λ) sin(kt),

y′′λ(t) =

∞∑
k=1

−k2Ak(λ) cos(kt)− k2Bk(λ) sin(kt).

Podstawiaj¡c wspóªczynniki do równania i przyrównuj¡c do prawej strony, otrzymujemy:{
−k2Ak(λ) + kBk(λ) +Ak(λ) = ak(λ)
−k2Bk(λ)− kAk(λ) +Bk(λ) = bk(λ)

⇐⇒
{

(1− k2)Ak(λ) + kBk(λ) = ak(λ)
−kAk(λ) + (1− k2)Bk(λ) = bk(λ)

,

dla k ⩾ 1. Jest jasne, »e je±li k = 0, to A0(λ) = a0(λ). Je±li k = 1, to z powy»szego ukªadu równa« wynika,
»e A1(λ) = −b1(k) oraz B1(λ) = a1(λ). Rozwi¡zuj¡c powy»szy ukªad równa« niewiadomych Ak(λ), Bk(λ) dla
k > 1, otrzymujemy rozwi¡zania:

Ak(λ) =
ak(λ)(1− k2)− kbk(λ)

(1− k2)2 + k2
,

Bk(λ) =
bk(λ)(1− k2) + kak(λ)

(1− k2)2 + k2
.

Wobec tego rozwi¡zanie yλ(t) ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

yλ(t) =
a0(λ)

2
+

∞∑
k=1

ak(λ)(1− k2)− kbk(λ)

(1− k2)2 + k2
cos(kt) +

bk(λ)(1− k2) + kak(λ)

(1− k2)2 + k2
sin(kt).

Zauwa»my, »e powy»szy szereg trygonometryczny jest zbie»ny, poniewa»∣∣∣∣∣a0(λ)2
+

∞∑
k=1

ak(λ)(1− k2)− kbk(λ)

(1− k2)2 + k2
cos(kt) +

bk(λ)(1− k2) + kak(λ)

(1− k2)2 + k2
sin(kt)

∣∣∣∣∣
⩽

∣∣∣∣a0(λ)2

∣∣∣∣+ ∞∑
k=1

∣∣∣∣ak(λ)(1− k2)− kbk(λ)

(1− k2)2 + k2
cos(kt) +

bk(λ)(1− k2) + kak(λ)

(1− k2)2 + k2
sin(kt)

∣∣∣∣
⩽

∣∣∣∣a0(λ)2

∣∣∣∣+ ∞∑
k=1

(∣∣∣∣ak(λ)(1− k2)− kbk(λ)

(1− k2)2 + k2

∣∣∣∣ |cos(kt)|+ ∣∣∣∣bk(λ)(1− k2) + kak(λ)

(1− k2)2 + k2

∣∣∣∣ |sin(kt)|)

⩽

∣∣∣∣a0(λ)2

∣∣∣∣+ ∞∑
k=1

(|ak(λ)|+ |bk(λ)|)
(k2 + k − 1)

(1− k2)2 + k2
⩽

∣∣∣∣a0(λ)2

∣∣∣∣+ ∞∑
k=1

(|ak(λ)|+ |bk(λ)|)
2

(k − 1)2 + 1

⩽

∣∣∣∣a0(λ)2

∣∣∣∣+ ∞∑
k=1

2M(λ)
2

(k − 1)2 + 1
⩽

∣∣∣∣a0(λ)2

∣∣∣∣+ 4M(λ) +

∞∑
k=1

4M(λ)

k2
< ∞,

gdzie ostatnie oszacowania wynikaj¡ z faktu, »e ci¡gi ak(λ) i bk(λ) s¡ ograniczone przez staª¡ M(λ), poniewa»
ak(λ) oraz bk(λ) zbiegaj¡ do zera przy k → ∞ dla ka»dego λ ∈ Λ. Tym samym udowodnili±my, »e rozwi¡zanie
yλ(t) jest poprawnie okre±lone, co ko«czy dowód.

Uwaga 5.2. Odnotujmy, »e lemat 5.1 mo»na uogólni¢ na przypadek równa« ró»niczkowych n-tego rz¦du o

dowolnych zespolonych wspóªczynnikach:

αny
(n)(t) + αn−1y

(n−1)(t) + ...+ α1y
′(t) + α0y(t) = f(t, λ),

gdzie αi ∈ C dla i = 0, 1, ..., n. Jednak»e w niniejszej pracy ograniczyli±my si¦ do równa« ró»niczkowych

drugiego rz¦du, poniewa» one odgrywaj¡ du»¡ rol¦ we �zyce i, co wi¦cej, zrozumienie metody dla równa«

drugiego rz¦du pozwala ªatwo stwierdzi¢, »e zaprezentowany wynik jest równie» prawdziwy dla równa« wy»szego

rz¦du.
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6 Otwarte problemy

Na zako«czenie przedstawiamy gªówne i najbardziej znacz¡ce zagadnienia powi¡zane z omówion¡ teori¡,
które wymagaj¡ dalszych analiz.

� Czy istniej¡ jeszcze jakie± kryteria zbie»no±ci dla szeregów Fouriera funkcji zespolonych, ogólniejsze/inne
ni» te b¦d¡ce uogólnionymi wersjami kryteriów Diniego-Lipschitza i Dirichleta-Jordana?

� Jakie mo»liwe implikacje mo»emy otrzyma¢ dzi¦ki odpowiednikom równa« Cauchy'ego-Riemanna dla
wspóªczynników szeregów, tj. równa« (17) i (18)?

� Czy metoda szeregów Fouriera mo»e by¢ zastosowana w teorii bifurkacji zarówno zwyczajnych równa«
ró»niczkowych, jak i równa« ró»niczkowych cz¡stkowych?
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