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1 Wprowadzenie

Szeregi Fouriera sa narzedziem majacym wiele zastosowari w matematyce teoretycznej i fizyce, szczegdlnie
przydatnym przy poszukiwaniu okresowych rozwiazan réwnan rézniczkowych (czytelnikom niezaznajomionym
z dzietem Jeana Baptiste Fouriera polecamy wspaniaty, intuicyjny i wizualny material [1]). Jednak problema-
tyczne okazuje sie uogolnianie tych szeregdéw dla funkcji zespolonych przede wszystkim z powodu ich czestej
rozbieznosci. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie czytelnikowi idei i koncepcji lezacych u podstaw pre-
zentowanej teorii oraz wyjasnienie, jakie wnioski mozna z niej wysnué¢ m.in. w dziedzinie réwnan rézniczkowych.

W literaturze matematycznej mozna spotka¢ dwa rodzaje szeregow Fouriera (1).

o Jedli f: R — R jest 2m-okresowa, to szereg Fouriera tejze funkcji wyraza sie nastepujacym wzorem:

a = .
30 + Z ay, cos(kx) + by sin(kx), (1)
k=1
gdzie
1 [7 1 [7 .
ap ‘= — f(z)cos(kx)dr oraz by = — f(z)sin(kz)dx.
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o Jedli funkcja f: C — C jest 2m-okresowa, to szereg Fouriera tejze funkcji wyraza sie nastepujacym

wzorem: .
Z Ckeikz, (2)
k=—o00
gdzie
1 (7 ; 1 (" ;
Cp = — f(z)e **dz = = f(t)e ™.
T J)_n T ) .

Okazuje sie, ze szereg trygonometryczny postaci (1) jest na ogét zbiezny dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Z kolei zbieznos$¢ szeregu postaci (2) jest bardzo problematyczna. Zauwazmy, zZe
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Woéwczas warunkiem koniecznym zbieznoéci powyzszego szeregu jest to, aby zachodzila nastepujaca granica:
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W niniejszej pracy bedziemy zaktadali, ze wszystkie rozwazane funkcje sa kawatkami ciggle. Wspomniane zalozenie bedzie
implikowalo, ze stosowne calki beda istnie¢ oraz beda skonczone.



Okazuje sie, ze powyzszy warunek na ogél zachodzi tylko wtedy, gdy y = 0. Innymi stowy, szereg zespolony
jest zbiezny tylko na osi rzeczywistej. Ponizszy przyktad pokazuje ten niespodziewany fenomen.

Przyklad 1.1. Niech f: [-m, 7] x R — C bedzie okreslone wzorem: f(z) = z. Powyiszq funkcje mozna
przedtuzyé na C w taki sposdb, aby f(z + 27) = f(z). Wowczas

™ ) —ky
e [ e tt-n gy = 2T ik 2,
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Zatem:

(1) jesli z = x + 1y orazy > 0, to
2me =Y

—_— ———— 0;
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(2) jesli z=x +1iy orazy <0, to
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7 powyzszych rachunkéw wynika, ze szereg
1 & i ;
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nie jest zbiezny dla y # 0. Stad wnioskujemy, ze jesli chcemy rozwija¢ funkcje f: C — C (lub ogdlniej, funkcje
postaci f: K — C, gdzie K = R x A oraz A C R™) w szeregi typu Fouriera, to musimy zmieni¢ podejscie
do tego zagadnienia. W tym celu zmodyfikujemy metode rozwijania funkcji f w szeregi trygonometryczne. A
doktadniej, w niniejszej pracy uogédlnimy klasyczng teorie szeregéw Fouriera funkcji 2m-okresowych f: R — R
na przypadek funkcji f: K — C, gdzie C jest cialem liczb zespolonych, zas zbiér K ma posta¢ K = R x A,
gdzie A jest pewnym podzbiorem przestrzeni R™. Ponadto bedziemy zaktadac, ze funkcja F' spelnia warunek
F(z+2m,A) = F(z,)\) dla z € R oraz A € A. Powyzsze podejscie ma kilka zalet:

1) w spos6b naturalny uogélnia klasyczna teori¢ szeregéw Fouriera (bo je§li A = (), to K = R oraz R C C),

2) jesli A = R, to K mozemy utozsamia¢ z cialem liczb zespolonych i dzieki temu nasza rozwazania moga
obejmowacé funkcje analityczne f: C — C z teorii funkcji zespolonych,

3) zbior A moze by¢ dowolnym podzbiorem R™, a wiec nasze rozwazania moga by¢ zastosowane do teorii
rownan rézniczkowych zwyczajnych z tzw. parametrem A € A; w szczegdlnosci moga by¢ zastosowane w
teorii kontynuacji oraz bifurkacji.

2 Uogoblnienie szeregéw Fouriera

Na poczatku naszych rozwazan uscislimy pojecie funkcji okresowej. Niech K = R x A, gdzie A C R™.
Mowimy, ze funkcja ciagta f: K — C jest 2m-okresowa, jesli f(z + 27, A) = f(x, \) dla dowolnych z € R oraz
A € A. Punkty (z,)) € R x A bedziemy oznaczaé¢ symbolem z = (z, \).

Uwaga 2.1. Czasami okresowos$¢ bedziemy zastepowac zatozeniem, Ze funkcja [ jest okreslona na zbiorze
K = [—m, 7] x A. Jest jasne, zZe powyzsza funkcje f mozna przedtuzyé do funkcji f o okresie 2m i okreslonej

na zbiorze K =R x A.

Definicja 2.2. Zatézmy, ze funkcja f: K — C jest 2mw-okresowa. Szeregiem Fouriera funkcji f(x, \) nazywamy
szereg postaci:

s(z,)) = “OTW + gak()\) cos(kz) + be(\) sin(kz), (4)
gdzie
ar(\) ::% _Tr f(t, N cos(kt)dt  oraz  bi(N) ::% _ﬂ f(&, \) sin(kt)dt. (5)



Uwaga 2.3. Odnotujmy, zZe catki wystepujgce po prawej stronie w (5) oblicza sie jak catke funkcji zmiennej
rzeczywistej o wartosciach zespolonych. Innymi stowy, jest to catka krzywoliniowa. Metody liczenia takich
catek mozna znaleZé w wielu klasycznych podrecznikach z analizy matematyczney.

Definicja 2.4. Moéwimy, ze funkcja f: K — C o okresie 2w jest rozwijalna w szereg Fouriera w punkcie
(z,\) € K, jesli jej szereg Fouriera okreslony wzorem (4) jest zbiezny do wartosci f(x, \). Mdwimy, ze funkcja
f jest rozwijalna w szereq Fouriera, jesli jest rozwijalna w kazdym jej punkcie z dziedziny K.

Podamy teraz kilka przykltadow.

Przyklad 2.5. Niech f: [—m, 7] x R — C bedzie okreslone wzorem: f(x,\) = x4+ Mi. Wowczas wspdtczynniki
ar(\) oraz b(y) wyrazajg sie nastepujgco:

ap(A) = %/W (t + Ai)dt = % <(” AT (e Ai)z) Liomai) = 2xi,

™
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ar(\) = % /_ :(t + i) cos(ki)dt = [(t + i) sin(kt) / sin(kt) ] —0,
br(\) = i/:(wm sin(kt)dt = % [(HM cos(k /CO kt } % ((—111’%) _ 2(—]:)'“.

Wéwezas szereg funkcji f(x,\) wyglada nastepujgco:

sin kx.

s(x,\) = Az‘+2§: (=
k=0

Przyklad 2.6. Niech f: [-7, 7] x R — C bedzie okreslone wzorem: f(x,\) = (z+ \i)2. Wspdtczynniki ay,(\)
i bp(N\) wyrazajg sie wzorami:
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ap(\) = %/ (t+ Xi)?dt = % %(H Ni)?
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ap(\) = %/W (t + Xi)? cos(kt)dt = _ L /Tr 2(t + i) sin(kt)dt
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br(\) = %/ (t + Xi)? sin(kt)dt = %(t + \i)? cos(kt)
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Wowczas szereg Fouriera funkcji f(x, \) wygleda nastepujgco:

s(x,\) = )\2+4Z<

Uwaga 2.7. Zauwazmy, ze gdy \ = 0, to szeregi Fouriera funkcji f(x,\) = x + \i oraz f(z,\) = (z + \i)?
pokrywajq sie, odpowiednio, z klasycznymi szeregami Fouriera funkcji f: [—m, 7] — R okreslonej wzorem f(x) =
x lub f(x) = 22, co dobitnie ilustruje, ze definicja 2.2 stanowi naturalne uogdlnienie klasycznej definicji szeregu
Fouriera dla funkcji zmiennej rzeczywistej o warto$ciach rzeczywistych.

)\i(—l)k+l
k

cos(kx) +

sin(kx)) .

Ponadto definicja 2.2 ma jeszcze jedng istotng zalete. Mianowicie, jesli chcemy wyznaczy¢ szereg Fouriera
funkeji f: K — C, to nie musimy jej rozbija¢ na cze$¢ rzeczywistg i urojona, tzn. przedstawia¢ w nastepujacej
postaci: f(x,A) = fi(x,\) +ifa(z, N), gdzie fi, fo: K — R. Wynika to z faktu, ze w definicji 2.2 wykorzystu-
jemy catke krzywoliniowa oraz jej liczne wtasnosci. Oczywiscie nalezy w tym miejscu nadmienié, ze jesli funkcje
f+ K — C rozbijemy na cze$¢ rzeczywista oraz urojona, to wowczas kazda z tych funkcji mozna rozwinaé w
szereg Fouriera, uzywajac klasycznej catki Riemanna. Jednakze takie podejicie ma jedna duza wade. Bardzo



czesto czesé rzeczywista oraz urojona funkcji f: K — C majg bardzo skomplikowang postaé¢ i wowczas licze-
nie calek takich funkcji prowadzi do skomplikowanych rachunkéw. Przyktadem moze by¢ funkcja f: C — C
okreslona wzorem f(z) = 2™ = f1(z) +if2(z), gdzie n jest dostatecznie duza liczba. W tym przypadku funkcje
fi: € — R maja skomplikowane wzory, za$ sama funkcja f(z) = 2" wyraza sie bardzo prostym wzorem.

Przyklad 2.8. Niech f: [-7, 7] x R — C bedzie okreslone wzorem: f(x,\) = (x + Xi)3. Wspdtczynniki ay(\)

i bp(N\) wyrazajg sie wzorami:

ao(\) = %/ﬂ (t+yi)dt =
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Wowczas szereg Fouriera funkcji f(x, \) wygleda nastepujgco:

sz, A) =

>/ (=1)k1
RS EDY (()k2
k=1

2\i L (6X2 =272 12
) coskz + (—1) (k k;3) sin kx.



Przyklad 2.9. Niech f: [, 7] x R — C bedzie okreslone wzorem: f(x,\) = (x + \i)*. Wspdtczynniki ap())
i bi(\) wyrazajq sie wzorami:

1 (7 11 T 275
ao(\) = ;/ (t+ M) dE= — StV = % —4r)2 o0,
arp(\) = % / (t + Xi)* cos ktdt
1 (t+M)*sinkt|” 1 /’r 4(t + \i)3 sin kt
=- -’ = — Lt
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T k o

8m2N\i — 8X\%  48)\i
:_(—1)’€( 7 + 03 )

Wowczas szereg Fouriera funkcji f(z) wyglada nastepujgceo:

275 > 8n2 — 2402 12 8m2hi — 8\3i  48\i\ .
s(z,\) = - 4m?A% 42t + Z:(—l)’C <7rk2 k3) coskx — (—1)" ( 3 + 3 ) sin kx.
k=1

1 (™4 )3
N 7/ (t + Ai)3 cos ktdt
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Przyklad 2.10. Niech f: [-m, 7] x R — C bedzie okreslone wzorem: f(z) = e 2. Wowczas wspotczynniki
ar(y) oraz bi(y) wyrazajg sie wzorami:

1 [ , T _ T
ap(A) = 7/ etthigr = HE S ,

T™J_x ™

1 (" i €7 —e’ T
ak()\) = ; /;ﬂ_ €t+/\ cos ktdt = (—1)k€>\ m,

1 T o i —e "
bk()\) = ; /;ﬂ €t+/\ sin ktdt = ( )k+1k€)\ T]{;Q)

Wowczas szereg Fouriera funkcji f(z) wyglada nastepujgco:

eM(e™ k(cos kx — ksinkx
s = ST (1 5 C ke b)),

Uwaga 2.11. Przyklad 2.10 jest jedynie szeregiem bedgcym rozwinieciem funkcji f(x) = e* pommnozonym
przez €. Zatem, podobnie jak w przyktadzie 3, gdy y = 0 szereg naturalnie zamienia sie w rozwiniecie funkcji
flx)=¢€", f:R—=R.

Przyklad 2.12. Niech f: [—7,n] Xx R — C bedzie okreslone wzorem: f(x,\) = arcsin(cos(z + \i)). Wowczas
wspotczynniki ap(\) oraz bi(\) wymz'ajq sie wzorami:

ap(A) = arcsin(cos(t + Ai))dt = 2 arcsin(cosh \),

ak()\) =

sin kt arcsin cos(t + i) |"
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1
s
1
T
1
s
1
m



oraz

3

arcsin(cos(t + Ai)) sin ktdt

|
3

cos(kt) arcsin(cos(t + \i))
k

A= A=
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arcsin(cos(t + \i))

E

™

= arcsin(cos(t + \i))

—1)*
= ( k) (arcsin(cos(m 4+ A\i)) — arcsin(cos(—7 + Ai))).
T
Przyklad 2.13. Dana jest funkcja f: [—m, 7] x R — C okreslonej wzorem: f(x,\) = M. Z faktu jedno-

znacznosci w przedstawieniu jako szereg Fouriera mozemy wywnioskowaé, zZe skoro

3
e

—T

M = (cosx + isinz)e?,

to ay(\) = e, by (y) = ie*, a wszystkie pozostate wspdtczynniki sq zerowe.
Uwaga 2.14. Rownie dobrze mozna wykonaé wszystkie rachunki by przekonad sie, Ze wspotczynniki tak wtasnie
sie zachowujq.

Uwaga 2.15. Prazyktad 2.13 przedstawia szereg funkcji rownej €2, zatem funkcji nieanalitycznej. Mozemy
stgd wnioskowad, Ze istniejg funkcje nieanalityczne, ktore posiadajg przedstawienie w postaci szerequ Fouriera,
a takze, ze niektore nietrywialne funkcje majqg skorniczony szereq Fouriera.

3 Kryteria zbieznosci

Po zaprezentowaniu samej idei stojacej za nasza teoria, przechodzimy do tematyki kryteriéw zbieznosci
szeregdw Fouriera by pokazaé, ze sg one réwnie naturalnymi uogoélnieniami jak i same szeregi. Przejawia sie
to choc¢by ich prawdziwoscia w przypadku, gdy K = R. Zaczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat 3.1. Dla dowolnej funkcji f: [—m, 7] x R — C ciggtej na przedziale [—7, x| przy statym A zachodzi:

T T

lim f(t, A) cosktdt = lim f(t, \)sinktdt =0 (6)
k—oco o k—oco —x

Dowdd. W dowodzie funkcje f rozdzielimy na Re(f) + i{Im(f). Z ciagloéci f wynika, ze dla dowolnego £ > 0
istnieje taka § > 0, ze
Re(f(t+ M) — f(s+ )| <e

dla wszystkich [t — s| < J, gdzie ¢, s € R. Jest to rownoznaczne z tym, ze dla danych liczb rzeczywistych
M =200 <201 < ... <Xy =T

zachodzi rowosé:

n

/Tr Re(f(t, ) coskt)dt = zm: ' Re(f(t, A) cos kt)dt

-7 n=1Y%n-1

m Tn Tn
= Z (/ cos ktdt —|—/ cos(kt)Re(f(t, \) — f(acn,)\))dt>
n=1 Tn—1 Tn—1
oraz
T m Tk
‘/ Re(f(t, A) cos kt)dt‘ < Z |f(@n, A)] / cos ktdt| + 2me
- n=1 Tk—1
M
< 2—m + 2me

k



gdzie M = max{Re(f(¢,A\)) | t € [—m,7]}. Z tego juz jasno wynika, ze

lim Re(f(t,\)) cos ktdt = 0.

k—o0 -

Dowod dla czesci urojonej funkeji f odbywa sie doktadnie tak samo, jedynie z zamiana Re(f) na Im(f). Zatem

otrzymujemy, ze
T

lim f(t, \) cos ktdt = 0.
k— o0

—T

Natomiast rozwazania z sinusem sa duzo prostsze. Mianowicie, mamy

™ m Tk
’ Re(f(t,\) sinkt)dt‘ <> | f () / sin ktdt| + 2me
-n n=1 Thk—1
M
< 2—m + 27e,
k
co dowodzi, ze
klirn Re(f(t, ) sin kt)dt = 0. (7)
— 00 —r
Postepujac analogicznie z Im(f), wnioskujemy, ze
lim [ TIm(f(t,\)sinkt)dt = 0. 8)
k—o0 —r
Tym samym z (7) oraz (8) wynika, 7e
lim f(t, A)sinktdt = 0.
k—oo J_ .
To koniczy dowod lematu. O

Zauwazmy, ze powyzszy lemat méwi nam, ze wspoOlczynniki szeregu Fouriera zbiegaja do zera przy k
dazacym do nieskoriczonosci, co stanowi warunek konieczny zbieznosci szeregu liczbowego (w tym przypadku
szeregu Fouriera).

Lemat 3.2. Jezeli

Z ai(N) cos kx + b () sin kx
k=0

jest szeregiem Fouriera funkcji f: [—m, m] x A — C catkowalnej na kazdym przedziale [—m, 7] x {A\}, to dla
kazdego \ € A zachodzi warunek:
lim ax(A) = lim bg(A) = 0. 9)
k— o0

k—o0

Dowdd. Ustalmy e > 0. Wowcezas dla funkeji f istnieje funkcja g € C([—m, 7] x A, C) taka, ze:

| 1@ = e nlde < = (10)
Powyzszy fakt mozna znalezé¢ w ksiazce [2]. Zauwazmy teraz, ze z lematu 3.1 wynikaja nastepujace réwnoSci:
lim g(z, A) cos kxdr = lim g(z, \) sinkxdx =0 (11)

k—oo J_ k—oo J_

s ™

Zatem mozemy stwierdzié, ze:

' f(z, ) coskxdz| < /Tr [f(z, A) — g(z, \)|dz + ’/W g(x, ) coskxdr| <e+4e=2¢
oraz B B B
‘ ! f(z, A)sinkzdz| < /W [f(z, A) — g(x, \)|dz + ‘/ﬂ g(z,\)sinkxdr| < e +¢e = 2¢,
dla k dostatecznie duzych. Tym samym udowodnilisémy (9). O



Lemat 3.3. Sume cze$ciowq szerequ Fouriera w punkcie x przy ustalonym A\ mozZemy wyrazié¢ nastepujgco:

1 [T sin(n +
sl A) = f/ o+t + f(o— ) m0 2,
™ Jo 5
Dowdd. Najpierw zapiszemy sume cze$ciowa za pomocy catki Dirichleta:
cos kx sinkx [7 ..
Sn(x,\) = — f t,\)dt + Z f(t A) cos ktdt + f(t + yi) sin ktdt
™ —T
1 1 . .
= f(t,/\) < + Z(cos kt cos kx + sin kt sin kx)) dt
™) 2 —
_ 1 f (t,\) + Z k(t dt
= cos x)
1" ‘ Dt -
_ FEN) sin(n + 2t)_(m x) i@t
T ) . sin 5%

Teraz wystarczy tylko odpowiednio przeksztalcié funkcje pod calka:

Sn(x,/\)—1</ £t sm n+%)f_x)dt+ 0 f(t )\)Sin(n—.i_%)_;_x)dt)
i Sin 5= sin “5*
1 Sln + )t sin(n + )( )
_W</ e m% dt+/ f=62) sm% dt)
_1 sin(n + l)(tfx)
- ;/0 (B2 +7(=44) sttT dt
" 1y
= l/ (f(x+t,A)+f(x—t,,\))(7t2)dt
TJo sin 5
_ 1" sin(n + 1)t
—ﬂﬁ<ﬂﬂ“ﬂﬂﬁw—um>.§2ﬁ

Przy czym przedostatnia réwnosé zachodzi na mocy okresowosci funkcji.

(12)

O

Twierdzenie 3.4 (Kryterium Diniego—Lipschitza zbieznosci szeregéw Fouriera). Zatdzmy, ze f: R x A — C
jest funkcjg okresowq o okresie 2w i catkowalng na [—m, 7] x {A\} dla kazdego N € A. Jezeli istniejq state

dodatnie L, oraz 0 < a < 1 takie, Ze
o+ e M) — Flo, Ao)| < EJel® dla|e] <6
to szereg Fouriera jest zbiezny w punkcie (xg, No) do f(zo, Mo)-

Dowdd. Musimy udowodnié, ze
lim Sn(xo,/\o) f(xo,/\o).

n—oo

Stosujac lemat 3.3 do funkcji f(z, A) = 1, otrzymujemy

- 2 /7\' sin (n —1—1%) tdt
™ Jo 2 sin (it)

Zatem roznice s, (2o, Ag) — f(x0, Ao) mozna wyrazi¢ nastepujaco:

1 sin(n + 1)t

sn (@0, 00) — (a0, No) = — /Oﬂ(f(xo 8 00) 4 o — £ Ao) — 2f (o, o)) SR T2 gy

s Sin 5

2

Przyjmijmy dalej, ze
(rb(tv )\0) = f(l'o + ta A0) + f(xo - t7 A0) - 2f(I07 >\0)



Pokazemy, ze funkcja
¢(Cy >\O)

c

jest calkowalna na przedziale [0, 7]. Istotnie, mamy

S
/
lo(t, M) |o(t, M)t
i) Tt sn(L)

(e, o)

5
de < / 2L\c|°‘_1dc < 00
c 0

Zatem funkcja

jest calkowalna na [0, 7]. Korzystajac z dowodu lematu 3.2, wnioskujemy

. sm + 2t
lim s, (20, Ao) — f(zo, Ng) = lim —/ o(t, —anf ——="dt =0, (14)
n—oo

n—oo ’/T 2

MM—A

co dowodzi, ze
sn (70, o) = f(20, Ao)-

O

Uwaga 3.5. Zauwazmy, ze kryterium nie gwarantuje zbieznosci w catej dziedzinie funkcji. Dla kazdego punktu
na ptaszczyznie zespolonej nalezy sprawdzié osobno czy dany warunek zachodzi.

Whiosek 3.6. Latwo widaé, Ze funkcje z przyktadow: 2.5, 2.6, 2.8, 2.9 1 2.10 spetniajg kryterium Diniego-
Lipschitza, a wiec sq rozwijalne w szereq Fouriera.

Uwaga 3.7. Czytelnik moze sam sprawdzié, ze rowniez klasyczne kryterium Dirichleta-Jordana zbieznosci
szeregow Fouriera jest prawdziwe dla funkcji f: K — C.

4 Rézniczkowalnosé (zespolonych) szeregéw Fouriera

W niniejszym rozdziale bedziemy bada¢ rézniczkowe wlasnosci szeregéw Fouriera funkcji f: C — C.
Zauwazmy, ze jesli zbiér K = C, to woéwczas mozna méwi¢ o analitycznosei funkeji f oraz pytaé, czy mozna
rozniczkowaé szereg Fouriera "wyraz po wyrazie”. Okazuje sie, ze przy pewnych zalozeniach jest to mozliwe.
Zaczniemy od mato znanego klasycznego twierdzenia dla szeregéw Fouriera funkcji rzeczywistych f: R — R.
Szkic dowodu mozna znale7¢ w jednej z pozycji wymienionych w literaturze [5].

Twierdzenie 4.1 (Rézniczkowalnosé szeregéw). Jesli f: [—m, m] — R jest klasy C' oraz f(—7) = f(n), to
szereg Fouriera funkcji f'(x) mozemy otrzymaé, rézniczkujac szereg Fouriera funkcji f(x) wyraz po wyrazie.

Dowdd. Niech

fz) = % n ; ay, cos(kz) + by, sin(kz), (15)
gdzie
1 ™
ay = f/ f(z) cos(kxz)dx, k >0
T™J -7
1 [ .
b = f/ f(x)sin(kz)dz, k > 0.
™ —T
Niech
f'(z) = ?0 + Z a, cos(kx) + by sin(kx), (16)



gdzie

1 ™

ag == — f'(z) cos(kz)dz, k > 0,
™ —T

- 1", .

b = — f(x) sin(kz)dz, k > 0.
77

—T

Zauwazmy teraz, ze catkowanie przez czesci implikuje, ze

Tay = ’ f(x)cos(kx)dr = fa)sinka) |7 f(@) sin(kr) de = —Li)k
. 2 ). 2 2
oraz
wh = ! f(z)sin(kz)dr = M ’ + ! Mdz = %ak

dla k£ > 0. Zatem
@y = kb, oraz by, = —kay dla k > 0.

Ponadto ag = 0. A stad juz wynika teza twierdzenia.

O

Twierdzenie 4.2 (Zalezno$¢ miedzy wspolczynnikami). Jesli funkcja f: C — C, 2m—okresowa wzgledem

zmiennej rzeczywistej spetnia réwnania Cauchy’ego-Riemanna, tzn.

f(Z) = u(tvy) + ’L"U(t,y)

du dv
dt  dy’
du  dv
dy ot

co jest réwnoznaczne jej holomorficznosci, to wowczas miedzy wspotczynnikami w jej rozwinieciu w szereg

Fouriera zachodzq relacje

o) = 1 T,
d
bi(y) = wi(y) — % ac';;y),
gdzie
Y
wr(y) = —% F(t + i) cos ke[ = — ﬁ? £+ i)™

Dowdd. Skorzystamy z calkowania przez czesci,

us

1

ax(y) = - f(t + yi) cos ktdt
1 f(t+yi)sinkt
T k .
1 [Md(u+iv) |
= _ﬁ . T sin ktdt

1 [T dv—1iu) .
= — [ QA G kar

el sin
_ i [T du+iv)
STk ). dy
- 1/7r f(t+ yi) sin ktdt
Tk dy ). 4
_ i dby(y)

E dy -

T 1 (™ df(t+yi) .
— — | I G ktdt
). ar "

sin ktdt

10

(17)

(18)



Analogicznie w przypadku drugiej réwnosci,

s

1
br(y) = — f(t+ yi) sin ktdt
7

—T

1 f(t+yi)coskt|" L[ df(t+yi)

- % ,,,+E _ﬂTcosktdt
1 [ du+:i
:Wk(y)'i‘%/ %cosktdt
1 [ dw—i
= wr(y) + — / Wcosk:tdt
= wi(y) — #/ Wcosktdt
i d [T ,
= wi(y) — i dy f(t + yi) cos ktdt
idak Yy
—nly) - .

O

Whniosek 4.3. Jezeli dana jest funkcja f: C — C taka, ze %5 # 0, to wowczas by (y) jest ciggiem funkcji

niebedgcych funkcjami statymi. Inaczej by bytby niezalezny od y, a cigg ar z réwnosci (17) tozsamosciowo
rowny 0.

Nalezy podkresli¢ wage i znaczenie rownosci (17) i (18), szczegoélnie z tego powodu, ze réownania Cauchy’ego-
Riemanna w analizie zespolonej majg wiele nietrywialnych implikacji. Sa one charakterystyczne dla funkeji
holomorficznych, ale niekoniecznie wszystkich funkcji dwoéch zmiennych, dlatego w szeregach Fouriera tych
funkcji nie musza one by¢ prawdziwe.

Znajac zaleznosci miedzy wspotczynnikami ay i by danego szeregu, przechodzimy do zaleznosci miedzy wspol-
czynnikami szeregu danej funkcji a jej pochodne;j.

Twierdzenie 4.4 (Zaleznos¢ miedzy szeregami). Jesli funkcja f: C — C, 2m—okresowa wzgledem zmiennej
rzeczywistej spetnia rownania Cauchy’ego-Riemanna, to wowczas miedzy wspotczynnikami jej rozwiniecia w
szeregu Fouriera (ax(y), b (y)) a jej pochodnej (ar(y), br(y)) zachodzq relacje

bi(y) = —kar(y), (19)

k(o) = Kbu(y) — Seor(y). (20)

Dowdd. Dzieki warunkom z réwnan Cauchy’ego-Riemanna (réwnoznacznym holomorficznosci) w dowodzie
bedziemy mogli wykorzysta¢ pochodne Wirtingera [6], tzn.

d 1(0 0
dz—z<at"ay)’
ot dz Oy

11



Woéwczas mamy

ar(y) = % f(t+ yi) cos ktdt
1 f(t yi)sin kt |” 1 [T of(t+uyi) .
= - z - - T sin ktdt
/ ( o Hyz)) sin ktdt
dy
_ 2~ 1%

Przeksztalcajac rownosé dla E, korzystajac z poprzedniego twierdzenia, otrzymujemy,

~ ka ( )+Zdbk(y)

bu(y) = =5 = —hax(y).

Podobnie postepujemy z drugim wspotczynnikiem,
1 /" N
bi(y) = — f(t+yi) sin ktdt
T J_

1 f(t+yi)coskt N 1 (™ Of(t+wyi)

= p - — B En cos ktdt
= wi(y) + 7?1k / <2dj;(;) +i97 (ta;r yZ)) cos ktdt

2. i da
— o) + () + 0,

Wobec tego

O

Uwaga 4.5. Jezeli funkcja spetnia réwnosé f(m + yi) = f(—m + yi), to wowczas wi(y) =0, a druga réwnosé

sprowadza sie do

ar(y) = kbr(y).

Pierwsza réwnosé jest prawdziwa niezaleznie od tego, czy wi(y) = 0, czy tez nie.

Widzimy, ze zalezno$ci znéw sa podobne do swoich rzeczywistych analogoéw, jedyna roznica jest zas ciag

wg. Pokazemy prawdziwos¢ tych réwnai na przyktadzie.

Przyklad 4.6. Wezmy funkcje f: [—m, 7] x R — C okreslonej wzorem f(z) = sin(z).
w szeregu Fouriera funkcji f(z) wyrazajq sie wzorami

an(y) = sin(yi) dla k=1,
90 dla k +1,
be(y) = cos(yi) dlak=1,
970 dla k + 1.

Wynika to z faktu, ze

sin(z) = sin(yi) cos(z) + cos(yi) sin(zx).

12

Wowczas wspotczynniki



Mozemy zweryfikowaé, ze takie wspotczynniki spetniajg réwnania (17) i (18), bo
0:%0 dla k # 1,
sin(yi) = idC(;S;yl) dla k=1
O:O—%~O dla k # 1,
cos(yi) =0 — idszfﬂ) dla k= 1.

Ponadto, skoro

dsin(z)
dz

= cos(z) = cos(yi) cos(z) — sin(yi) sin(x),

to widzimy, ze wspotczynniki

an(y) cos(yi) dlak=1,
a =
"0 dlak#1,
be(y) = —sin(yi) dla k=1,
=0 dla k# 1

spetniajqg réwnania (19) i (20) opisujgce zaleznosci miedzy wspdtczynnikami w szeregu Fouriera danej funkcji
a w szerequ Fouriera jej pochodnej.

5 Zastosowania szeregéw Fouriera

W niniejszym rozdziale zaprezentujemy zastosowania szeregéw Fouriera do liniowych sparametryzowanych
réwnan rézniczkowych o wartoéciach zespolonych. Bedziemy rozpatrywali nastepujace réwnania rézniczkowe:

y'(0) +y' () +y(t) = [t M),
gdzie f: R x A — C oraz A jest dowolnym domknietym podzbiorem R. Ponadto zakladamy, ze
(1) dla kazdego parametru A € A oraz t € R funkcja f spelnia warunek f(¢ + 2w, \) = f(¢, \),

(2) dla kazdego A € A, funkcja f(¢, A) ma postac:

—|— Z ar () cos(kt) + b (\) sin(kt),

(3) funkcje ax: A — C oraz bi: A — C sa ciagle.

Lemat 5.1. Rownanie rézniczkowe

y'() + 9 (1) +y(t) = f(2 )
posiada rozwigzanie.

Dowdd. Poszukujemy rozwigzanie w postaci:

ya(t) + Z Ak(X) cos(kt) + By () sin(kt).

13



Wyrazamy odpowiednio pochodng pierwszego i drugiego rzedu funkcji y za pomocy szeregu,

Z kBi()) cos(kt) — kAg(\) sin(kt),
= Z —k2A(N) cos(kt) — k2 Bi(X) sin(kt).

Podstawiajac wspotczynniki do réwnania i przyréwnujac do prawej strony, otrzymujemy:

|
S
o
—
>
Ny

{ —k2Ag(N) +EBy(N) + As(N) = ax(N) { (1= k) Ag(N) + kBr())
—k?B(\) = kAg(N) + Br(\) = br() —kAr(N) + (1 = k) By (M)

dla k£ > 1. Jest jasne, ze jesli k = 0, to Ag(A) = ap(A). Jesli k = 1, to z powyzszego ukladu réwnarn wynika,
7e A1(A) = —by (k) oraz By(\) = a1 (). Rozwiazujac powyzszy uklad rownan niewiadomych Ag (), Bi(\) dla
k > 1, otrzymujemy rozwiazania:

ar(\)(1— k) = kbe(N)
A == (1—k2)2 +k2k ’
E(A)(1 — k2 kag (A

Wobec tego rozwiazanie y,(t) ma nastepujaca postac:

ya(t sin(kt).

(1—Fk2)2 + k2 (1—Fk2)2 4+ k2

Zauwazmy, ze powyzszy szereg trygonometryczny jest zbiezny, poniewaz

+I;ak )(1 = &%) — kbr(\) cos(ht) + bi (A )51_;C )+ kax(\)

J +§ ax( 1(1_—klz<:2)+ :Sk()\) cos(kt) 1 bk(Azil__kijg :Z?(A) sin(kt)

< aoé)\) +§ ak()\()l(l—k];;g;:gk()\) cos(ht) + bk()\zil—klzjgigk()\) o (kt)’

s @ +§:< ak(A)fl__kf)?;:gk(A) lcos(kt)| + bk()\él__k];jgizzk(/\)’|sin(kt)|)
<|%5 +Z Jak ()] + b >|>(§’f;’;;+1;2 < aoék)‘+]§<lam>|+|bk<x>|>(k_f)2+l
S aoé)\) *ZQM 2) 7 < aoéA)‘+4M(/\)+

gdzie ostatnie oszacowania wynikaja z faktu, ze ciagi ax(\) 1 bi(\) sa ograniczone przez stata M (\), poniewaz
ag(\) oraz by (\) zbiegaja do zera przy k — oo dla kazdego A € A. Tym samym udowodnili$my, Ze rozwiazanie
yx(t) jest poprawnie okreslone, co koriczy dowdd. O

Uwaga 5.2. Odnotujmy, ze lemat 5.1 mozna wogdlnié na przypadek réwnan riézniczkowych n-tego rzedu o
dowolnych zespolonych wspétczynnikach:

any™ () + an1y" V() + 4+ a1y (1) + aoy(t) = F(t,N),
gdzie a; € C dla i = 0,1,...,n. Jednakie w niniejszej pracy ograniczyliSmy sie do réwnan rizniczkowych
drugiego rzedu, poniewaz one odgrywajq duzq role we fizyce i, co wiecej, zrozumienie metody dla réunan

drugiego rzedu pozwala tatwo stwierdzié, ze zaprezentowany wynik jest rowniez prawdziwy dla rownan wyzszego
rzedu.
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6 Otwarte problemy

Na zakoniczenie przedstawiamy gléwne i najbardziej znaczace zagadnienia powiagzane z omoéwiong teoria,
ktore wymagaja dalszych analiz.

e Czy istnieja jeszcze jakies kryteria zbieznosci dla szeregéw Fouriera funkcji zespolonych, ogdlniejsze /inne
niz te bedace uogodlnionymi wersjami kryteriéw Diniego-Lipschitza i Dirichleta-Jordana?

e Jakie mozliwe implikacje mozemy otrzymaé dzieki odpowiednikom rownan Cauchy’ego-Riemanna dla
wspotezynnikow szeregow, tj. rownan (17) 1 (18)7

e Czy metoda szeregdéw Fouriera moze by¢ zastosowana w teorii bifurkacji zaréwno zwyczajnych réwnan
rozniczkowych, jak i réwnan rézniczkowych czastkowych?
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