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1 Wstep

Znanym i bardzo uzytecznym faktem jest, ze odbicie ortocentrum wzgledem prostej zawierajacej bok trdjkata
ABC lezy na okregu opisanym {2 na tym trdjkacie.

Ponadto odbicie ortocentrum wzgledem $rodka boku ABC', réwniez lezy na Q.

Zbadamy trojkat DEF o wierzchotkach bedacych odbiciami ortocentrum wzgledem trzech prostych zawierajacych
boki ABC.

Wyrézniamy dwie wlasnosci wyzej opisanej konstrukcji:

1) Odbicie ortocentrum zachowuje okrag opisany na tréjkacie.

2) Otrzymany w ten sposéb odbity trojkat mozna skonstruowaé biorac drugie przeciecie cevian przechodzacych
przez ortocentrum z okregiem opisanym na tréjkacie.

Podobnie dla odbijania ortocentrum wzgledem srodkéw bokéw ABC.
Konstruujemy trojkat DEF'| ktérego wierzchotkami sa obrazy odbié¢ ortocentrum wzgledem srodkéw bokéw ABC.

Twierdzenie 1.

1) Odbicie ortocentrum wzgledem $rodkéw bokéw ABC' zachowuje okrag opisany 2 na ABC.

2) Otrzymany w ten sposéb odbity tréjkat DEF mozna skonstruowaé biorac drugie przeciecie cevian przechodza-
cych przez $rodek Q, z Q.

3) Obrazem odbié¢ ortocentrum DEF wzgledem $rodkéw bokéw DEF jest ABC.

(a) Odbicia ortocentrum wzgledem $rodkéw (b) jest to réwnowazne z odbijaniem wzgledem $rodka
bokéw zachowuja okrag opisany na tréjkacie opisanego
Rysunek 1

Dowéd
1) Jest opisany w Bibliografia 1.

2) Oznaczenia tak jak na Rysunku 1(b).
M to $rodek boku AB.

JJ%I : M —-D Hg— P

ZHDP = 90° wiec O € PC

Czyli CO i HM przecinaja si¢ na okregu.



Analogicznie dla AO i BOO)

3) Wynika wprost z 2)
Od tej pory odbicie ortocentrum oznacza ekskluzywnie odbicie ortocentrum wzgledem prostych zawierajacych
boki tréjkata.

7 uwagi na te obserwacje, problem mozemy uogé6lni¢ do rozwazania drugich przecie¢ cevian przechodzacych przez
punkty szczegdlne ABC, z Q.
Czyli funkcji tréjkat w tréjkat, zachowujacych okrag opisany.

Twierdzenie 2.
fr to taka funkcja ze fr(ABC) jest tréjkatem wyznaczonym przez drugie przeciecia symedian ABC z ().
Zachodzi fr(fr(ABC)) = ABC

Rysunek 2: L to punkt Lemoine’a tréjkata ABC

Dowéd
Konstruujemy tréjkat fr(ABC) = GPH tak jak na rysunku. Teza jest réwnowazna z wspétliniowoscia AD z
PJ (gdyz PJ jest GPH). Zauwazmy jednak, ze z Twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanych szesciokatow
KDCIJH, KBDIGJ proste JD,GB,CH przecinaja si¢ w punkcie Lemoine’a. Wynika stad, ze punkt Lemoine’a
ABC pokrywa sie z punktem Lemoine’a GPH[]

2 Odbijanie Ortocentrum

Skoro nasze funkcje zachowuja okrag opisany {2 na tréjkacie, to mozemy w taki sposéb przesunadé i przeskalowaé
), zeby stal sie okregiem jednostkowym.

Mozemy wiec wygodnie zapisa¢ wierzcholki tréjkata jako liczby zespolone w postaci biegunowej (promien réwny
1).

Niech S bedzie zbiorem wszystkich tréjkatow wpisanych w okrag jednostkowy.

fu: S — S taka ze fr(x) to tréjkat uzyskany przez odbicie ortocentrum z wzgledem bokéw z.

Jezeli fy(x) =y to tréjkat x nazywamy pierwotnym, a y odbitym.

Niech F(xz,n) = fj:(x) oznacza n-krotne zlozenie fg.

W miejsce H mozna wstawi¢ dowolny punkt szczegdlny tréjkata.

Wtedy fx, (z) oznacza tréjkat, ktérego wierzchotkami sa drugie przeciecia cevian x przechodzacych przez X,

Najbardziej zainteresowaly mnie zlozenia tych funkcji. Wiec w Geogebrze zaczalem od odbijania ortocentrum
wzgledem bokdéw trojkata. Jednak szybko odkrylem, ze zrobienie pieciu odbié¢ zajeto ponad pdt godziny, a same
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rysunki szybko staly sie malo czytelne. Postanowilem wiec napisaé¢ kod, ktéry zasymuluje wielokrotne odbijanie
ortocentrum.

Oto kilka przykladéw zasymulowanych przez méj kod (wiecej w sekcji Dodatek).
Ponumerowane sg kolejne ztozenia f,

(a) (b)

Trzykrotne ztozenie dla biegunowych 0.37,0.67,1.27. Pieciokrotne zlozenie

Rysunek 4: Pie¢ zlozen i cztery widoczne tréjkaty, oznaczaja wystapienie cyklu

(a) (b)

Trzykrotne zlozenie dla biegunowych 0w, 1/27,2/37. Trzydziestokrotne ztozenie

Rysunek 5

Twierdzenie 3.
Przy odbijaniu ortocentrum, trojkat degeneruje sie do prostej po odbiciu, wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostokatny.



Dowdd

Jedli tréjkat jest prostokatny, to jego ortocentrum pokrywa sie z wierzchotkiem naprzeciwko przeciwprostokatne;j.
Odbicie punktu wzgledem prostej na ktérej lezy, zachowuje ten punkt. Wynika stad, ze odbicia wzgledem przy-
prostokatnych pokrywaja sie, wiec obrazem tréjkata prostokatnego po odbiciu ortocentrum jest prosta.

Jedli trojkat jest ostrokatny, to ortocentrum lezy w jego wnetrzu.
Jesli trojkat jest rozwartokatny, to ortocentrum lezy na zewnatrz tréjkata.

Rysunek 6: Odbicia D nienalezacego do zadnej z prostych, wzgledem prostych

Oczywistym jest, ze jeSli D # A i proste wzgledem ktérych odbijamy D sa rézne, to D' # D”.
Wynika stad, ze kazde dwa obrazy odbitego ortocentrum tréjkata sa rézne.

Obrazy te nie moga leze¢ na jednej prostej, poniewaz leza na okregu.

Trzy rézne punkty nielezace na jednej prostej, wyznaczaja trojkat.

2.1 Katy

Lemat 1.

Nietrudno sprawdzié, ze po odbicu ortocentrum, w przypadku tréjkata ostrokatnego jego katy («, 3,7) przechodza
na katy (180° — 2«, 180° — 23, 180° — 2v) tr6jkata odbitego.

Natomiast jesli np. a > 90°, to katy tréjkata rozwartokatnego («, 3,7) przechodza na katy (2« — 180°,20,27)
tréjkata odbitego.

7Z Twierdzenia 7.

Tréjkat posiadajacy katy (z,y, z) mozemy zawsze otrzymacé z tréjkatéw o katach:
(3% 55, =5)

Tréjkat prostokatny (3, a, 5 — ).

Kat (7) mozemy otrzymac z (ng), (#) lub (3).

Zdefiniujmy ciag katow (z, )52y gdzie xg = 5.

T—X;
T3i+1 = —5 -
o X
(Tn)nzo | T3it2 = 5
_ Tt
T3i4+3 = %

Jesli tréjkat o posiada kat, bedacy elementem (z,)52, to f7;(x) dla pewnego n moze by¢ tréjkatem prostokatnym.
Jedli z nie posiada zadnego kata nalezacego do zbioru elementéw (x,)5, to f7;(z) dla dowolnego n nie moze by¢
tréjkatem prostokatnym.

Zdefiniujmy ciag (yn)3, gdzie yo = 3.



Y3i41 = —5

oo _ 14y

(Yn)no § Ysite = =
Y3i+3 = %

Zauwazamy ;T = x;.

Twierdzenie 4.

Zbiér wyrazéw ciagu (yn)o2, jest zbiorem wszystkich utamkéw w postaci 0 < % < 1 gdzie k,l € N,.
Nazywamy ten zbiér utamkéw K.

Dowdd

Baza indukcji: yg = %,yl = i,yg = %
Zalozenie indukcyjne: Wszystkie utamki w postaci % gdzie 0 < k < 2!, naleza do zbioru wyrazéw ciagu (Yn)olp-

Udowodnimy, ze ulamki 21% gdzie h < 271 h € N, réwniez naleza do zbioru wyrazéw ciagu (y,)3 .
h _ 1ty

2FT = T2

=14y

Jedlih > 2 to h =2 +m,m € N,.

213-lm =14+ y

S=Y

Jedli h < 2 to h =2' —m,m € N,

2l2—lm —1— y

q=Y

Przypadek h = 2! jest trywialny.

Stad zbiér wszystkich utamkéw K jest podzbiorem zbioru wyrazéw ciagu (v, )5 .

yi € K = y3i11,¥3i42,y3i+3 € K.

Wynika stad, ze w zbiorze wyrazéw (y,)52, nie ma elementéw nienalezacych do K.
Czyli oba zbiory sa rowne.

Il

Twierdzenie 5.

Niech L = {k[k € R, & € K}.
Jesli zaden z katéw tréjkata z, nie nalezy do L, to Vyen, ff;(z) nie zdegeneruje sie do proste;.

Dowoéd
Wynika z Twierdzenia 4. i Twierdzenia 3.

2.2 Cykle

Cykl to jak dla pewnego x Jg pen, Vien Fx(z,a) = Fx(z,a + bz).
Przyktadami cykli sa:



(a) Tréjkat réwnoboczny O, 2, 47, (b) 0.157,0.37,0.67.

3773

Rysunek 7

Zdefiniujmy kat wymierny, jako kat zapisywalny w radiantach w postaci mr gdzie r € Q.

Twierdzenie 6.

Jesli tréjkat « posiada wszystkie katy wymierne i zaden z nich nie nalezy do zbioru L, to 3, pen, Voen Fx(z,a) =
Fx(z,a+ bz).

Dowdd

Jesli katy trojkata sa wymierne, to mozna zapisaé je w postaci (27r, 27s, 2nt) gdzie r,t,s € Q.

Mozna wtedy sprowadzié liczby r,t, s do wspdlnego mianownika i przemnozy¢ licznik i mianownik przez 2, w celu
uzyskania parzystego mianownika.

Zapisujemy wiec (277, 27s, 27t) jako (277%, 277%,2#%) gdzie j, k,l,m € N.

Dzielimy teraz okrag opisany na 2m réwnych tukéw, tak aby wierzcholki tréjkata pierwotnego nie zawieraly sie
w zadnym z tukéw, tak jak na rysunku 7(b).

Otrzymujemy 2m-kat foremny M.

Wielokat foremny o parzyscie wielu wierzchotkach posiada wazng dla nas wlasnosé:

Dowolna prosta miedzy wierzchotkami 2m-kata jest réwnolegta do pewnej osi symetrii 2m-kata.

Wezmy teraz trojkat o wierzchotkach nalezacych do zbioru wierzchotkéw M.

Kazdy z jego bokéw jest réwnolegly do pewnej osi symetrii M.

Wynika stad, ze kazda z wysokosSci naszego trojkata jest prostopadia do pewnej z osi symetrii M.

Oznacza to, ze drugie przeciecie wysokosci tréjkata z €2, jest obrazem odbicia pierwszego przecigcia wzgledem osi
symetrii prostopadiej do danej wysokosci.

H2

(a) Przyklad cyklu z widoczng réwnoscia tukéw (b) 2m-kat foremny

Rysunek 8

W takim razie jesli wierzcholki x naleza do zbioru wierzchotkéw M, to wierzcholki f(x) réwniez naleza do tego
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zbioru.

p= (2§”) To liczba wszystkich mozliwych tréjkatéw o wierzchotkach z zbioru wierzchotkéw M

Z Zasady szufladkowej Dirichleta w multizbiorze {Fg(z,1), Fg(x,2),... Fg(x,p + 1)} wystapia dwa takie same
trojkaty.

O

2.3 Przodkowie tréjkatéw odbitych wzgledem ortocentrum

Twierdzenie 7.
Dla kazdego tréjkata x mozemy skonstruowaé¢ doktadnie 4 trojkaty pierwotne x1,x9, x3, x4 takie, ze fy(x;) = x.
Innymi stowy kazdy tréjkat posiada dokladnie 4 przodkéw.

Dowdéd
Majac dany tréjkat ABC mozemy skonstruowaé tréjkat pierwotny, przecinajac AI, BI, CI z okregiem opisanym.

A

Rysunek 9: Okregi trojlidciowe

Z trzykrotnie zastosowanego Twierdzenia o Tréjlisciu, otrzymujemy okregi (AIB), (BIC), (CIA) o $rodkach od-
powiednio F, D, E.

P(A,(AIB)) = P(A,(CIA)) oraz P(I,(AIB)) = P(I,(CIA)) wigc AI 1 FE.

Analogicznie otrzymujemy BI | DE oraz CI 1 DF

Stad I jest ortocentrum DEF, czyli fp(DEF) = ABC (przeciecia wysokosci z okregiem)

Majac dany tréjkat ABC mozemy skonstruowaé tréjkat pierwotny w drugi sposob, przecinajac Ala, BI4,Cla z
opisanym, gdzie I4 to srodek okregu A-dopisanego.



Rysunek 10: Ceviany z srodka A-dopisanego

Tak jak poprzednio udowdonimy ze I4 to ortocentrum DEF' (to ze I4 lezy na zewnatrz tréjkata nie ma znaczenia).
Oznaczmy katy przy A, B, C odpowiednio 2a, 23, 2.

/ZDEI4 = Z/BAD = « (luk BD).

LDFIy = /ZGAD = a (luk CD).

LEIZF =360° — LIpBA — Z14,CA — ZA =360° — (90° + 3) — (90° 4+ v) — 2ae = 90° — «v.

Wiec ED 1 I4F oraz FD | I4F.

Czyli fg(DEF) = ABC (odbijanie ortocentrum dziata dla rozwartokatnego).

Uwazny czytelnik moze zauwazy¢, ze jesli dwusieczna zewnetrzna jest styczna do okregu opisanego, to dowdd tez
jest poprawny.

Cztery tréjkaty pierwotne konstruujemy przecinajac ceviany ABC' z okregiem opisanym, wzgledem kolejno I, I 4, I5, I¢
Nie istnieje wiecej trojkatow pierwotnych, poniewaz Lemat 1. daje 4 mozliwosci na katy po odbiciu.

(180° — 2av, 180° — 23, 180° — 27), (2ae — 180°, 23, 2), (2c, 23 — 180°, 27), (2av, 23, 2y — 180°).

Jedli obrocimy trojkat pierwotny wzgledem O, to obrécimy réowniez trojkat odbity o ten sam kat wzgledem O.
Tylko tréjkat réwnoboczny mozemy obrécié¢ o kat inny niz 360° wzgledem O i otrzymaé ten sam trdjkat(ale nie-
trudno ten przypadek rozwazy¢ oddzielnie).

Wynika z tego, ze nie istnieja dwa rézne tréjkaty o tych samych katach i tym samym skierowaniu.

Bo obrét przektadajacy pierwszy pierwotny na drugi pierwotny, nie przetozyltby obrazu odbitego na siebie samego.

Twierdzenie 8.
lim f7'(z) dazy do tréjkata réwnobocznego, przy n dazacym do nieskonczonosci.
n—oo

Dowéd

Oznaczmy tuki niezawierajace wierzcholkéw tréojkata x przez x[1], z[2], z[3].
Zauwazamy, ze suma z[1] + x[2] + x[3] = 27 jest stala, niezalezna od z.
Prayjmujemy, ze fr(x)[1] = #2525, fr(a)[2] = =HEHEL, pr(a)[3) = =2,
Stad fi(2)[1] = fr(@)[2] = 2 — 2L = S (af2) — o)),

lim | f7 ()] - Jr@)2) | =o.
T | fp@)[2 - f@)08]] =o.
N | f7(@)08] — 7@ | =o.

Jako ze suma f7'(x)[1] + f7'(x)[2] + f]'(x)[3] jest stala,
Jim f7'(z) dazy do réwnosci f1'(x)[1] = f(x)[2] = f}(x)[3], przy n dazacym do nieskonczonosci.

Stad lim f7'(x) dazy do tréjkata réwnobocznego, przy n dazacym do nieskonczonosci.
n—oo
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Twierdzenie 9.

fu(fir(z)) ==

Dowdd
Zauwazmy, ze fr(x)[1] =
Stad wynika, ze tréjkat fr(z) zawsze jest tréjkatem ostrokatnym.

[2+2[3] _ 180° _ gqo
e < Sy =90

Rysunek 11: ABC odbity, DEF pierwotny

Trojkat fr(z) jest ostrokatny, wiec ortocentrum z lezy wewnatrz x.
Odbicie H wzgledem AB, oraz wzgledem BC, daje nam odpowiednio punkty F'i D.

BD = BH = BF — BD=BF.

Stad BE jest dwusieczng ZFED.

Analogicznie AD jest dwusieczng ZFDFE i C'F jest dwusieczng /DFE.
Wiegc ortocentrum ABC jest srodkiem okregu wpisanego tréjkata DEF.

3 Dodatek

Rysunki w dziale o ortocentrum zostaty zrobione za pomoca tego oto programu.

#include <bits/stdc++.h>
#include <complex>

#include <SFML/Graphics.hpp>
using namespace std;

complex<double> ref (complex<double> a,complex<double> b, complex<double> h){
return a + b — axbxconj(h);}

sf:: Vector2f Jedno(complex<double> x){return sf:: Vector2f((2+real(x))*100,(24+imag(x))*100);};

int main(){

int n;cin>>n;

double k=3.0,1=2.0/3.0,m=0.0;
cin>>k>>1>>m;

complex<double> t[3xn+3];
t[0]= polar (1.0,k«xM_PI);
t[1]= polar(1.0,1xM_PI);
t[2]= polar (1.0,mxM_PI);

complex<double> h;
sf:: Vertex H[n];



for (int i=0;i<n*3;i+=3){
h = (t[i] + t[i+1]) + t]
(

i+2];

H[i/3].position = Jedno(h);
H[i/3].color=sf:: Color::Red;

t[143] = ref(t[i+1],t[i+2],h);
t[i44] = ref(t[i],t[1+2],h);
t[1+45] = ref(t[i],t[i4+1],h);

}

for (int 1=0;i<3%n;i+=3) cout<<t[i]<<’-'<<t [i+]l]<<’ - <<t [i+2]<<endl;

sf:: Vertex v[6xn];
for (int i=0;i<n*6;i+=6){

complex a=t[i/2];
complex b=t [i/2+1];
complex c=t[i/2+2];

v[i+5].position = Jedno

v[i+40].position = Jedno(a);
v[i+1].position = Jedno(b);
v[i+2].position = Jedno(b);
v[i+3].position = Jedno(c);
v[i+4].position = Jedno(c)

(a)

i+

]. color=sf:: Color(56+(1+2%1)%200, 56+ (1+3%1i)%200, 56+(1+5xi)%200);

}
sf:: ContextSettings settings;
settings.antialiasinglLevel = 8.0;

sf :: RenderWindow window (sf :: VideoMode (800, 600), ”Odbijarka”, sf::Style:: Close, settings);

st

:: CircleShape unit (1.f);

unit.setPosition (100.f,100.f);
unit.setScale (100.f,100.f);
unit.setOutlineThickness (0.01);
unit.setOutlineColor (sf:: Color :: Black);

window . clear (sf :: Color :: White );
window . draw (unit );
window .draw (v, 6%n, sf::Lines);
window .draw (H, n, sf::Points);
window . display ();

while (window.isOpen()){

}

sf:: Event event;
while (window.pollEvent (event)) if(event.type = sf::Event:: Closed) window. close ();
window . display ();

return 0;}

Trojkat poczatkowy zapisujemy za pomoca liczb zespolonych w formie biegunowej, o promieniu 1, aby wykorzystac
wzor na odbijanie punktu wzgledem cieciwy okregu jednostkowego.

Potem iterujemy odbicia ortocentrum.

Na koncu jednokladnoscia skalujemy obraz i dostajemy nasza grafike.

(Mozna tez latwo zasymulowaé odbicia wzgledem symediany i Srodka okregu opisanego)

4 Podziekowania

Dziekuje Janowi Dorosinskiemu, Antoniemu f.uczakowi i Norbertowi Namysto za pomoc. W szczegblnosci dzie-
kuje Doktor Oldze Ziemianskiej oraz Doktorowi Dominikowi Burkowi, dzieki ktérym praca jest znacznie bardziej
zorganizowana i czytelna.
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