Odwzorowania addytywne 1 geometria

Franciszek Hansdorfer

28 kwietnia 2023

1 Wstep

W niniejszej pracy badam przeksztalcenie plaszczyzny, ktore ma paradoksalne
wlasnosci. Z jednej strony jest ono nieciagle w kazdym punkcie, czyli bardzo nie-
regularne. Z drugiej strony jest addytywne i zachowuje podstawowe wlasnosci
geometryczne: prostopadlo$é oraz réwnosé odlegloéci. Wynika z tego, ze prze-
ksztalca ono tréjkaty, prostokaty, kwadraty, okregi na figury tego samego typu.
Zatem w sensie geometrycznym jest regularne.

Bardzo dziekuje panu dr. hab. Mariuszowi Skalbie za pomyst tematu tej pracy
i opieke merytoryczna.
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2 Elementy teorii cial

Rozwazmy zbior

K =Q(V?2) = {a+ bv2|a,b € Q}.

Ten zbiér ma specjalne wlasnosci. Mianowicie:
Lemat 2.1. K jest cialem.

Dowdd. Poniewaz K C R, wiec elementy K sa zwyklymi liczbami rzeczywisty-
mi. Ponadto dodawanie i mnozenie w K to zwykle dzialania arytmetyczne na
liczbach. Zatem sa one przemienne i laczne, oraz maja jako elementy neutralne
0il.
Pozostaje sprawdzié, ze K jest zamkniete ze wzgledu na dodawanie, mnozenie i
branie elementu odwrotnego.
Niech & = a + bv/2, y = ¢+ dv/2, gdzie a,b, ¢, d € Q.
Mamy:

r4+y=(a+bV/2)+ (c+dV2) = (a+c)+ (b+ d)V?2,

z-y = (a+bvV2)(c+dv2) = ac+ adV2+bev/2+2bd = (ac+ 2bd) + (ad+be) V2.
Zatem réwniez x +y,z -y € K, gdyz:
a+c,b+d,ac+ 2bd,ad + bc € Q.

Ponadto, jesli = a + bv/2 # 0, to:

Ca+by/2  a?—2b2 T a2 — 202 a2 — 2b2

o1 1 a—b\/ﬁ_ a b V3eK.

Oczywiscie réwniez:
0=0+0vV2€ K

1=140V2e K

zatem K jest ciatem.

Definiujemy funkcje o : K — K:
ola+bvV2) :=a—bv2.
Lemat 2.2. ¢ jest automorfizmem ciala K.

Dowdd. Niech z = a+bv2, y =c+dv2; a,b,c,d € Q , wtedy:

o(z+y) = o(atet(b+d)V2) = atc—(b+d)V2 = a—bV2+c—dV2 = o(z)+0(y),

olzy) =0 ((a +b0V2)(c + d\/§)) = o(ac+ adv2 4 bev2 + 2bd) = o ((ac + 2bd) + (ad + bc)\f?)
= (ac + 2bd) — (ad + bc)V2 = (a — bV2)(c — dV2) = o(z)o(y)



o(l)=1
o(0) = 0.

Zatem funkcja o jest nietrywialnym automorfizmem ciala K.
O

Zbadamy teraz ciaglo$¢ funkcji . W tym celu skorzystamy z definicji cia-
glosci funkcji Heinego:
f jest ciagla w punkcie xg wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vo, ek @ im x, =29 = lim f(x,) = f(x0)

Twierdzenie 2.3. o jest nieciggla w kazdym punkcie

Dowéd. Niech zg = a + by/2, gdzie a,b € Q.

Przypadek 1.: b # 0
Niech a+bv/2 = (co, c1c2¢3...) o, gdzie ¢ € Z, c1,¢2,¢3,... € {0,1,...,9}, bedzie
rozwinieciem dziesietnym liczby a + bv/2.

Ty := (co, C1€2...Cn )1

lim z, = a+ bvV2 = z

o(zo) =a—bv2

xn € Q, wiec o(zy) = zp.
Wiec:

lim (o(x,)) = a+ bV2.

Zatem o jest nieciggla w punkcie a+bv/2, gdzie a,b € Q, gdy a+bv/2 # a—b\/2,
czyli gdy b # 0.

Przypadek 2.: b= 0
Gdy b =0, to zp = a, gdzie a € Q.
Niech z,, = a + (1 — v/2)™.
Poniewaz |1 — /2| < 1:

lim z, = a.
n—oo

Korzystajac z wlasnoéci funkcji o, mamy:
o(zn) =cla+ (1 —V2)") =a+ (1+V2)".

Poniewaz 1 +v2 > 1:
lim (o(z,)) = c0.

n—oo
Zatem o jest nieciggla w punkcie a € Q.
Ostatecznie taczac oba rozpatrzone przypadki, dowiedliSmy, ze o jest nieciagla
w kazdym punkcie nalezacym do dziedziny.
O



3 Podstawy algebry liniowej

3.1 Definicja przestrzeni liniowej nad cialem L

Zbiér V (z dzialaniem +, operacja mnozenia przez skalary z ciala L oraz ele-
mentem #) nazywamy przestrzenig liniowa nad ciatem L, gdy Vo g.1evVaper :

a+f=0F+a
at+(B+7)=(a+8)+y
a+0=a«a

VaevIsevia+6 =10
ala+ 0) =aa+af
(a+b)a=aa+ba

(ab)a = a(ba)

lao =«

3.2 Definicja przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W

Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem L i niech ¢ bedzie prze-
ksztalceniem zbioru V w zbiér W. Wtedy przeksztalcenie ¢ nazywamy prze-
ksztalceniem liniowym, gdy Vo, gevVacr :

p(a+ ) = o(a) + ¢(B)

¢(0) =0

3.3 Iloczyn skalarny dla przypadku L C R

Niech:
a = (x1,x,...,T,), gdzie 21, X9, ...,x, € L

ﬁ = (yl;y% ~~~7yn)a gdZie Y1,Y2, -, Yn € L

Jezeli L C R, to iloczyn skalarny mozemy zdefiniowaé w nastepujacy sposob:

(o, B) = 131 + Toy2 + ... + TpYn.

Zatem:

lall = Ve, ) = /ot + a3 + ... +aF,

oraz:

(e, ) = || =«



4 Addytywna nieciggla inwolucja K? i jej geo-
metryczne wlasnosci

Niech przeksztalcenie F : K? — K? bedzie okreslone wzorem:

F((z,y)) := (o(x),0(y)), gdzie z,y € K.

Odnotujmy przede wszystkim, ze z analitycznego punktu widzenia przeksztal-
cenie F' jest bardzo nieregularne. Zachodzi mianowicie:

Twierdzenie 4.1. Przeksztalcenie F jest nieciggle w kazdym punkcie (zg, yo) €
K2,

Dowdd. Niech x, bedzie ciagiem elementéw z K takim, ze:

lim z, = g

n—oo

ale nie jest prawda, ze
lim o(z,) = o(xo)

n—oo

(taki ciag istnieje na mocy twierdzenia (2.3)).
Rozpatrzmy teraz ciag (x,,yo). Mamy:

lim (xnayo) = (x07y0)~

n—oo
Natomiast

Jim F((2n,40)) = lim (o(2n),0(y0))-

n—oo

Ten ciag nie jest zbiezny do F'((zo, o)), gdyz

F((z0,90)) = (o(20),0(y0))

Uwaga

Mozna tak zmodyfikowa¢ metryke d w K 2 aby F bylo ciagte.
Dla P,Q € K? definiujemy d w nastepujacy sposob:

d(P,Q) = d(P,Q) + d(F(P), F(Q))-

Wowecezas F jest ciagle, gdyz jest izometria:

d(F(P),F(Q)) = d(F(P), F(Q)+d(F(F(P)), F(F(Q))) = d(F(P), F(Q)+d(P,Q) = d(P, Q).

Niestety metryka d jest bardzo nieintuicyjna. Nie ma nic wspolnego ze zwyktla
metryka euklidesowa.



Uwaga
Przeksztalcenie F' nie jest K-liniowe, gdyz na przyktad:

Ale:
V2F((1,0)) = v2(1,0) = (V2,0).

Twierdzenie 4.2. F jest addytywne, to znaczy:

Var g weanek P F((@101) + (2,92)) = F((21,41)) + F((22,12))
Ponadto F jest inwolucjg, czyli F o F = idg=.

Dowdd.

F((w1,y1) + (w2,92)) = F((x1 + 22,51 + y2)) = (0(21 +22),0(y1 + y2))
= (o(z1),0(y1)) + (0(22),0(y2)) = F((z1,91)) + F((72,92))-

Zatem F jest addytywne.
Mamy réwniez:

F(F((z,y))) = F((o(z),0(y))) = (0(o(2)), 0(0(y))) = (,9)-

Zatem F jest réwniez inwolucja.

O
Twierdzenie 4.3. (z1,y1) L (z2,92) = F((x1,11)) L F((x2,12))
Dowdd. Przeksztalcamy réwnowaznie zatozenie:
(z1,91) L (22, 92)
((x1,91), (22,92)) =0
122 + y1y2 = 0. (1)

Przeksztalcamy réwnowaznie teze:

F((z1,y1)) L F((22,92))
((o(z1),0(y1)), (0(x2),0(y2))) =0
o(z1)o(x2) + o(y1)o(y2) = 0. (2)

Stosujemy automorfizm o do obu stron zalozenia (1) i otrzymujemy teze (2):

o(z122 + 1192) = 0(0)
o(z1)o(z2) +o(y1)o(y2) =0



Twierdzenie 4.4. Niech A,B,C,D € K?2.
Zalozmy, Ze:
d(A,B) =d(C,D).

Wowczas:

d(F(A), F(B)) = d(F(C), F(D)).

Dowdd. Niech: A = (anyA)a B = ($B7?JB)7 C= (xCayC)7 D = (‘rDayD)7
gdzie: x A,YA,-.,xp,yp € K.
Mamy: F(A) = (o(xa),0(ya)), ..., F(D) = (c(zp),o(yp)) oraz

d(F(A), F(B)) (z4))? + (0(yp) — o(ya))?

d(F(C), F(D)) (xc))? + (o(yp) — o(yc))?.
Ponadto:

I
P
2
&
s
|
Q

I
P
Q
=
S
\
Q

d(A, B) = /(x5 — 24)* + (yB — ya)?
d(C,D) = /(zp — zc)? + (yp — yc)?

i z zalozenia mamy:

V(@p —2a)?+ (ys —ya)?> =V (zp —xc)* + (yp — yo)*-
Stad:
(z —24)* + (yB —ya)* = (zp — xc)* + (yp — yo)*.

Poniewaz obie strony powyzszego réwnania naleza do ciala K, mozemy zasto-

sowaé¢ automorfizm o do obu stron:

(o(zp) —o(xa))* + (0(yp) — 0(ya))® = (o(xp) — o(xc))* + ((yp) — o (yc))

Po spierwiastkowaniu obu stron otrzymujemy teze.

Mianem n-kata okresla¢ bedziemy zbiér n dowolnych punktéw nalezacych

do K2.
Rozpatrzmy tréjkat o wierzcholtkach nalezacych do K2.

Whiosek 1.

Niech ABC bedzie trajkgtem réwnoramiennym.
To znaczy A, B,C € K? oraz d(A,C) = d(B,C).
Wowezas trojkat F(A)F(B)F(C) jest tez réwnoramienny.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia (4.4) mamy:

co daje teze.



Uwaga

Odpowiedni wniosek dla tréjkatow réwnobocznych jest “pusty”, gdyz jesli A, B, C €
K? to tréjkat ABC na pewno nie jest réwnoboczny.

Oto uzasadnienie. Jezeli: A = (za,y4), B = (zB,y5), C = (xc,yc), gdzie
TA,YA,TB,YB,Tc,Yc € K, to:

1
Prapc = §|($B —x4)(yc —ya) — (yB —ya)(rc —za)| € K.

Z drugiej strony:

d(A, B)*V/3 _ ((xp —2a)*+ (yp —ya)?) V3
4 4 )

Prape =

7 powyzszych réwnoéci wynika, ze v/3 € K - sprzecznoéé, gdyz v/3 ¢ Q(v/2).

Whniosek 2.

Niech ABC bedzie tréjkatem réznobocznym.
To znaczy d(A, B) # d(B,C) ANd(A, B) # d(A,C) ANd(B,C) # d(A,C).
Woéweczas trojkat F(A)F(B)F(C) jest réwniez réznoboczny.

Dowdéd. Zalébzmy nie wprost, ze:

Ale F jest inwolucja, zatem:
d(A, B) = d(A, C)

a to jest sprzeczne z zalozeniem.
Ostatecznie:

d(F(A), F(B)) # d(F(A), F(C)).

Podobnie dowodzimy pozostatych nieréwnosci i otrzymujemy teze.

‘Whiosek 3.

Niech ABC bedzie tréjkatem prostokatnym.
To znaczy ZABC = 3.
Wéwezas F(A)F(B)F(C) tez jest trojkatem prostokatnym.



Dowéd. ZABC = 3 oznacza z definicji, ze:
— —
BA 1 BC.
Mamy:
— —_—
BA=A-B, BC=C-B
— —
BA1BC < (A-B,C—-B)=0.
Z twierdzenia (4.3) wynika, ze:
(F(A-B),F(C-B))=0.

A z addytywnosci F*:

Czyli:
LF(A)F(B)F(C) = %
Zatem F(A)F(B)F(C) jest trojkatem prostokatnym. O

Powyzsze wnioski ilustruja geometryczng regularnosé przeksztalcenia F'.
Zauwazmy jednak, ze F' moze przeksztalcié trojkat ostrokatny w rozwartokatny.

Przyktlad:
Rozwazmy tréjkat o wierzchotkach: A = (0,0), B = (2,0), C = (1,2 +/2).
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Jest to trojkat ostrokatny. Jednak po zastosowaniu przeksztalcenia F', mamy:

F(A) = (0,0), F(B) =(2,0), F(C) = (1,2 —+?2)

3571
25+

1.5

F(C)
0.5 1
Fiy~"  ONE®)

05 1 15 2 25 3 35 4

Punkty te tworza tréjkat rozwartokatny.

Rozpatrzmy teraz czworokat o wierzchotkach nalezacych do K?2.

‘Whiosek 4.

Niech ABCD bedzie prostokatem.
To maczy: |Z/ABC| = |/BCD| = |Z/CDA| = |/DAB| = Z.
Wéwezas F(A)F(B)F(C)F(D) réwniez jest prostokatem.

Dowdd. Wyrazenie |ZABC| = |£BCD| = |ZCDA| = |£DAB| = %, mozemy

rownowaznie zapisa¢, jako koniunkcje warunkéw:
— —_— = —_—  — —_— — —
AB 1 ADNBA 1 BCANCB LCDANDC L DA.

Postepujac analogicznie jak we wniosku 3. mamy po zastosowaniu twierdzenia

(4.3):

F(D)F(C) L F(D
Zatem F(A)F(B)F(C)F(D) jest prostokatem.

11



‘Whniosek 5.

Niech ABC D bedzie kwadratem.

To znaczy z definicji, ze ABCD jest prostokatem, a réwnoczesnie d(A, B) =
d(B,C)=d(C,D)=4d(D, A).

Wtedy F(A)F(B)F(C)F(D) tez jest kwadratem.

Dowdd. Z poprzedniego wniosku wynika, ze F(A)F(B)F(C)F (D) jest prosto-
katem.
A z twierdzenia (4.4) mamy:

Czyli:
d(F(A), F(B)) = d(F(B), F(C)) = d(F(C), F(D)) = d(F(D), F(A)).
Zatem F(A)F(B)F(C)F(D) jest kwadratem.

Whiosek 6.
Niech czworokat ABC D nie bedzie prostokatem.
To znaczy, ze istnieje przynajmniej jedna para bokéw nieprostopadtych. Wow-
czas F(A)F(B)F(C)F (D) tez nie jest prostokatem.
Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze:
— —
AB [ AD.

Zalbézmy nie wprost, ze:

F(A)F(B) L F(A)F(D).

Korzystajac z twierdzenia (4.3) mamy:

F(F(A)F(B)) L F(F(A)F(D)).

Jednak korzystajac z inwolucyjnosci przeksztalcenia F':
—_— —
AB 1 AD.

Sprzecznosé. Zatem:

F(A)F(B) L F(A)F(D).
Wobec tego F(A)F(B)F(C)F (D) réwniez nie jest prostokatem.

12



Whniosek 7.

Niech ABC' D bedzie prostokatem, ale nie kwadratem.

Oznacza to, ze oprécz bycia prostokatem, od ABC D wymagamy istnienia przy-
najmniej jednej pary bokéw o réznej dlugosci.

Woéwczas F'(A)F(B)F(C)F (D) jest réwniez prostokatem, nie bedacym kwadra-
tem.

Dowdd. Z wniosku 4. Wynika, ze F(A)F(B)F(C)F (D) jest prostokatem.
Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze:

d(A, B) # d(A, D).
Jednak postepujac analogicznie jak we wniosku 2. mamy

d(F(A), F(B)) # d(F(A), F(D)).

Zatem F(A)F(B)F(C)F(D) jest prostokatem nie bedacym kwadratem.
O

Istnieje taka sytuacja, w ktorej czworokat wypukly przechodzi na czworokat
wklesty.
Przyklad:
Niech A = (0,0), B = (2,0), C = (2+ /2,2 +/2), F(D) = (0,2).
Wtedy czworokat, ktory tworza powyzsze punkty jest wypukty:

35| ¢
3]
2.5
X
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0.5
A
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Niech F(A) = (0,0), F(B) = (2,0), F(C) = (2—v2,2—+/2), F(D) = (0,2).
Wtedy czworokat, ktory tworza powyzsze punkty jest wklesty:

13



Whiosek 8.
Niech czworokat ABC' D bedzie deltoidem, to znaczy, ze jego przekatne przeci-
naja si¢ pod katem prostym oraz jedna dzieli druga w polowie.
Wéwezas F(A)F(B)F(C)F (D) réwniez jest deltoidem.
Dowdd. 7 definicji deltoidu mamy:
— s
AC 1 BD

Niech E bedzie punktem przeciecia przekatnych AC i BD.
Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze:

d(B,E) = d(D, E).

Postepujac podobnie jak we wniosku 4. uzywajac twierdzenia (4.3) mamy:

F(A)F(C) L F(B)F(D).
Natomiast z twierdzenia (4.4)

d(F(B), F(E)) = d(F (D), F(E))

Zatem czworokat F(A)F(B)F(C)F (D) tez jest deltoidem.
O

Na koniec zajmiemy sie okregami.
Niech P = (z0,y0). Wtedy definiujemy okrag C o érodku w punkcie P € K2 i
o promieniu r € R w nastepujacy sposéb:

C(P,7) = {(w,) € K : (z — w0 + (y — o) = 1%},

14



Lemat 4.5.
P ¢K = C(Pr)=92
Dowdd. Aby okrag C'(P,r) byl zbiorem niepustym, musi istnie¢ przynajmniej
jedna para liczb (z,y) € K? speliajaca réwnanie (z — 20)% + (y — yo)? = 2.
Poniewaz K jest cialem Vi y 20 yoex © (T — 20)* + (y — y0)® € K a poniewaz
r? ¢ K zbioér rozwiazan réwnania jest pusty. Zatem gdy 7° ¢ K, to C = @.
O

Warunek 72

Oto przyktad.

€ K nie jest niestety wystarczajacy na to, aby C(P,r) # &.

2 +yt =142 (3)
Zatézmy, ze (r,y) € K2, (z,y) € C((0,0),V/1 4 v/2). Po zastosowaniu ¢ do obu
stron réwnania (3) mamy:

o(2)? +o(y)?=1-V2,

co jest niemozliwe, gdyz po lewej stronie réwnania mamy liczbe nieujemng, a
po prawej ujemna.

Zatem C((0,0),v/1++2) = @.
Z przyktadu tego wynika, ze warunkiem koniecznym na to, aby C'(P,r) # & jest
koniunkcja nieréwnosci:

2 > 0Ao(r?) > 0.

Whniosek 9.
Jezeli C(P,r) jest okregiem to F[C(P,r)] tez.

Dowdad.
F[C(P,r)]={F(P) e K*: P<cC}={(0(x),0(y)) € K?*: (2,9) € C}
={(o(x),0(y) € K*: (x —20)* + (y — y0)* =1}

Jesli (x,y) € C, to:
(z —20)* + (y —90)> = .
Zatem:
(0(x) = o(20))* + (o(y) — o (0))* = o (),
czyli:
(0(x),0(y)) € C(F(P),\/o(r?)).

Wykazalismy inkluzje:
F[C(P,r)] € C(F(P),\/o(r?)).

Niech Q = (u,v).
Odwrotnie, niech teraz

Q € C(F(P),\/o(r?)).

15



Oznacza to, ze:
(u— 0 (20))* + (v — a(y0))* = o (r?).

Stosujemy o:

(o(u) = o(0(20)))* + (o(v) — o((y0)))* = o (0 (r?)).

Czyli:
(o(u) = 20)* + (0(v) = yo)* = r*.

Zatem:
F(Q) = (o(u),0(v)) € C(P,r).

Ponadto @ = F(F(Q)), czyli Q € F(C(P,r)).
Wykazalismy inkluzje

C(F(P),a(r?)) C F[C(P,r)].

Ostatecznie:
FIC(P,r)] = C(F(P),\/o(r?)).

F(P) € K, oraz \/o(r?) € R zatem F[C(P,r)] jest okregiem.

5 Dalsze kontynuacje badan

Zamiast ciala Q(v/2) mozna uzywaé ciata typu Q(v/d), gdzie d € N, d # k2,
ke N.

Wybér v/2 podyktowany byl potrzeba uzyskania konkretnych wynikéw (szcze-
g6lnie w przyktadach).

Oczywiscie wybdr konkretnego d ma pewne znaczenie. Na przyktad dla d = 3
otrzymujemy geometrie, w ktérej sa tréjkaty réwnoboczne (patrz: uwaga na
stronie 9).

Mozna tez uzyé¢ cial K bardziej skomplikowanych niz Q(v/d). Na przyklad
K = Q(v2,V3).
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