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autonomicznych równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du i

jej analog w przestrzeniach liniowych

Jakub Pawlak

1 Wst¦p

W pracy opisywana jest metoda przybli»ania rozwi¡za« równania ró»niczkowego
postaci f ′ = g(f), f(0) = c ∈ R dla danej funkcji g : R→ R. W szczególno±ci
udowodnione zostaje twierdzenie (Twierdzenie 1), »e je»eli ci¡g fn

(
x
n

)
zde�niowany

rekurencyjnie przez:
f0(x) = c ∈ R

fn+1(x) = xg (fn(x)) + fn(x)

jest zbie»ny jednostajnie do funkcji f na pewnym przedziale [a, b] 3 0 to funkcja ta
speªnia zadane równanie ró»niczkowe (konkretnie rzecz bior¡c równanie∫ x

0

g(f(t))dt = f(x)− f(0))

na przedziale [a, b].
W dalszej cz¦±ci pracy ci¡g fn(x) dla danej funkcji g i staªej c ∈ R b¦dzie (o ile nie
zostanie zaznaczone, »e jest inaczej) przyjmowany zgodnie z powy»sz¡ rekurencj¡.
Ci¡g ten b¦dzie te» okre±lany mianem ci¡gu eulerowskiego równania
f ′ = g(f), f(0) = c, gdy» jego konstrukcja jest bardzo podobna do metody Eulera
przybli»onego rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych zwyczajnych. Zasadnicza
ró»nica polega na tym, »e kolejne wyrazy ci¡gu s¡ funkcjami, które przybli»aj¡
rozwi¡zanie równania ró»niczkowego globalnie, we wszystkich punktach dziedziny
jednocze±nie, a nie tylko w okre±lonych punktach (jak to ma miejsce w metodzie
Eulera). Pozwala to na formuªowanie zaªo»e« i dowodów korzystaj¡cych z
funkcyjnej natury przybli»e« (mo»na chocia»by mówi¢ o jednostajnej zbie»no±ci
ci¡gu fn

(
x
n

)
, co jest wykorzystane ju» w twierdzeniu 1). Ta funkcyjna interpretacja

metody Eulera mo»e zatem rzuci¢ na ni¡ nowe ±wiatªo, czego szczególnym wyrazem
jest twierdzenie 4, w pewnym sensie uogólniaj¡ce metod¦ Eulera do dowolnych
przestrzeni liniowych. Podobie«stwa i ró»nice mi¦dzy prezentowanym podej±ciem, a
klasyczn¡ metod¡ Eulera zostan¡ szerzej omówione w dalszej cz¦±ci rozdziaªu.

W rozdziale 2 dowodzone jest twierdzenie 1. Twierdzenie to ma silne zaªo»enie
dotycz¡ce ci¡gu fn, które ma do±¢ techniczny charakter. Wa»nym celem pracy jest
podanie warunków dotycz¡cych funkcji g (o której zakªadamy, »e jest dana), które
zapewni¡ speªnienie zaªo»e« twierdzenia. W rozdziale 2 przedstawione s¡
nast¦puj¡ce lematy pozwalaj¡ce na zbadanie, czy speªniony jest warunek zbie»no±ci
zawarty w twierdzeniu 1:

� Je»eli ci¡g f1n jest ci¡giem eulerowskim równania f ′ = g(f), f(0) = c, a f2n

jest ci¡giem eulerowskim równania f ′ = bg(1
b
f + a), f(0) = b(c− a) to

f2n(x) = b(f1n(x)− a) (Lemat 3).
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� Je»eli funkcja g jest klasy C1 i fn
(
x
n

)
jest jednostajnie ograniczony to fn

(
x
n

)
jest zbie»ny jednostajnie do rozwi¡zania równania ró»niczkowego f ′ = g(f) na
pewnym przedziale podanym w jawnej postaci (Lemat 8).

� Je»eli istniej¡ ci¡gªe funkcje L,U takie, »e dla x ∈ [0, a] zachodzi
g
([
c+

∫ x
0
L(t)dt, c+

∫ x
0
U(t)dt

])
⊂ (L(x), U(x)) to fn

(
x
n

)
jest jednostajnie

ograniczony na [0, a] (Lemat 4). Lemat 5 jest analogiem lematu 4, który mo»na
stosowa¢ do przedziaªów [a, 0] ⊂ (−∞, 0].

� Je»eli funkcja g : R→ (0,∞) jest ci¡gªa i monotoniczna to fn
(
x
n

)
jest

jednostajnie ograniczony na pewnym przedziale [a, b] 3 0, oraz zbie»ny do
rozwi¡zania równania ró»niczkowego f ′ = g(f) na przedziale [0, b] (Lub [a, 0]
zale»nie od tego, czy g ro±nie, czy maleje) � dªugo±ci tych przedziaªów mo»na
oszacowa¢ z doªu (Lematy 6 i 7).

� Je»eli funkcja g : R→ (0,∞) jest ci¡gªa to fn
(
x
n

)
jest jednostajnie ograniczony

na pewnym przedziale [a, b] 3 0 � dªugo±¢ tego przedziaªu mo»na oszacowa¢ z
doªu (Wniosek 2).

Lematy te same w sobie wyra»aj¡ istotne wªasno±ci ci¡gu fn, ale przede wszystkim
sªu»¡ do udowodnienia twierdzenia 2, które mówi »e je»eli funkcja g speªnia warunek
Lipschitza to zaªo»enie twierdzenia 1 jest speªnione na pewnym przedziale [a, b] 3 0,
którego posta¢ mo»na wyrazi¢ jawnie.

W rozdziale 3 rozwa»any jest szczególny przypadek, w którym funkcja g jest
analityczna. Okazuje si¦, »e je»eli tylko g(c) 6= 0 to równanie f ′ = g(f), f(0) = c ma
dokªadnie jedno rozwi¡zanie analityczne. Znanym rezultatem jest, »e rozwi¡zanie to
mo»na wyrazi¢ jako funkcj¦ odwrotn¡ do

∫ x
c

1
g(t)
dt. Dowód tego mo»na znale¹¢ w

literaturze [5], rozdziaª 2.2, cho¢ zostaª te» zamieszczony w lemacie 9. Twierdzenie 3
mówi, »e ci¡gi eulerowskie pozwalaj¡ na przybli»anie takich rozwi¡za« w ich
przedziale zbie»no±ci w punkcie x = 0. Ci¡gi eulerowskie mog¡ by¢ w zwi¡zku z tym
u»yte tak»e do przybli»ania funkcji odwrotnych do danej funkcji (przy podstawieniu
g(x) = 1

h′(x)
rozwi¡zaniem równania f ′ = g(f) jest wówczas funkcja odwrotna do h).

Rozdziaª 4 skupia si¦ wokóª twierdzenia 4, które mówi o mo»liwo±ci konstrukcji
ci¡gów zbie»nych do miejsc zerowych funkcji okre±lonej w przestrzeni liniowej.
Zaªo»enia twierdzenia s¡ dosy¢ silne, jednak pokazuje ono »e ci¡gi eulerowskie
mo»na próbowa¢ stosowa¢ do przybli»ania rozwi¡za« równa« w ró»nych
przestrzeniach liniowych i pokazuje ogóln¡ zale»no±¢ stoj¡c¡ za metod¡ Eulera.
W rozdziale 5 przedstawione s¡ dodatkowe uwagi dotycz¡ce pracy, oraz bibliogra�a.

1.1 Oznaczenia

W poni»szej pracy b¦d¡ stosowane nast¦puj¡ce oznaczenia:

� Zbiór nieujemnych liczb caªkowitych:

N = {0, 1, 2, . . . }

� Zbiór dodatnich liczb caªkowitych:

N+ = N \ {0}

� Ró»nica ci¡gu an, n ∈ N:

∆an = an+1 − an, n ∈ N
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lub w celu zaznaczenia zmiennej wzgl¦dem której brana jest ró»nica:

∆nan = an+1 − an, n ∈ N

� Funkcj¦ f nazw¦ rosn¡c¡ je»eli dla x > y zachodzi f(x) ≥ f(y), oraz ±ci±le
rosn¡c¡ je»eli dla x > y zachodzi f(x) > f(y). Podobne nazewnictwo b¦d¦
stosowaª dla funkcji malej¡cych i ±ci±le malej¡cych. Ponadto funkcje rosn¡ce i
malej¡ce b¦d¦ nazywaª funkcjami monotonicznymi.

1.2 Klasyczna metoda Eulera, a ci¡gi eulerowskie

Rzecz¡ wart¡ wyja±nienia jest zwi¡zek podej±cia opisywanego w tej pracy z metod¡
Eulera. Dziaªanie metody Eulera dla równania ró»niczkowego

f ′(x) = g(f(x)), f(0) = c

mo»na opisa¢ nast¦puj¡co:
Dla ustalonego ∆x > 0 (w zaªo»eniu d¡»¡cego do 0) rozpatrujemy punkty (xn, yn)
reprezentuj¡ce przybli»enia punktów (xn, f(xn)) dla xn = n∆x, n ∈ N. Przyjmuj¡c,
»e dla argumentów ró»ni¡cych si¦ o ∆x funkcj¦ f mo»na w przybli»eniu traktowa¢
jako funkcj¦ liniow¡ (co jest uzasadnionym zaªo»eniem, skoro f ma by¢
ró»niczkowalna) warto±ci yn−yn−1

∆x
mo»emy uto»samia¢ z warto±ci¡ pochodnej f w

punkcie xn−1, która z zaªo»enia wynosi g(f(xn−1)) ≈ g(yn−1). Na tej podstawie
mo»emy uªo»y¢ nast¦puj¡c¡ rekurencj¦:

(x0, y0) = (0, f(0))

(xn, yn) = (xn−1 + ∆x, yn−1 + ∆xg(yn−1)).

W ten sposób przybli»ane s¡ warto±ci funkcji f(xn) dla xn = n∆x, n ∈ N.
Metoda Eulera przybli»a zatem warto±ci funkcji f dla argumentów ró»ni¡cych si¦ o
maª¡, staª¡ warto±¢ ∆x przyjmuj¡c zaªo»enie, »e dla tak maªej ró»nicy argumentów
funkcja f zachowuje si¦ jak funkcja liniowa. Podej±cie prezentowane w tej pracy
tak»e opiera si¦ na zaªo»eniu o lokalnej liniowo±ci f i jego istot¡ równie» jest
skonstruowanie odpowiedniej rekurencji. W tym wypadku jednak ka»dy punkt x
dziedziny traktowany jest osobno. Przy ustalonym n ∈ N+ przedziaª [0, x] dzielony
jest na n równych cz¦±ci i warto±ci funkcji f przybli»ane s¡ w punktach
xk
n
, k ∈ {0, 1, . . . , n} przez warto±ci ci¡gu fk

(
x
n

)
, na tej samej zasadzie jak w

metodzie Eulera. Ci¡g fn(x) zde�niowany jest przez rekurencj¦ wspomnian¡ ju» na
pocz¡tku rozdziaªu:

f0(x) = c ∈ R
fn+1(x) = xg (fn(x)) + fn(x).

Dodatkowo warto zaznaczy¢, »e powy»sz¡ rekurencj¦ mo»na przeksztaªci¢ w sposób
dobrze obrazuj¡cy zwi¡zek tego ci¡gu z zadanym równaniem ró»niczkowym:

fk+1

(
x
n

)
− fk

(
x
n

)
x
n

= g
(
fn

(x
n

))
.

Gdy w powy»szym równaniu uto»samimy warto±ci fk+1

(
x
n

)
− fk

(
x
n

)
z df , x

n
z dx, a

g
(
fn
(
x
n

))
z g(f) dostajemy równanie ró»niczkowe, którego rozwi¡zanie chcemy

przybli»y¢.

Poni»ej przedstawi¦ techniczne, nie zwi¡zane bezpo±rednio z tematem pracy
twierdzenia i lematy.
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1.3 Lemat 1

Dla danych ci¡gów bn, cn ∈ R ustalmy:

a0 = c−1

an = an−1bn−1 + cn−1.

Wówczas dla n ∈ N+ zachodzi:

an+1 =
n−1∑
k=−1

ck

n∏
m=k+1

bm + cn.

Dowód: Dowód zostanie poprowadzony przez indukcj¦. Dla n = 1 teza lematu jest
oczywi±cie speªniona. Udowodni¦ »e je±li teza lematu jest speªniona dla n ∈ N+ to
jest te» speªniona dla n+ 1. Z zaªo»enia indukcyjnego mamy:

an+2 = an+1bn+1+cn+1 =

(
n−1∑
k=−1

ck

n∏
m=k+1

bm + cn

)
bn+1+cn+1 =

n∑
k=−1

ck

n+1∏
m=k+1

bm+cn+1.

Czyli krok indukcyjny mo»na wykona¢.

1.4 Lemat 2

Niech g : R→ (0,∞) b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wówczas dla ka»dego b <
∫∞

0
1
g(t)
dt

istnieje δ > 0 takie, »e b <
∫∞

0
1

g(t)+x
dt, x ∈ (0, δ).

Dowód: Rozwa»my dwa przypadki:

1.
∫∞

0
1
g(t)
dt <∞

Ze wzgl¦du na ci¡gªo±¢ g zachodzi limt→∞
1
g(t)

= 0. Mo»emy wi¦c wzi¡¢ takie

p > 0, »e 1
g(t)

< 1, t > p. Ponadto, poniewa» g > 0, wi¦c∫∞
0

1
g(t)+x

dt ≤
∫∞

0
1
g(t)
dt <∞. Mamy zatem:∣∣∣∣∫ ∞

0

1

g(t)
dt−

∫ ∞
0

1

g(t) + x
dt

∣∣∣∣ =

∫ ∞
0

x

g(t)(g(t) + x)
dt ≤ x

∫ ∞
0

1

g(t)2
dt ≤

≤ x

(∫ p

0

1

g(t)2
+

∫ ∞
p

1

g(t)

)
.

Obie uzyskane caªki s¡ sko«czone, wi¦c powy»sze wyra»enie d¡»y do 0 przy
x→∞ co jest równowa»ne tezie lematu.

2.
∫∞

0
1
g(t)
dt =∞

Ustalmy dowolne b > 0 i we¹my p > 0 takie, »e
∫ p

0
1
g(t)
dt > b+ 1. Wówczas dla

x > 0 zachodzi:∫ p

0

1

g(t)
dt ≥

∫ p

0

1

g(t) + x
dt =

∫ p

0

−x
g(t)(g(t) + x)

dt+

∫ p

0

1

g(t)
dt ≥

∫ p

0

−x
g(t)2

dt+

∫ p

0

1

g(t)
dt.

Caªka
∫ p

0
1

g(t)2
dt jest sko«czona, wi¦c bior¡c x→ 0+ otrzymujemy:

lim
x→0+

∫ p

0

1

g(t) + x
dt =

∫ p

0

1

g(t)
dt > b+ 1.

St¡d istnieje δ takie, »e dla x ∈ (0, δ):∫ ∞
0

1

g(t) + x
dt ≥

∫ p

0

1

g(t) + x
dt > b.

Otrzymali±my tez¦ lematu.
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1.5 Twierdzenie (Carleman � patrz [2])

Dla ka»dej ci¡gªej funkcji Q : R→ C i ci¡gªej funkcji E : R→ (0,∞) istnieje
funkcja caªkowita f : C→ C speªniaj¡ca:

|Q(x)− f(x)| < E(x), x ∈ R.

2 Ci¡g eulerowski równania f ′ = g(f)

Twierdzenie udowodnione poni»ej pokazuje ci¡g funkcyjny budowany podobnie jak
w metodzie Eulera, który ma przybli»a¢ rozwi¡zanie równania ró»niczkowego
f ′ = g(f) dla danej funkcji g. Twierdzenie to mówi, »e je»eli ci¡g przybli»e« jest
zbie»ny jednostajnie, to jego granica speªnia równanie

∫ x
0
g(f(t))dt = f(x)− f(0).

Postawiony w nim warunek zale»y zatem nie tyle od funkcji g, lecz od ci¡gu fn co
zazwyczaj sprawia, »e sprawdzenie go dla konkretnego przypadku jest trudne.
Celem tego i nast¦pnego rozdziaªu b¦dzie wi¦c opisanie dla jakich funkcji g
zaªo»enie to jest speªnione.

2.1 Twierdzenie 1

Niech dana b¦dzie ci¡gªa funkcja g : R→ R. Je»eli fn : [a, b]→ R jest ci¡giem
eulerowskim równania f ′ = g(f), f(0) = c i fn(x

n
)→ f(x) jednostajnie na [a, b] i

0 ∈ [a, b] to ∫ x

0

g(f(t))dt = f(x)− f(0).

Dowód: Niech
Rn = sup

x∈[a,b]

∣∣∣g(f(x))− g
(
fn

(x
n

))∣∣∣ .
Z ci¡gªo±ci g i jednostajnej zbie»no±ci fn(x

n
) wynika, »e limn→∞Rn = 0.

Dla danego ε > 0 ustalmy N ∈ N+ tak aby Rn < ε dla ka»dego n > N . Niech:

an =
N∑
k=0

sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣g(f (xkn
))
− g

(
fk

(x
n

))∣∣∣∣ .
Wówczas wobec fk(0) = fk−1(0) = f0(0) = c mamy:

lim
n→∞

an =
N∑
k=0

lim
n→∞

sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣g(f (xkn
))
− g

(
fk

(x
n

))∣∣∣∣ =
N∑
k=0

|g (f (0))− g (c)| = 0.

We¹my K > N takie, »e an
n
< ε dla ka»dego n > K. Dla n > K mamy:∣∣∣∣∣xn

n∑
k=0

g

(
f

(
x
k

n

))
− g

(
fk

(x
n

))∣∣∣∣∣ ≤ |x|n an+
|x|
n

n∑
k=N+1

∣∣∣∣g(f (xkn
))
− g

(
fk

(x
n

))∣∣∣∣ ≤
≤ |x|ε+

|x|
n

n∑
k=N+1

Rk ≤ |x|ε+
|x|
n

n∑
k=N+1

ε ≤ 2|x|ε.

ε byª dowolny, wi¦c

lim
n→∞

x

n

n∑
k=0

[
g

(
f

(
x
k

n

))
− g

(
fk

(x
n

))]
= 0. (1)
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We¹my teraz:

f(x)−f(0) = lim
n→∞

fn

(x
n

)
−c = lim

n→∞
fn+1

(x
n

)
−x
n
g
(
fn

(x
n

))
−c = lim

n→∞
fn+1

(x
n

)
−c.

Ostatnia równo±¢ wynika z ci¡gªo±ci g i zbie»no±ci limn→∞ fn
(
x
n

)
. Z de�nicji fn

mamy:

lim
n→∞

fn+1

(x
n

)
− c = lim

n→∞

n∑
k=0

x

n
g
(
fk

(x
n

))
.

Na podstawie (1) wida¢ zatem, »e:

f(x)− f(0) = lim
n→∞

n∑
k=0

x

n
g

(
f

(
xk

n

))
.

Funkcja g jest ci¡gªa zatem i fn(x) s¡ ci¡gªe. fn
(
x
n

)
jest zatem ci¡giem funkcji

ci¡gªych zbie»nym jednostajnie, wi¦c f(x) jest ci¡gªa, a st¡d caªkowalna. Dlatego
powy»sza granica jest równa: ∫ x

0

g (f(t)) dt.

Otrzymali±my tez¦ twierdzenia.

2.2 Przykªad 1

Twierdzenie 1 pozwala na znalezienie ci¡gu przybli»e« rozwi¡zania równania
ró»niczkowego f ′ = f, f(0) = 1.
Ci¡g eulerowski tego równania dany jest rekurencj¡:

f0(x) = 1

fn+1(x) = fn(x) + xfn(x)

Zatem fn
(
x
n

)
=
(
1 + x

n

)n
. Nietrudno sprawdzi¢, »e dla dowolnego przedziaªu postaci

[−a, a] ci¡g ten jest zbie»ny jednostajnie. Na podstawie twierdzenia 1 mo»emy
stwierdzi¢, »e granic¡ tego ci¡gu jest rozwi¡zanie danego równania ró»niczkowego
(na dowolnym przedziale postaci [−a, a]).

Lemat 3 udowodniony poni»ej pozwala stwierdzi¢, »e znaj¡c ci¡g eulerowski
równania f ′ = g(f) znamy te» ci¡g eulerowski równania f ′ = bg(1

b
f + a). Jest to

rzecz¡ naturaln¡, gdy» rozwi¡zania obu równa« tak»e mo»na ªatwo powi¡za¢
wzorem jawnym � tzn. je»eli f ′ = g(f), to funkcja h(x) = b(f(x)− a) speªnia
równanie h′ = bg(1

b
h+ a).

2.3 Lemat 3

Dla danych g : R→ R, oraz a, b, c ∈ R, b 6= 0 ustalmy f1n � ci¡g eulerowski równania

f ′ = g(f), f(0) = c,

oraz f2n � ci¡g eulerowski równania

f ′ = bg

(
1

b
f + a

)
, f(0) = b(c− a).

Wówczas f2n(x) = b(f1n(x)− a).
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Dowód: Dowód poprowadz¦ przez indukcj¦. Zaªó»my, »e dla pewnego n ∈ N teza
lematu jest speªniona (z zaªo»enia jest ona speªniona dla n = 0). Udowodni¦, »e
wówczas zachodzi ona tak»e dla n+ 1. Mamy:

f2n+1(x) = f2n(x) +xbg

(
f2n(x)

b
+ a

)
= b (f1n(x)− a) +xbg

(
b(f1n(x)− a)

b
+ a

)
=

= b (f1n (x)− a+ xg (f1n (x))) = b(f1n+1(x)− a).

Zatem krok indukcyjny mo»na wykona¢.

2.4 Przykªad 2

W lemacie 3 we¹my a = 0 i b = −1. Otrzymujemy, »e je»eli f1n jest ci¡giem
eulerowskim równania f ′ = g(f), f(0) = c to ci¡g eulerowski f2n równania
f ′ = −g(−f), f(0) = −c speªnia:

f2n = −f1n.

Dzi¦ki temu wiele twierdze« dotycz¡cych ci¡gªych funkcji g, które nie maj¡ miejsc
zerowych (a zatem nie zmieniaj¡ znaku) mog¡ by¢ udowodnione przy zaªo»eniu, »e
g > 0, bo dla g < 0 cz¦sto mo»na po prostu rozwa»y¢ ci¡g eulerowski dla funkcji
−g(−x) > 0. Fakt ten warto mie¢ na uwadze, gdy» w dalszej cz¦±ci pracy cz¦sto
zakªadane b¦dzie, »e g > 0.

Poni»ej przedstawione lematy 4 i 5 pozwalaj¡ na stwierdzenie jednostajnej
ograniczono±ci ci¡gu fn � warunku koniecznego dla wyst¦powania zbie»no±ci
jednostajnej ci¡gu funkcji ci¡gªych. Warunek postawiony w lemacie zale»y tylko i
wyª¡cznie od funkcji g, a konkretnie od mo»liwo±ci ograniczenia jej w pewien
szczególny sposób. Warto zwróci¢ uwag¦, »e funkcje L, oraz U w prowadzone w
lematach s¡ ±ci±le zwi¡zane z funkcj¡ b¦d¡c¡ rozwi¡zaniem zagadnienia
f ′ = g(f), f(0) = c � je»eli dla takiej funkcji f ustalimy L(x) = U(x) = f ′(x) to
warunek lematów b¦dzie bliski bycia speªnionym. Fakt ten zostanie wykorzystany
przy dowodach Lematów 6 i 7.

2.5 Lemat 4

Niech dana b¦dzie ci¡gªa funkcja g : R→ R, oraz funkcje ci¡gªe L : [0, a]→ R i
U : [0, a]→ R.
Je»eli dla ka»dego x ∈ [0, a] zachodzi:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
⊂ (L(x), U(x))

to istnieje N takie, »e dla ka»dego n > N zachodzi
fn(x

n
) ∈ [c+

∫ x
0
L(t)dt, c+

∫ x
0
U(t)dt], x ∈ [0, a] w szczególno±ci ci¡g fn

(
x
n

)
jest

jednostajnie ograniczony na [0, a].

Dowód: Z zaªo»enia, dla dowolnego x ∈ [0, a] zachodzi:

inf
t∈[c+

∫ x
0 L(t)dt,c+

∫ x
0 U(t)dt]

min{g(t)− L(x), U(x)− g(t)} > 0.

Ponadto przedziaª [0, a] jest domkni¦ty, a funkcje g, U i L ci¡gªe zatem:

ε = inf
x∈[0,a]

inf
t∈[c+

∫ x
0 L(t)dt,c+

∫ x
0 U(t)dt]

min{g(t)− L(x), U(x)− g(t)} > 0.
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Wówczas przy x ∈ [0, a] zachodzi:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
⊂ (L(x) + ε, U(x)− ε).

Funkcje L i U s¡ jednostajnie ci¡gªe na przedziale [0, a], wi¦c istnieje takie δ > 0, »e

h ∈ (0, δ) =⇒ (L(x) + ε, U(x)− ε) ⊂ (L(x+ h), U(x+ h)).

Dla takiego δ przy x ∈ [0, a] zachodzi zatem:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
⊂

(
sup

t∈[x,x+δ]

L(t), inf
t∈[x,x+δ]

U(t)

)
.

We¹my teraz N ∈ N+ takie, »e δ > a
N
. Ustalmy dowolne n > N , x ∈ [0, a]. Poka»¦

przez indukcj¦, »e zachodzi:

fn

(x
n

)
∈
[
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

]
. (2)

Zaªó»my, »e dla danego k ∈ {0, 1, . . . , n} zachodzi:

fk

(x
n

)
∈

[
c+

∫ xk
n

0

L(t)dt, c+

∫ xk
n

0

U(t)dt

]
.

Dla k = 0 równo±¢ ta zachodzi w sposób oczywisty, bo f0(x
n
) = c. Udowodni¦ teraz,

»e je±li zaªo»enie to jest speªnione dla danego k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} to jest speªnione
tak»e dla k + 1:

fk+1

(x
n

)
= fk

(x
n

)
+ g

(
fk

(x
n

)) x
n
.

�¡cz¡c zaªo»enie indukcyjne z (2) i xk
n
∈ [0, a], oraz x

n
≤ a

n
≤ δ mamy:

g
(
fk

(x
n

))
∈

 sup
t∈[xkn ,

x(k+1)
n ]

L(t), inf
t∈[xkn ,

x(k+1)
n ]

U(t)

 .

St¡d:

fk+1

(x
n

)
∈

fk (x
n

)
+
x

n
sup

t∈[xkn ,
x(k+1)

n ]
L(t), fk

(x
n

)
+
x

n
inf

t∈[xkn ,
x(k+1)

n ]
U(t)

 ⊆
⊆

c+

∫ xk
n

0

L(t)dt+
x

n
sup

t∈[xkn ,
x(k+1)

n ]
L(t), c+

∫ xk
n

0

U(t)dt+
x

n
inf

t∈[xkn ,
x(k+1)

n ]
U(t)

 ⊆
⊆

[
c+

∫ x(k+1)
n

0

L(t)dt, c+

∫ x(k+1)
n

0

U(t)dt

]
.

Zatem krok indukcyjny mo»na wykona¢. Dla k = n otrzymujemy:

fn

(x
n

)
∈
[
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

]
.

Zatem dla n > N ci¡g fn(x
n
) jest jednakowo ograniczony, bo ze wzgl¦du na ci¡gªo±¢

L i U caªki
∫ a

0
−|L(t)|dt i

∫ a
0
|U(t)|dt s¡ ograniczone, a poniewa» jest to ci¡g funkcji

ci¡gªych, wi¦c jest to równowa»ne tezie lematu.
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2.6 Lemat 5

Niech dana b¦dzie ci¡gªa funkcja g : R→ R, oraz funkcje ci¡gªe L : [a, 0]→ R i
U : [a, 0]→ R.
Je»eli dla ka»dego x ∈ [a, 0] zachodzi:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
⊂ (U(x), L(x))

to istnieje N takie, »e dla ka»dego n > N zachodzi
fn(x

n
) ∈ [c+

∫ x
0
L(t)dt, c+

∫ x
0
U(t)dt], x ∈ [a, 0] w szczególno±ci f

(
x
n

)
jednostajnie

ograniczony na [a, 0].
Dowód przebiega analogicznie do dowodu poprzedniego lematu.

2.7 Wniosek 1

Je»eli g(x) jest ci¡gª¡ funkcj¡ speªniaj¡c¡ |g(x)| < M dla pewnego M to
|fn
(
x
n

)
− c| ≤ |x|M .

Dowód. Dla x ≥ 0 ustalmy:
L(x) = −M
U(x) = M.

Wówczas:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
⊂ (−M,M) = (L(x), U(x)).

Zatem zaªo»enia lematu 4 s¡ speªnione i zachodzi:

fn

(x
n

)
− c ∈

[∫ x

0

L(t)dt,

∫ x

0

U(t)dt

]
= [−Mx,Mx],

a st¡d |fn
(
x
n

)
− c| ≤ |x|M .

Dla x < 0 ustalmy:
L(x) = M

U(x) = −M.

Wówczas:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
⊂ (−M,M) = (U(x), L(x)).

Zatem zaªo»enia lematu 5 s¡ speªnione i podobnie jak w poprzednim przypadku
zachodzi |fn

(
x
n

)
− c| ≤ |x|M .

2.8 Przykªad 3

Niech g(x) = wx przy pewnym w > 0. Niech tak»e c > 0. Lematy 4 i 5 pozwalaj¡
udowodni¢, »e fn

(
x
n

)
jest jednostajnie ograniczony na dowolnym przedziale postaci

[−a, a].
We¹my a > 0. Dla x ≥ 0 ustalmy:

L(x) = 0

U(x) = e
x
w (c+ 1)w.
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Mamy:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
= g

([
c, c+ e

x
ww

c+ 1

w
− wc+ 1

w

])
.

w > 0, wi¦c g jest rosn¡ca. Powy»sze wyra»enie jest wi¦c równe:[
wc,wc+ e

x
ww(c+ 1)− w(c+ 1)

]
=
[
wc, e

x
ww(c+ 1)− w

]
⊂ (0, e

x
w (c+1)w) = (L(x), U(x)).

Zatem na podstawie lematu 4 otrzymujemy, »e fn
(
x
n

)
jest jednostajnie ograniczony

na przedziale [0, a].
Dla x < 0 we¹my:

L(x) =
ewx

1 + e−(a+1)w
cw

U(x) = 0.

Wówczas:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
= g

([
c+

1

w

ewx

1 + e−(a+1)w
cw − 1

w

cw

1 + e−(a+1)w
, c

])
=

=

[
cw +

ewx

1 + e−(a+1)w
cw − cw

1 + e−(a+1)w
, cw

]
=

[
ewx

1 + e−(a+1)w
cw + cw

e−(a+1)w

1 + e−(a+1)w
, cw

]
.

Teraz z jednej strony cw e−(a+1)w

1+e−(a+1)w > 0, wi¦c tak»e

ewx

1 + e−(a+1)w
cw + cw

e−(a+1)w

1 + e−(a+1)w
> 0.

Za± z drugiej strony dla x > −a− 1 zachodzi ewx

1+e−(a+1)w > 1 i st¡d:

ewx

1 + e−(a+1)w
cw > cw.

Zatem dla x ∈ [−a, 0] zachodzi:[
ewx

1 + e−(a+1)w
cw + cw

e−(a+1)w

1 + e−(a+1)w
, cw

]
⊂ (0,

ewx

1 + e−(a+1)w
cw) = (U(x), L(x)).

Zatem na podstawie lematu 5 fn
(
x
n

)
jest jednostajnie ograniczony na [−a, 0].

Pokazane poni»ej lematy 6 i 7 zakªadaj¡ o funkcji g, »e jest monotoniczna i wi¦ksza
od zera. Warunki te pozwalaj¡ na skorzystanie z lematów 4 i 5, a w efekcie
ograniczenie ci¡gu fn

(
x
n

)
na pewnych przedziaªach podanych w jawnej postaci.

Okazuje si¦ dodatkowo, »e na pewnym przedziale wprowadzone ograniczenie
pozwala na obliczenie granicy fn

(
x
n

)
i udowodnienie, »e jest ona rozwi¡zaniem

równania ró»niczkowego f ′ = g(f). Zaªo»enia lematów 6 i 7 mog¡ si¦ wydawa¢ silne,
jednak w rzeczywisto±ci zaªo»enie o monotoniczno±ci g mo»na ªatwo osªabi¢ (co
zostanie pokazane we Wniosku 2). Z kolei zaªo»enie, »e g > 0 jest dosy¢ naturalne,
gdy» cz¦sto oczekiwane jest, »e caªka

∫ x
0

1
g(t)
dt istnieje i jest odwracalna � jej

odwrotno±¢ speªnia bowiem równanie ró»niczkowe f ′ = g(f) (jest to wynik
powszechnie znany � mo»na go znale¹¢ chocia»by w [5], rozdziaª 2.2, ale zostanie on
tak»e udowodniony w lemacie 9), którego rozwi¡zanie ma przybli»a¢ ci¡g fn

(
x
n

)
.

Aby caªka istniaªa i byªa odwracalna, funkcja g nie mo»e zmienia¢ znaku, a st¡d
zaªo»enie »e g nie ma miejsc zerowych wypªywa ju» naturalnie. Warto tak»e zwróci¢
uwag¦, »e lemat 3 pozwala na korzystanie z lematów 6 i 7 równie», gdy g < 0 (bo
mo»na je zastosowa¢ do funkcji −g(−x) > 0 � patrz przykªad 1).
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2.9 Lemat 6

Je»eli funkcja ci¡gªa g : R→ (0,∞) jest rosn¡ca, oraz c ∈ R to ci¡g fn
(
x
n

)
jest

jednostajnie ograniczony na ka»dym przedziale [a, b] takim, »e
[a, b] ⊂ (−∞,

∫∞
c

1
g(t)
dt). Ponadto ci¡g ten jest zbie»ny jednostajnie do rozwi¡zania

ró»niczkowego f ′ = g(f), f(0) = c na ka»dym przedziale zawartym w [0,
∫∞
c

1
g(t)
dt).

Dowód: Dla x ∈ (−∞, c] z zaªo»enia, »e g ro±nie zachodzi 0 ≤ g(x) ≤ g(c). Na
podstawie lematu 5 fn

(
x
n

)
jest wi¦c jednostajnie ograniczony na [a, 0] dla dowolnego

a < 0 � wystarczy wzi¡¢ L(x) = g(c) + 1, U(x) = 0 � porównaj wniosek 1.
Teraz wystarczy pokaza¢, »e fn

(
x
n

)
jest jednostajnie ograniczony i zbie»ny do

rozwi¡zania zadanego równania ró»niczkowego na dowolnym [0, b] ⊂ [0,
∫∞
c

1
g(t)
dt).

Z zaªo»enia 1
g
> 0. Wobec tego funkcja G(x) =

∫ x
c

1
g(t)
dt jest ±ci±le rosn¡ca (Caªka

istnieje, bo 1
g
jest ci¡gªa.). Skoro G(x) jest ±ci±le rosn¡ca to jest tak»e odwracalna

tzn. istnieje funkcja h : G((−∞,∞))→ R taka, »e G(h(x)) = x, x ∈ G((−∞,∞)).
Funkcja odwrotna do funkcji ró»niczkowalnej jest ró»niczkowalna. Ró»niczkuj¡c obie
strony równo±ci otrzymujemy zatem:

G′(h(x))h′(x) = 1

h′(x) = g(h(x)), x ∈ G((−∞,∞)). (3)

Skoro g > 0, wi¦c h jest ±ci±le rosn¡ca. Ustalmy b 6= 0, [0, b] ⊂ G((−∞,∞)), oraz
dostatecznie maªy ε > 0 tak, aby [0− ε, b+ ε] ⊂ G((−∞,∞)) � jest to mo»liwe,
gdy» G(0) = 0 i G jest ±ci±le monotoniczna. Bior¡c U(x) = h′(x+ ε), x ∈ [0, b],
L(x) = h′(x− ε), x ∈ [0, b] i korzystaj¡c z zaªo»enia, »e g jest rosn¡ca mamy:

g

([
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

])
= g ([c+ h(x− ε)− h(−ε), c+ h(x+ ε)− h(ε)]) =

= [g (h(x− ε) + h(0)− h(−ε)) , g (h(x+ ε) + h(0)− h(ε))] ⊂
⊂ (g (h(x− ε)) , g (h(x+ ε))) = (h′(x− ε), h′(x+ ε)) = (L(x), U(x)) .

Zatem na podstawie lematu 4 istnieje N takie, »e dla ka»dego n > N i
x ∈ [0, b] ⊆ [0,

∫∞
c

1
g(t)
dt) zachodzi:

fn

(x
n

)
∈
[
c+

∫ x

0

L(t)dt, c+

∫ x

0

U(t)dt

]
=

= [h(x− ε) + h(0)− h(−ε), h(x+ ε) + h(0)− h(ε)] .

Wobec tego, poniewa» ε mo»e by¢ dowolnie maªy i h jest ci¡gªa otrzymujemy, »e
fn
(
x
n

)
jest nie tylko jednostajnie ograniczony, ale tak»e d¡»y jednostajnie do h(x)

na [0, b] w poª¡czeniu z (3) otrzymujemy tez¦ lematu.

2.10 Lemat 7

Je»eli funkcja ci¡gªa g : R→ (0,∞) jest malej¡ca, oraz c ∈ R to fn
(
x
n

)
jest

jednostajnie ograniczony na ka»dym przedziale [a, b] takim, »e

[a, b] ⊂ (
∫ −∞
c

1
g(t)
dt,∞). Ponadto ci¡g ten jest zbie»ny jednostajnie do rozwi¡zania

ró»niczkowego f ′ = g(f), f(0) = c na ka»dym przedziale zawartym w (
∫ −∞
c

1
g(t)
dt, 0].

Dowód przebiega analogicznie do dowodu poprzedniego lematu.

Korzystaj¡c z wyprowadzonych wy»ej lematów mo»na sformuªowa¢ wa»ny wniosek.
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Mówi on, »e dla ka»dej funkcji g, która jest ci¡gªa i wi¦ksza od zera ci¡g fn
(
x
n

)
jest

jednostajnie ograniczony na przedziale, który mo»na wyrazi¢ w jawnej postaci.
Wniosek ten mo»na w dalszej perspektywie ª¡czy¢ z innymi twierdzeniami, które
zakªadaj¡ jednostajn¡ ograniczono±¢ fn

(
x
n

)
(Np. Lematem 8). Wniosek ten b¦dzie

te» wykorzystany przy dowodzie twierdzenia 2.

2.11 Wniosek 2

Dla dowolnej ci¡gªej funkcji g : R→ (0,∞) i staªej c ∈ R ci¡g fn
(
x
n

)
jest

jednostajnie ograniczony na dowolnym przedziale [a, b] ⊂ (
∫ −∞
c

1
g−(t)

dt,
∫∞
c

1
g+(t)

dt),

gdzie:

g+(x) =

{
supt∈[0,x] g(t), x ≥ 0

g(0), x < 0

g−(x) =

{
g(0), x ≥ 0

supt∈[x,0] g(t), x < 0
.

Dowód: Ustalmy funkcj¦:

g+(x) =

{
supt∈[0,x] g(t), x ≥ 0

g(0), x < 0
,

oraz ci¡g
h0(x) = c = f0(x)

hn+1(x) = hn(x) + xg+(hn(x)).

Udowodni¦ przez indukcj¦, »e dla x ≥ 0 zachodzi hn(x) ≥ fn(x). Dla n = 0
zaªo»enie to jest speªnione w sposób oczywisty. Przyjmijmy, »e jest ono speªnione
dla pewnego n ∈ N poka»¦, »e wówczas jest ono speªnione tak»e dla n+ 1.
Funkcja g+(x) jest rosn¡ca, a x > 0. Mamy zatem:

hn+1(x) = hn(x) + xg+(hn(x)) ≥ fn(x) + xg+(fn(x)) ≥ fn(x) + xg(fn(x)) = fn+1(x)

Zatem krok indukcyjny mo»na wykona¢. Zgodnie z lematem 6 hn
(
x
n

)
jest

jednostajnie ograniczony na dowolnym przedziale [0, b] ⊆ [0,
∫∞
c

1
g+(t)

dt), zatem

fn
(
x
n

)
te» jest jednostajnie ograniczony na [0, b], bo fn

(
x
n

)
≥ c, x ∈ [0, b].

Rozumuj¡c identycznie dla x < 0 (tzn. wprowadzaj¡c funkcj¦

g−(x) =

{
g(0), x ≥ 0

supt∈[x,0] g(t), x < 0
) otrzymujemy, »e fn

(
x
n

)
jest jednostajnie

ograniczony na ka»dym przedziale [a, b] ⊂ (
∫ −∞
c

1
g−(t)

dt,
∫∞
c

1
g+(t)

dt).

Lemat 8 przedstawiony poni»ej zakªada, »e g jest klasy C1. Zaªo»enie to pozwala na
zast¡pienie warunku jednostajnej zbie»no±ci fn

(
x
n

)
przez warunek jednostajnej

ograniczono±ci tego ci¡gu. Dowód lematu praktycznie w caªo±ci zostaª zaczerpni¦ty
z [6].
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2.12 Lemat 8

Niech g ∈ C1(R), oraz c ∈ R. Je»eli ci¡g fn
(
x
n

)
jest jednostajnie ograniczony na

pewnym przedziale [a, b] to zbie»no±¢ ci¡gu fn
(
x
n

)
na przedziale

I =
(∫ −∞

c
1
g(s)

ds,
∫∞
c

1
g(s)

)
∩ [a, b] jest jednostajna, a zatem speªnione s¡ zaªo»enia

twierdzenia 1.

Dowód: Niech ψ (t) , t ∈
(∫ −∞

c
1
g(s)

ds,
∫∞
c

1
g(s)

ds
)
b¦dzie funkcj¡ odwrotn¡ do

funkcji:

G (t) =

∫ t

c

1

g (s)
ds, t ∈ R

Zarówno caªka, jak i jej odwrotno±¢ istniej¡, bo g jest ci¡gªa i dodatnia (a zatem
caªka jest ±ci±le rosn¡ca). Wobec G (c) = 0 otrzymujemy ψ (0) = c. Odwrotno±¢
funkcji ró»niczkowalnej jest ró»niczkowalna mamy zatem:

G (ψ (t)) = t

G′ (ψ (t))ψ′ (t) = 1

ψ′ (t) = g (ψ (t)) , t ∈
(∫ −∞

c

1

g (s)
ds,

∫ ∞
c

1

g (s)
ds

)
.

Ustalmy dowolny x ∈ I. Caªkuj¡c obie strony w granicach od xk
n

do x(k+1)
n

otrzymujemy:

ψ

(
x (k + 1)

n

)
− ψ

(
xk

n

)
=

∫ x(k+1)
n

xk
n

g (ψ (t)) dt.

Korzystaj¡c z caªkowania przez cz¦±ci otrzymujemy:

ψ

(
x (k + 1)

n

)
− ψ

(
xk

n

)
=

∫ x(k+1)
n

xk
n

(
x (k + 1)

n
− t
)
d

ds
g (ψ (s))

∣∣∣∣
s=t

dt+

+

(
t− x (k + 1)

n

)
g (ψ (t))

∣∣∣∣
x(k+1)

n

t=xk
n

ψ

(
x (k + 1)

n

)
= ψ

(
xk

n

)
+
x

n
g

(
ψ

(
xk

n

))
+

∫ x(k+1)
n

xk
n

(
x (k + 1)

n
− t
)
d

ds
g (ψ (s))

∣∣∣∣
s=t

dt.

g jest funkcj¡ klasy C1 i ψ′ (t) = g (ψ (t)). Wobec ci¡gªo±ci ψ otrzymujemy zatem:

M = sup
t∈I

d

ds
g (ψ (s))

∣∣∣∣
s=t

<∞.

g jest klasy C1, wi¦c speªnia równie» warunek Lipschitza na ka»dym przedziale
domkni¦tym. Niech Lg b¦dzie staª¡ tak¡, »e g speªnia warunek Lipschitza na
przedziale: min{ψ (x) , inf

t ∈ I
n ∈ N

fn

(x
n

)
},max{ψ (x) , sup

t ∈ I
n ∈ N

fn

(x
n

)
}

 .
Korzystaj¡c z jednostajnej ograniczono±ci fn

(
x
n

)
otrzymujemy, »e Lg <∞.

Wówczas dla dowolnego k ∈ {0, 1, 2, . . . , n} mamy:∣∣∣∣ψ(x (k + 1)

n

)
− fk+1

(x
n

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ψ(xkn
)
−fk

(x
n

)
+
x

n
g

(
ψ

(
xk

n

))
− x
n
g
(
fk

(x
n

))
+

13



+

∫ x(k+1)
n

xk
n

(
x (k + 1)

n
− t
)
d

ds
g (ψ (s))

∣∣∣∣
s=t

dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ψ(xkn
)
− fk

(x
n

)∣∣∣∣+
+
|x|
n

∣∣∣∣g(ψ(xkn
))
− g

(
fk

(x
n

))∣∣∣∣+

∫ x(k+1)
n

xk
n

∣∣∣∣(x (k + 1)

n
− t
)
d

ds
g (ψ (s))

∣∣∣∣
s=t

∣∣∣∣ dt ≤
≤
∣∣∣∣ψ(xkn

)
− fk

(x
n

)∣∣∣∣ (1 +
|x|
n
Lg

)
+M

∫ x(k+1)
n

xk
n

∣∣∣∣x (k + 1)

n
− t
∣∣∣∣ dt =

=

∣∣∣∣ψ(xkn
)
− fk

(x
n

)∣∣∣∣ (1 +
|x|
n
Lg

)
+M

x2

2n2
.

Otrzymali±my:∣∣∣∣ψ(x (k + 1)

n

)
− fk+1

(x
n

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ψ(xkn
)
− fk

(x
n

)∣∣∣∣ (1 +
|x|
n
Lg

)
+
Mx2

2n2

Ustalmy dowolne n ∈ N. Nietrudno zauwa»y¢, »e je»eli:

δk+1 = δk

(
1 +
|x|
n
Lg

)
+
Mx2

2n2

δ0 = ψ (0)− fk+1

(x
n

)
= 0,

to zachodzi: ∣∣∣∣ψ(xkn
)
− fk

(x
n

)∣∣∣∣ ≤ δk, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}

Z lematu 1 mamy:

δn =
n∑
i=0

Mx2

2n2

(
1 +
|x|
n
Lg

)n−i
≤

n∑
i=0

Mx2

2n2
e1+

|x|
n
Lg =

Mx2 (n+ 1)

2n2
e1+

|x|
n
Lg

Wobec dowolno±ci n, oraz x ∈ I, oraz

lim
n→∞

Mx2 (n+ 1)

2n2
e1+

|x|
n
Lg = 0

dla dowolnego ε > 0 istnieje wi¦c N ∈ N takie, »e dla dowolnego n > N i x ∈ I
zachodzi: ∣∣∣ψ (x)− fn

(x
n

)∣∣∣ ≤ δn < ε.

Co jest równowa»ne tezie twierdzenia.

2.13 Przykªad 4

Niech:
f0(x) = 0

fn+1(x) = e−fn(x)x+ fn(x)

Wówczas na podstawie wniosku 2 i lematu 8 limn→∞ fn
(
x
n

)
istnieje na ka»dym

przedziale [a, b] ⊂
(∫ −∞

0
1
e−tdt,

∫∞
0

1
1
dt
)

= (−1,∞) i na tym przedziale przybli»a

rozwi¡zanie równia ró»niczkowego f ′ = e−f . Wniosek 3 udowodniony w nast¦pnym
rozdziale pozwala stwierdzi¢, »e przybli»anym rozwi¡zaniem jest f(x) = ln(x+ 1).

Pokazane poni»ej twierdzenie 2 rozpatruje sytuacj¦, w której g jest funkcj¡
speªniaj¡c¡ warunek Lipschitza wi¦ksz¡ od 0. W takim przypadku mo»na pokaza¢,
»e na pewnym przedziale zawieraj¡cym 0 ci¡g fn

(
x
n

)
jest zbie»ny do f speªniaj¡cego

f ′ = g(f).

14



2.14 Twierdzenie 2

Niech g : R→ (0,+∞) b¦dzie funkcj¡ speªniaj¡c¡ warunek Lipschitza ze staª¡ L,
oraz

g+(x) =

{
supt∈[0,x] g(t), x ≥ 0

g(0), x < 0

g−(x) =

{
g(0), x ≥ 0

supt∈[x,0] g(t), x < 0

Wówczas ci¡g fn
(
x
n

)
jest zbie»ny na ka»dym przedziale

[a, b] ⊂ (
∫ −∞
c

1
g−(t)

dt,
∫∞
c

1
g+(x)

dt) do rozwi¡zania równania ró»niczkowego f ′ = g(f).

Dowód: Wiedz¡c, »e g jest funkcj¡ ci¡gª¡ i g > 0 na podstawie twierdzenia
Carlemana [2] mo»emy wzi¡¢ ci¡g gi funkcji analitycznych speªniaj¡cy
|gi(x)− g(x)| < min{ 1

i+1
, g(x)} i poniewa» g ∈ R to ci¡g gi mo»na tak»e ustali¢

rzeczywisty. Wówczas speªnia on:

0 < gi(x) < g(x) +
1

i+ 1
,

wi¦c gi zbiega jednostajnie do g(x).
Ustalmy ci¡g eulerowski fn(x, i) równania f ′ = gi(f), f(0) = c:

fn+1(x, i) = fn(x, i) + xgi(fn(x, i)), i ∈ N

f0(x, i) = c

We¹my dowolne ε > 0. Na podstawie jednostajnej zbie»no±ci gi ustalmy I tak, aby
dla ka»dego i > I zachodziªo supx∈R |gi(x)− g(x)| < ε Poka»¦ przez indukcj¦, »e dla
x ∈ R, i > I zachodzi

|fn (x, i)− fn (x)| ≤
(
e|x|nL − 1

L

)
ε (4)

Dla n = 0 zaªo»enie to zachodzi w sposób oczywisty. Przyjmijmy teraz, »e dla
pewnego n ∈ N speªnione jest zaªo»enie indukcyjne. Mamy wówczas:

|fn+1 (x, i)− fn+1 (x)| = |fn (x, i)− fn (x) + xgi (fn (x, i))− xg (fn (x))| ≤

≤ |fn (x, i)− fn (x)|+ |x| |gi (fn (x, i))− g (fn (x))| ≤
≤ |fn (x, i)− fn (x)|+|x| |g (fn (x, i))− g (fn (x))|+|x|ε ≤ |fn (x, i)− fn (x)| (1+|x|L)+|x|ε
Na podstawie zaªo»enia indukcyjnego powy»sze wyra»enie jest nie wi¦ksze ni»:(

e|x|nL − 1

L

)
ε(1 + |x|L) + |x|ε = e|x|(n+1)Le−|x|L(1 + |x|L)ε− 1 + |x|L

L
ε+ |x|ε

Korzystaj¡c z nierówno±ci x+ 1 ≤ ex powy»sze wyra»enie jest nie wi¦ksze ni»:

e|x|(n+1)Lε− 1 + |x|L
L

ε+ |x|ε =

(
e|x|(n+1)L − 1

L

)
ε

Zatem krok indukcyjny mo»na wykona¢.
Ustalmy [a, b] ⊂ (

∫ −∞
c

1
g−(t)

dt,
∫∞
c

1
g+(x)

dt) i na podstawie lematu 2 we¹my J ∈ N
takie, »e dla ka»dego i > J zachodzi [a, b] ⊂ (

∫ −∞
c

1
g−(t)+ 1

i+1

dt,
∫∞
c

1
g+(x)+ 1

i+1

dt)

Na podstawie lematu 8 przy ustalonym i ci¡g fn
(
x
n
, i
)
jest zbie»ny jednostajnie na
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ka»dym przedziale [a0, b0] ⊂ (
∫ −∞
c

1
g−(t)+ 1

i+1

dt,
∫∞
c

1
g+(x)+ 1

i+1

dt). We¹my zatem

i > max{I, J}, oraz Ni takie, »e dla n,m > Ni zachodzi:∣∣∣fn (x
n
, i
)
− fm

( x
m
, i
)∣∣∣ < ε.

Teraz dla x ∈ [a, b] mamy:∣∣∣fn (x
n

)
− fm

( x
m

)∣∣∣ =
∣∣∣fn (x

n

)
− fn

(x
n
, i
)

+ fn

(x
n
, i
)
− fm

( x
m
, i
)

+ fm

( x
m
, i
)
− fm

( x
m

)∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣fn (x

n

)
− fn

(x
n
, i
)∣∣∣+ ε+

∣∣∣fm ( x
m
, i
)
− fm

( x
m

)∣∣∣
Na podstawie (4) powy»sze wyra»enie jest mniejsze ni»:

ε+

(
e|

x
n |nL − 1

L

)
ε+

(
e|

x
m |mL − 1

L

)
ε =

(
2e|x|L − 2

L
+ 1

)
ε

ε byªo dowolne, zatem ci¡g fn
(
x
n

)
jest zbie»ny jednostajnie na [a, b] i st¡d na

podstawie twierdzenia 1 jego granica speªnia zadane równanie ró»niczkowe na tym
przedziale.

3 Przypadek funkcji analitycznych

W tym rozdziale w celu zbadania zbie»no±ci ci¡gu fn
(
x
n

)
zakªada si¦, »e funkcja g

jest analityczna. Pozwala to udowodni¢ nie tylko, »e ci¡g eulerowski równania
f ′ = g(f) umo»liwia wówczas przybli»anie poszukiwanego rozwi¡zania równania
ró»niczkowego, ale tak»e znalezienie jawnej postaci jego granicy � zarówno w postaci
szeregu, jak i funkcji odwrotnej do caªki z funkcji 1

g
.

Lemat 9 mówi, »e gdy funkcja g jest analityczna to istnieje dokªadnie jedno
rozwi¡zanie analityczne badanego równania ró»niczkowego, a jego posta¢ mo»na
poda¢ jawnie na dwa wspomniane ju» sposoby.

3.1 Lemat 9

Niech D ⊆ C b¦dzie koªem otwartym i g : D → C b¦dzie funkcj¡ analityczn¡.
Je»eli dla danego c ∈ D zachodzi g(c) 6= 0, to równanie ró»niczkowe

f ′(x) = g(f(x))

f(0) = c

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie analityczne. Rozwi¡zanie to jest rozwijalne w
szereg pot¦gowy o ±rodku w punkcie x = 0 i niezerowym promieniu zbie»no±ci.
Szereg ten przyjmuje posta¢:

f(x) =
∞∑
n=0

xnλn,

gdzie
λ0 = c

λ1 = g(c)

λn =
1

n

∞∑
i=1

gi
∑

a1 + a2 + ...+ ai = n− 1
a1, a2, ..., ai ∈ N

λa1 · λa2 · ... · λai .
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Ponadto rozwi¡zanie to jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji
∫ x
c

1
g(t)
dt.

Dowód: Najpierw poka»¦, »e istnieje co najmniej jedno rozwi¡zanie analityczne
danego równania, a nast¦pnie poka»¦ »e jest ono jedyne.
Niech

r = inf
z∈g−1({0})

|z − c|.

Z zaªo»enia g(c) 6= 0, wi¦c wobec analityczno±ci g dostajemy r > 0 (przyjmuj¡c
inf ∅ = +∞). Zatem funkcja 1

g(x)
jest analityczna i przy rozwini¦ciu w szereg w

punkcie x = c ma promie« zbie»no±ci równy r. W takim razie tak»e
∫ x
c

1
g(t)
dt jest

funkcj¡ analityczn¡ o takim samym promieniu zbie»no±ci.∫ x
c

1
g(t)
dt ma w punkcie x = c niezerow¡ pochodn¡ i st¡d jest w otoczeniu tego

punktu odwracalna. Oznaczmy zatem przez f(x) odwrotno±¢ funkcji
∫ x
c

1
g(t)
dt wokóª

punktu c. Mamy
∫ c
c

1
g(t)
dt = 0, zatem f(0) = c i f(x) jest funkcj¡ analityczn¡ o

niezerowym promieniu zbie»no±ci w punkcie x = 0.
Poka»¦ teraz, »e f speªnia zadane równanie ró»niczkowe. Mamy:∫ f(x)

c

1

g(t)
dt = x.

Ró»niczkuj¡c obie strony na podstawie analityczno±ci f otrzymujemy:

f ′(x)
1

g(f(x))
= 1.

Zatem dane równanie ró»niczkowe ma co najmniej jedno rozwi¡zanie analityczne.

Przyjmijmy teraz, »e f(x) =
∑∞

n=0 x
nλn jest rozwi¡zaniem danego równania

ró»niczkowego. Poka»¦, »e ci¡g λn jest okre±lony w sposób jednoznaczny. Mamy:

f ′(x) =
∞∑
n=0

xn−1nλn,

a ponadto

g(f(x)) = g0+
∞∑
i=1

gi

(
∞∑
n=0

xnλn

)i

= g0+
∞∑
i=1

gi

∞∑
n=0

xn
∑

a1 + a2 + ...+ ai = n
a1, a2, ..., ai ∈ N

λa1·λa2·...·λai =

= g0 +
∞∑
n=0

xn
∞∑
i=1

gi
∑

a1 + a2 + ...+ ai = n
a1, a2, ..., ai ∈ N

λa1 · λa2 · ... · λai .

Kolejne równo±ci wynikaªy z jednostajnej zbie»no±ci szeregów pot¦gowych.
Wobec f ′(x) = g(f(x)) i f(0) = c otrzymujemy:

λ0 = c

λ1 = g(c)

λn =
1

n

∞∑
i=1

gi
∑

a1 + a2 + ...+ ai = n
a1, a2, ..., ai ∈ N

λa1 · λa2 · ... · λai , n > 1.
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Otrzymane równanie rekurencyjne de�niuje ci¡g λn w sposób jednoznaczny, zatem
dane równanie ma co najwy»ej jedno rozwi¡zanie. Co ko«czy dowód lematu.

3.2 Przykªad 5

Lemat 9 orzeka, »e jedynym analitycznym rozwi¡zaniem równania ró»niczkowego
f ′(x) = f 2 + 1, f(0) = 0 jest funkcja odwrotna do

∫ x
0

1
t2+1

dt = arctan(x), czyli
f(x) = tan(x). Lemat 9 mówi te», »e kolejne wspóªczynniki szeregu pot¦gowego f w
punkcie x = 0 dane s¡ rekurencj¡:

λ0 = 0

λ1 = g(0) = 1

λn =
1

n

∞∑
i=1

gi
∑

a1 + a2 + ...+ ai = n− 1
a1, a2, ..., ai ∈ N

λa1·λa2·...·λai =
1

n

∑
a1 + a2 = n− 1
a1, a2 ∈ N

λa1λa2 =

=
1

n

n−1∑
a1=0

λa1λn−1−a1 .

Sformuªowane poni»ej twierdzenie 3 pokazuje, »e je»eli g jest analityczna to fn
(
x
n

)
jest zawsze zbie»ny do analitycznego rozwi¡zania równania ró»niczkowego w
przedziale zbie»no±ci w punkcie x = 0 tego rozwi¡zania. Oprócz analityczno±ci g
twierdzenie 3 zakªada tak»e, »e c nale»y do przedziaªu zbie»no±ci funkcji g �
zaªo»enie to jest jednak (z oczywistych wzgl¦dów) praktycznie niezb¦dne. Warto
zwróci¢ uwag¦, »e przedziaª na którym fn

(
x
n

)
przybli»a rozwi¡zanie równania

ró»niczkowego mo»e by¢ znacz¡co wi¦kszy ni» promie« zbie»no±ci tego rozwi¡zania.
W praktyce fn

(
x
n

)
mo»e by¢ zbie»ny do poszukiwanego rozwi¡zania równania

ró»niczkowego nawet na przedziaªach postaci [a,∞), jak to ma miejsce w
przykªadzie 4.

3.3 Twierdzenie 3

Je±li g(x) =
∑∞

n=0 gix
i ma promie« zbie»no±ci wi¦kszy ni» |c| dla c ∈ R i

λ0 = c

λ1 = g(c)

λk =
1

k

∞∑
i=1

gi
∑

a1 + a2 + ...+ ai = k − 1
a1, a2, ..., ai ∈ N

λa1 · λa2 · ... · λai

 .
To wówczas dla ka»dego x nale»¡cego do wn¦trza przedziaªu zbie»no±ci szeregu∑∞

k=0 x
kλk zachodzi:

lim
n→∞

fn

(x
n

)
=
∞∑
k=0

xkλk.
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Dowód: Zªo»enie funkcji analitycznych jest funkcj¡ analityczn¡, wi¦c fn jest ci¡giem
funkcji analitycznych. Niech:

fn(x) =
∞∑
k=0

λk(n)xk.

Wówczas korzystaj¡c z jednostajnej zbie»no±ci szeregów pot¦gowych mamy:

fn+1(x) =
∞∑
k=0

[
λk(n+ 1)xk

]
= g(fn(x))x+fn(x) =

∞∑
i=0

gi( ∞∑
k=0

λk(n)xk

)i
x+

∞∑
k=0

[
λk(n)xk

]
=

=
∞∑
i=1

gi( ∞∑
k=0

λk(n)xk

)i
x+

∞∑
k=0

[
λk(n)xk

]
+ g0x =

=
∞∑
i=1

gi ∞∑
k=0

xk
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n)

x+
∞∑
k=0

[
λk(n)xk

]
+ g0x =

=
∞∑
k=0

xk+1

∞∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n)

+
∞∑
k=0

[
λk(n)xk

]
+ g0x.

Otrzymali±my:

∞∑
k=0

[
λk(n+ 1)xk

]
=
∞∑
k=0

xk+1

∞∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n)

+
∞∑
k=0

[
λk(n)xk

]
+g0x.

Zatem ci¡g λk(n) speªnia nast¦puj¡ce równanie rekurencyjne:

λ0(0) = c

λk(0) = 0, k 6= 0

λ0(n+ 1) = λ0(n)

λ1(n+1) =
∞∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = 0
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n)·· · ··λai(n)+g0+λ1(n) =
∞∑
i=1

(
giλ0(n)i

)
+g0+λ1(n) =

= g(λ0(n)) + λ1(n)

λk(n+ 1) =
∞∑
i=1

gi ∑
a1 + · · · + ai = k − 1

a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n)

+ λk(n), k ≥ 2.

Zgodnie z powy»szymi równaniami mamy:

λ0(n) = c

a st¡d tak»e
λ1(n) = g(c)n.
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Ponadto dla k ≥ 2 zachodzi:

λk(n+ 1) =
n∑
j=0

 ∞∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k − 1
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(j) · · · · · λai(j)

 .
Poka»¦ teraz przez indukcj¦, »e zachodzi

λk = lim
n→∞

λk(n)

nk
.

Dla k = 0 i k = 1 zaªo»enie to jest speªnione w sposób oczywisty. Poka»¦ teraz, »e
je±li zaªo»enie to jest speªnione dla k ≥ 1 to zachodzi

lim
n→∞

∆nλk+1(n+ 1)

∆n(n+ 1)k+1
= lim

n→∞

λk+1(n+ 1)− λk+1(n)

(n+ 1)k+1 − nk+1
= λk+1,

co na podstawie twierdzenia Stolza (Wi¦cej informacji o tym twierdzeniu mo»na
znale¹¢ w [4] - par.33) dowiedzie, »e zaªo»enie indukcyjne jest speªnione tak»e dla
k + 1. Mamy:

lim
n→∞

∆n(n+ 1)k+1

nk
= lim

n→∞

(n+ 1)k+1 − nk+1

nk
= lim

n→∞

1

nk

[
k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
ni − nk+1

]
=

=
k∑
i=0

(
k + 1

i

)
lim
n→∞

ni−k = k + 1.

Zatem:

lim
n→∞

∆nλk+1(n+ 1)

∆n(n+ 1)k+1
= lim

n→∞

∆nλk+1(n+ 1)
∆n(n+1)k+1

nk nk
= lim

n→∞

∆nλk+1(n+ 1)

(k + 1)nk
=

= lim
n→∞

1

(k + 1)nk
∆n

n∑
j=0

 ∞∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(j) · · · · · λai(j)

 =

= lim
n→∞

1

(k + 1)nk

∞∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n) =

= lim
n→∞

[
1

(k + 1)nk

k∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n)+

1

(k + 1)nk

∞∑
i=k+1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n)

]
=

=
1

k + 1

k∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1·· · ··λai+ lim
n→∞

1

(k + 1)nk

∞∑
i=k+1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n)·· · ··λai(n).
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Ostatnia równo±¢ wynika z zaªo»enia indukcyjnego. Dalej b¦d¦ przeksztaªcaª jedynie
sum¦ pod ostatni¡ granic¡. Niech j oznacza liczb¦ niezerowych indeksów ai mamy
wówczas:

lim
n→∞

1

(k + 1)nk

∞∑
i=k+1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1(n) · · · · · λai(n) =

= lim
n→∞

1

(k + 1)nk

∞∑
i=k+1

gi

k∑
j=1

(
i

j

)
λ0(n)i−j

∑
a1 + · · · + aj = k

a1, . . . , aj ∈ N+

λa1(n) · · · · · λaj(n) =

= lim
n→∞

1

(k + 1)nk

k∑
j=1

∑
a1 + · · · + aj = k

a1, . . . , aj ∈ N+

λa1(n) · · · · · λaj(n)
∞∑

i=k+1

gi

(
i

j

)
λ0(n)i−j.

Kolejno±¢ sumowania mo»emy zmieni¢, bo na podstawie kryterium Cauchy'ego
suma

∑∞
i=k+1 gi

(
i
j

)
λ0(n)i−j jest bezwzgl¦dnie zbie»na. Mamy bowiem:

lim sup
i→∞

i

√∣∣∣∣gi(ij
)
λ0(n)i−j

∣∣∣∣ ≤ lim sup
i→∞

i
√
|giλ0(n)i−j| = lim sup

i→∞

i
√
|gi|c.

Na podstawie zaªo»enia o promieniu zbie»no±ci funkcji g daje, »e powy»sze
wyra»enie jest mniejsze od 1. Przeksztaªcaj¡c dalej sum¦ otrzymujemy:

lim
n→∞

1

(k + 1)nk

k∑
j=1

∑
a1 + · · · + aj = k

a1, . . . , aj ∈ N+

λa1(n) · · · · · λaj(n)
∞∑

i=k+1

gi

(
i

j

)
λ0(n)i−j =

=
1

k + 1

k∑
j=1

∑
a1 + · · · + aj = k

a1, . . . , aj ∈ N+

lim
n→∞

1

nk
λa1(n) · · · · · λaj(n)

∞∑
i=k+1

gi

(
i

j

)
ci−j.

Na podstawie zaªo»enia indukcyjnego, powy»sza suma jest równa:

1

k + 1

k∑
j=1

∑
a1 + · · · + aj = k

a1, . . . , aj ∈ N+

λa1 · · · · · λaj
∞∑

i=k+1

gi

(
i

j

)
ci−j =

=
1

k + 1

∞∑
i=k+1

gi

k∑
j=1

(
i

j

)
ci−j

∑
a1 + · · · + aj = k

a1, . . . , aj ∈ N+

λa1 · · · · · λaj =

=
1

k + 1

∞∑
i=k+1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1 · · · · · λai .

Otrzymali±my:

lim
n→∞

∆nλk+1(n+ 1)

∆n(n+ 1)k+1
=

1

k + 1

k∑
i=1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1 · · · · · λai+
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+
1

k + 1

∞∑
i=k+1

gi
∑

a1 + · · · + ai = k
a1, . . . , ai ∈ N

λa1 · · · · · λai = λk+1.

Czyli na podstawie twierdzenia Stolza krok indukcyjny mo»na wykona¢.
Korzystaj¡c z jednostajnej zbie»no±ci szeregów pot¦gowych na przedziaªach [−R,R]
zawartych w przedziale zbie»no±ci

∑∞
k=0 x

kλk mamy:

lim
n→∞

fn

(x
n

)
= lim

n→∞

∞∑
k=0

(x
n

)k
λk(n) =

∞∑
k=0

xk lim
n→∞

λk(n)

nk
=
∞∑
k=0

xkλk.

Czego nale»aªo dowie±¢.

3.4 Wniosek 3

Dla analitycznej funkcji g, której promie« zbie»no±ci zawiera |c|, c ∈ R równanie
ró»niczkowe f ′ = g(f), f(0) = c ma rozwi¡zanie analityczne f . Rozwi¡zanie to jest
przybli»ane w swoim przedziale zbie»no±ci w punkcie x = 0 przez ci¡g fn

(
x
n

)
.

Dowód: Wniosek ten jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ twierdzenia 2 i lematu 9.

3.5 Przykªad 6

We¹my:
fn(0) = 0

fn+1(x) = x+ xfn(x)2 + fn(x).

Wówczas twierdzenie 3 orzeka, »e fn
(
x
n

)
d¡»y do analitycznego rozwi¡zania danego

równania ró»niczkowego f ′ = f 2 + 1, f(0) = c. Na podstawie przykªadu 5 wiemy, »e
rozwi¡zaniem tym jest funkcja tg(x). Zatem:

lim
n→∞

fn

(x
n

)
= tg(x), x ∈

(
−π

2
,
π

2

)
.

Porównanie szeregu Taylora i ci¡gu eulerowskiego dla funkcji tangens na przedziale
(
−π2 , π2

)
.

�óªty - tg(x), Czarny - 5 wyraz szeregu Taylora tg(x), Niebieski - f5
(
x
5

)
przy fn zde�niowanym powy»ej.
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Pierwsze 5 wyrazów ci¡gu fn
(
x
n

)
�óªty - tg(x), Niebieski - fn

(
x
n

)

Pierwsze 5 wyrazów rozwini¦cia funkcji tangens w szereg Taylora

�óªty - tg(x), Czarny - Kolejne rozwini¦cia tg(x) w szereg Taylora
Rysunki wykonane w programie Desmos.

4 Ci¡gi eulerowskie w przestrzeniach liniowych

Wyniki zamieszczone w tym rozdziale s¡ praktycznie zupeªnie odr¦bne od tych,
wyprowadzonych w poprzedniej cz¦±ci pracy. Twierdzenie 4 mówi o mo»liwo±ci
skonstruowania ci¡gów eulerowskich dla równa« w dowolnych przestrzeniach
liniowych. Jego tre±¢ jest zainspirowana spostrze»eniem, »e tre±¢ twierdzenia 1
mo»na przeformuªowa¢ w sposób pozwalaj¡cy na znacz¡ce zwi¦kszenie ogólno±ci.
Je»eli bowiem dla danej funkcji g : R→ R zde�niujemy ci¡g przeksztaªce«
funkcyjnych:

Tn(h)(x) = h

(
x
n− 1

n

)
+
x

n
g

(
h

(
x
n− 1

n

))
to wówczas Tn+1(fn

(
x
n

)
) = fn+1

(
x

n+1

)
(patrz przykªad 8), a zatem tre±¢ twierdzenia

1 mo»na by sformuªowa¢ nast¦puj¡co:
Je»eli granica

f(x) = lim
n→∞

Tn(Tn−1(. . . T1(f0(x))))

istnieje i zbie»no±¢ jest jednostajna to f ′ = g(f).
Takie sformuªowanie problemu pozwala zauwa»y¢ jego interesuj¡cy zwi¡zek z teori¡
punktów staªych (wi¦cej informacji o tej teorii mo»na znale¹¢ w [3], a zwªaszcza
rozdziale 2 tej pozycji). Rozpatrzmy bowiem ci¡g punktów staªych Tn:

Tn(h) = h

h

(
x
n− 1

n

)
+
x

n
g

(
h

(
x
n− 1

n

))
= h(x)

23



g

(
h

(
x
n− 1

n

))
=
n

x

(
h(x)− h

(
x
n− 1

n

))
I przy n→∞ otrzymujemy (przy odpowiednich zaªo»eniach):

g(x) = f ′(x)

Okazuje si¦ wi¦c, »e aby tre±¢ twierdzenia 1 byªa speªniona, ci¡g
Tn(Tn−1(. . . T1(f0(x)))) i pewien ci¡g punktów staªych Tn musz¡ mie¢ t¡ sam¡
granic¦. Zaobserwowan¡ zale»no±¢ mo»na uzasadni¢ przeprowadzaj¡c nast¦puj¡ce
(nieformalne) rozumowanie:
Dla du»ych n wyrazy ci¡gu an = Tn(Tn−1(. . . T1(f0(x)))) s¡ blisko siebie (tzn.
an+1 ≈ an), bo Tn(f)→ f . W zwi¡zku z tym kolejne punkty (wyrazy ci¡gu an)
coraz bardziej przypominaj¡ krzyw¡ zadan¡ równaniem ró»niczkowym
T (f(t))(x) = ∂f(x,t)

∂t
, gdzie T (f) = limn→∞(Tn(f)− f)cn, cn ∈ R (aby to zobaczy¢

najlepiej dla uproszczenia rozwa»y¢ ci¡g przeksztaªce« Tn : R2 → R2 zbie»ny do
identyczno±ci). Wówczas je»eli limt→∞ f(x, t) = f(x) istnieje to przy odpowiednich
zaªo»eniach mo»na przeprowadzi¢ nast¦puj¡ce rozumowanie:

0 = f(x)−f(x) = lim
t→∞

f(x, t)t

t
−f(x) = lim

t→∞

∂f(x, t)

∂t
t+f(x, t)−f(x) = lim

t→∞

∂f(x, t)

∂t
t.

I w zwi¡zku z tym (przy odpowiednich zaªo»eniach dotycz¡cych odwzorowania T )
zachodzi:

T (f(x))(x) = lim
t→∞

T (f(x, t))(x) = lim
t→∞

∂f(x, t)

∂t
= 0.

A poniewa» dla du»ych n spodziewamy si¦
0 = limk→∞(Tk(f(x))− f(x))ck = T (f(x)) ≈ an, wi¦c wida¢ »e granica an powinna
by¢ w ±cisªym zwi¡zku z punktami staªymi Tn. Przypuszczenie to jest
formalizowane w twierdzeniu 4, którego dowód jest w istocie dyskretnym
odpowiednikiem przeksztaªce« przedstawionych powy»ej.

4.1 Twierdzenie 4

Twierdzenie:
Niech X b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡, oraz C ⊆ X zbiorem domkni¦tym. Niech
Tn : C → C b¦dzie ci¡giem funkcji ci¡gªych, zbie»nym punktowo do id(x) = x.
Ustalmy:

a0 ∈ C
an = Tn(an−1).

Je»eli an → a i istnieje ci¡g cn ∈ (0,∞) speªniaj¡cy limn→∞
∏n

m=1

(
1 + 1

cm

)
=∞

taki, »e ci¡g (Tn(x)− x)cn jest jednostajnie zbie»ny do funkcji T (x) w pewnym
otoczeniu a to

T (a) = 0.

Dowód: We¹my:

λn =
n∏

m=1

(
1 +

1

cm

)
.

Na podstawie ci¡gªo±ci Tn, jednostajnej zbie»no±ci (Tn(x)− x)cn i zbie»no±ci an
mamy:

T (a) = lim
n→∞

(Tn(an)− an)cn = lim
n→∞

(an+1 − an)cn = lim
n→∞

(an+1 − an)(cn + 1) =
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= lim
n→∞

(
(an+1 − an)

1
cn

+ 1
1
cn

λn−1

λn−1

+ an

)
− a = lim

n→∞

λn(an+1 − an)

λn − λn−1

+ an − a =

= lim
n→∞

λnan+1 − λn−1an
λn − λn−1

− a = lim
n→∞

∆(λn−1an)

∆λn−1

− a.

cm > 0, wi¦c λn jest ci¡giem rosn¡cym, z zaªo»enia d¡»¡cym do niesko«czono±ci.
Mo»na wi¦c zastosowa¢ twierdzenie Stolza (Wi¦cej informacji o tym twierdzeniu
mo»na znale¹¢ w [4] - par.33), zgodnie z którym powy»sza granica jest równa:

lim
n→∞

λn−1an
λn−1

− a = 0.

Co dowodzi tezy twierdzenia.

4.2 Wniosek 4

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Niech dla ka»dego x ∈ X ci¡g
fn : X → X d¡»y jednostajnie do f w pewnym otoczeniu x. Ustalmy ci¡g:

x0 ∈ X

xn+1 =
fn(xn)

n
+ xn

Je»eli granica x = limn→∞ xn istnieje to f(x) = 0.

Dowód: Ustalmy:

Tn(x) =
fn(x)

n
+ x, x ∈ X

Wówczas xn+1 = Tn(xn), limn→∞(Tn(x)− x)n = f(x) i zbie»no±¢ jest jednostajna.
Maj¡c limn→∞

∏n
m=1

(
1 + 1

n

)
= limn→∞(n+ 1) =∞ wszystkie zaªo»enia twierdzenia

4 s¡ wi¦c speªnione, wi¦c je»eli granica xn → x istnieje to f(x) = 0.

4.3 Przykªad 7

Ustalmy:
x0 = 0

xn+1 =
1

n

((
1− xn

n

)n
− xn

)
+ xn

Na podstawie wniosku 4, je»eli xn jest zbie»ny do x to:

0 = lim
n→∞

(
1− t

n

)n
− t = e−x − x.

Czyli x jest punktem staªym funkcji e−x.

4.4 Przykªad 8

Niech g : R→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Ustalmy:

Tn(h(x))(x) = g

(
h

(
x
n− 1

n

))
x

n
+ h

(
x
n− 1

n

)
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Je»eli istnieje zbiór C domkni¦ty w C[a, b] taki, »e Tn(C) ⊆ C i dla ka»dego f ∈ C
istnieje otoczenie Bf ⊆ C takie, »e (Tn(f)− f)n jest zbie»ny jednostajnie na Bf i
ci¡g zde�niowany przez:

f1(x) ∈ C
fn+1(x) = g (fn(x))x+ fn(x)

jest zbie»ny jednostajnie do funkcji f to zachodzi

f ′(x) = g(f(x)), x ∈ [a, b]

Dowód: Mamy:

fn+1

(
x

n+ 1

)
= g

(
fn(

x

n+ 1
)

)
x

n+ 1
+fn(

x

n+ 1
) = g

(
fn(

x

n

n

n+ 1
)

)
x

n+ 1
+fn(

x

n

n

n+ 1
) =

= Tn+1

(
fn

(x
n

))
(x), n ∈ N+

Ponadto Tn(h)→ h. Z zaªo»enia, »e dla ka»dego h ∈ C istnieje otoczenie Bh ⊆ C
takie, »e (Tn(h)− h)n jest zbie»ny jednostajnie na Bh mamy:

(Tn(h)− h)n = g

(
h

(
x
n− 1

n

))
x+

(
h

(
x
n− 1

n

)
− h(x)

)
n→ g(h(x))x− h′(x)x

Zatem bior¡c w twierdzeniu 4 an = fn
(
x
n

)
otrzymujemy, »e je»eli

fn

(x
n

)
→ f(x)

to
g(f(x))x− f ′(x)x = 0

A poniewa» fn(0) = fn−1(0) = f(0), wi¦c:

g(f(x)) = f ′(x)

5 Uwagi ko«cowe i bibliogra�a

Zaprezentowane twierdzenia pokazuj¡, »e ci¡g

f0(x) = c ∈ R

fn+1(x) =
x

n
g (fn(x)) + fn(x)

mo»e sªu»y¢ do przybli»ania rozwi¡za« równa« ró»niczkowych postaci f ′ = g(f).
Zbie»no±¢ ci¡gu fn

(
x
n

)
do rozwi¡zania tego równania mo»na pokaza¢ dla szerokiej

klasy funkcji g � w szczególno±ci funkcji speªniaj¡cych warunek Lipschitza i funkcji
analitycznych. Niew¡tpliwie jednak uzyskane wyniki mo»na znacz¡co rozwin¡¢.
Powinno by¢ mo»liwe chocia»by znacznie lepsze oszacowanie przedziaªu zbie»no±ci
fn
(
x
n

)
w twierdzeniu 3.

Interesuj¡cy mo»e by¢ te» przypadek, w którym funkcja g jest okre±lona na zbiorze
postaci R \ {x0, x1, . . . , xm} � ze wzgl¦du na zwi¡zek rozwi¡za« równania
ró»niczkowego postaci f ′ = g(f) z funkcjami odwrotnymi do funkcji

∫ x
0

1
g(t)
dt mo»na

oczekiwa¢, »e je»eli funkcja g jest postaci 1
h′(x)

to fn
(
x
n

)
przybli»a funkcj¦ odwrotn¡

do h na zbiorze, na którym h jest odwracalna. Mo»na wobec tego zada¢ pytanie, czy
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istniej¡ sytuacje w których zbiór na którym fn
(
x
n

)
przybli»a h nie jest spójny.

Twierdzenie 4 sugeruje, »e ci¡gi eulerowskie mog¡ by¢ konstruowane dla równa« w
dowolnych przestrzeniach liniowych, cho¢ temat ten wymaga jeszcze gª¦bszego
zbadania. Przede wszystkim potrzebne byªoby znalezienie analogów wyników
niniejszej pracy dla dowolnych przestrzeni liniowych, tak aby mo»na je byªo
zastosowa¢ do zaªo»e« twierdzenia 4. Przydatne mogªoby by¢ te» ±cisªe
udowodnienie zwi¡zku mi¦dzy ci¡giem Tn(Tn−1(. . . T1(f0(x)))), a krzyw¡

T (f(t))(x) = ∂f(x,t)
∂t

o którym mowa byªa na pocz¡tku rozdziaªu 4.

Serdecznie dzi¦kuj¦ wszystkim osobom, które przyczyniªy si¦ do powstania pracy �
zwªaszcza jej opiekunowi naukowemu � dr hab. Jackowi Gulgowskiemu, oraz mojej
nauczycielce matematyki Pani Maªgorzacie Ilewicz.
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