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1 Wstep

W pracy opisywana jest metoda przyblizania rozwigzan réwnania rézniczkowego
postaci f" = g(f), f(0) =c € R dla danej funkcji g : R — R. W szczegolnosci
udowodnione zostaje twierdzenie (Twierdzenie 1), ze jezeli ciag f, (%) zdefiniowany
rekurencyjnie przez:

fo(x)=ceR
fra () = g (fu(@)) + folz)

jest zbiezny jednostajnie do funkeji f na pewnym przedziale [a,b] 0 to funkcja ta
spelia zadane réwnanie rézniczkowe (konkretnie rzecz biorac rownanie

na przedziale [a, b].

W dalszej czesci pracy ciag f,(x) dla danej funkcji g i statej ¢ € R bedzie (o ile nie
zostanie zaznaczone, ze jest inaczej) przyjmowany zgodnie z powyzszg rekurencja.
Ciag ten bedzie tez okres§lany mianem ciggu eulerowskiego rownania

f'=q(f), f(0)=c, gdyz jego konstrukcja jest bardzo podobna do metody Eulera
przyblizonego rozwiazywania rownan rézniczkowych zwyczajnych. Zasadnicza
roznica polega na tym, ze kolejne wyrazy ciagu sa funkcjami, ktore przyblizaja
rozwigzanie réwnania rézniczkowego globalnie, we wszystkich punktach dziedziny
jednoczesnie, a nie tylko w okreslonych punktach (jak to ma miejsce w metodzie
Eulera). Pozwala to na formulowanie zalozen i dowodow korzystajacych z
funkcyjnej natury przyblizen (mozna chociazby mowié¢ o jednostajnej zbieznosci
ciggu f, (%), co jest wykorzystane juz w twierdzeniu 1). Ta funkcyjna interpretacja
metody Eulera moze zatem rzuci¢ na nig nowe Swiatlo, czego szczegdlnym wyrazem
jest twierdzenie 4, w pewnym sensie uogolniajace metode Eulera do dowolnych
przestrzeni liniowych. Podobieristwa i r6znice miedzy prezentowanym podejsciem, a
klasyczna metoda Fulera zostang szerzej omowione w dalszej czesci rozdziatu.

W rozdziale 2 dowodzone jest twierdzenie 1. Twierdzenie to ma silne zalozenie
dotyczace ciggu f,, ktore ma do$¢ techniczny charakter. Waznym celem pracy jest
podanie warunkow dotyczacych funkeji g (o ktorej zakladamy, ze jest dana), ktore
zapewnig spetnienie zatozen twierdzenia. W rozdziale 2 przedstawione s
nastepujace lematy pozwalajace na zbadanie, czy spelniony jest warunek zbieznosci
zawarty w twierdzeniu 1:

e Jezeli ciag f1,, jest ciagiem eulerowskim rownania f' = g(f), f(0) =¢, a fs,
jest ciagiem eulerowskim réwnania f' = bg(; f + a), f(0) =b(c —a) to
f2n<m> = b(fln(x) - CL) (Lemat 3)



e Jezeli funkcja g jest klasy Ct i f, (%) jest jednostajnie ograniczony to f, (
jest zbiezny jednostajnie do rozwiazania réwnania rozniczkowego f' = g(f
pewnym przedziale podanym w jawnej postaci (Lemat 8).

e Jezeli istniejg ciagte funkcje L, U takie, ze dla = € [0, a] zachodzi
g ([e+ [ L)dt,c+ [ U(t)dt]) C (L(z),U(x)) to fn (£) jest jednostajnie
ograniczony na [0,a] (Lemat 4). Lemat 5 jest analogiem lematu 4, ktory mozna
stosowa¢ do przedziatow [a, 0] C (—o0, 0].

e Jezeli funkcja g : R — (0, 00) jest ciagta i monotoniczna to f, (%) jest
jednostajnie ograniczony na pewnym przedziale [a,b] 5 0, oraz zbiezny do
rozwiazania rownania rozniczkowego f' = g(f) na przedziale [0,b] (Lub [a, 0]
zaleznie od tego, czy g ro$nie, czy maleje) — dtugosci tych przedzialow mozna
oszacowac z dotu (Lematy 61 7).

e Jezeli funkcja g : R — (0,00) jest ciggla to f, (£) jest jednostajnie ograniczony
na pewnym przedziale [a,b] 5 0 — dlugos¢ tego przedzialu mozna oszacowac z
dotu (Wniosek 2).

Lematy te same w sobie wyrazaja istotne wtasnosci ciagu f,,, ale przede wszystkim
stuza do udowodnienia twierdzenia 2, ktore méwi ze jezeli funkcja g spetnia warunek
Lipschitza to zalozenie twierdzenia 1 jest spelnione na pewnym przedziale [a, b] 3 0,
ktorego posta¢ mozna wyrazi¢ jawnie.

W rozdziale 3 rozwazany jest szczegolny przypadek, w ktorym funkcja g jest
analityczna. Okazuje sie, ze jezeli tylko g(c) # 0 to rownanie f' = g(f), f(0) = ¢ ma
doktadnie jedno rozwigzanie analityczne. Znanym rezultatem jest, ze rozwigzanie to
mozna wyrazi¢ jako funkcje odwrotnag do ff ﬁdt. Dowod tego mozna znalezé w
literaturze [5], rozdzial 2.2, cho¢ zostal tez zamieszczony w lemacie 9. Twierdzenie 3
mowi, ze ciagi eulerowskie pozwalaja na przyblizanie takich rozwigzan w ich
przedziale zbieznosci w punkcie x = 0. Ciagi eulerowskie moga by¢ w zwiazku z tym
uzyte takze do przyblizania funkcji odwrotnych do danej funkcji (przy podstawieniu
g(z) = ﬁ rozwigzaniem rownania ' = g(f) jest wowczas funkcja odwrotna do h).
Rozdzial 4 skupia sie woko!t twierdzenia 4, ktore mowi o mozliwosci konstrukeji
ciggow zbieznych do miejsc zerowych funkeji okreslonej w przestrzeni liniowej.
Zatozenia twierdzenia sg dosy¢ silne, jednak pokazuje ono ze ciagi eulerowskie
mozna probowa¢ stosowaé do przyblizania rozwigzan rownan w roéznych
przestrzeniach liniowych i pokazuje og6lng zaleznos¢ stojaca za metoda Eulera.

W rozdziale 5 przedstawione sa dodatkowe uwagi dotyczace pracy, oraz bibliografia.

1.1 Oznaczenia
W ponizszej pracy beda stosowane nastepujace oznaczenia:
e 7Zbioér nieujemnych liczb catkowitych:
N={0,1,2,...}
e 7Zbior dodatnich liczb catkowitych:
Ny =N\ {0}

e Roznica ciagu a,,n € N:

Aa, = apy1 — ap,n €N



lub w celu zaznaczenia zmiennej wzgledem ktorej brana jest roznica:

Anay, = apig — ap,n €N

e Funkcje f nazwe rosnaca jezeli dla = > y zachodzi f(x) > f(y), oraz $cisle
rosnaca jezeli dla © > y zachodzi f(z) > f(y). Podobne nazewnictwo bede
stosowal dla funkcji malejacych i $cigle malejacych. Ponadto funkcje rosnace i
malejace bede nazywat funkcjami monotonicznymi.

1.2 Klasyczna metoda Eulera, a ciagi eulerowskie

Rzecza warta wyjasnienia jest zwiazek podejécia opisywanego w tej pracy z metoda
Eulera. Dziatanie metody Eulera dla réwnania rézniczkowego

f'(@) = g(f(x)), f(0) =c

mozna opisa¢ nastepujaco:

Dla ustalonego Ax > 0 (w zalozeniu dazacego do 0) rozpatrujemy punkty (x,,y,)
reprezentujace przyblizenia punktow (x,, f(z,)) dla x, = nAz,n € N. Przyjmujac,
ze dla argumentow réznigeych sie o Ax funkcje f mozna w przyblizeniu traktowac
jako funkeje liniowa (co jest uzasadnionym zalozeniem, skoro f ma by¢
rozniczkowalna) wartosci *=2=1 mozemy utozsamia¢ z wartoscig pochodnej f w
punkcie z,,_1, ktora z zalozenia wynosi g(f(x,-1)) = g(yn—1). Na tej podstawie
mozemy utozyé¢ nastepujaca rekurencje:

(20, y0) = (0, £(0))

(Tny Yn) = (Tp-1 + Az, Yn—1 + Azg(Yn-1)).

W ten sposob przyblizane sa wartosci funkeji f(x,) dla z, = nAz, n € N.

Metoda Eulera przybliza zatem wartosci funkcji f dla argumentéw rézniacych sie o
mala, stala wartos¢ Az przyjmujac zalozenie, ze dla tak matej réznicy argumentow
funkcja f zachowuje sie jak funkcja liniowa. Podejscie prezentowane w tej pracy
takze opiera sie na zaltozeniu o lokalnej liniowosci f i jego istota rowniez jest
skonstruowanie odpowiedniej rekurencji. W tym wypadku jednak kazdy punkt z
dziedziny traktowany jest osobno. Przy ustalonym n € N, przedzial [0, z| dzielony
jest na n rownych czesci i wartosci funkeji f przyblizane sa w punktach

%, k€ {0,1,...,n} przez wartosci ciagu fj (%), na tej samej zasadzie jak w
metodzie Eulera. Ciag f,(z) zdefiniowany jest przez rekurencje wspomniang juz na
poczatku rozdziatu:

folx)=ceR
fn+1(x> =g (fn<x>> + fn<x)

Dodatkowo warto zaznaczy¢, ze powyzsza rekurencje mozna przeksztatci¢ w sposéb
dobrze obrazujacy zwiazek tego ciggu z zadanym réwnaniem rézniczkowym:

fr (%)x— fr(3) _ . (fn (g)) |

Gdy w powyzszym réwnaniu utozsamimy wartos$ci fr1 (%) — f& (%) zdf, >z dr, a
g ( fn (%)) z g(f) dostajemy réwnanie rézniczkowe, ktorego rozwiazanie chcemy
przyblizy¢.

Ponizej przedstawie techniczne, nie zwigzane bezposrednio z tematem pracy
twierdzenia i lematy.



1.3 Lemat 1

Dla danych ciggow b, ¢, € R ustalmy:
ap = C-1

Ap = Ap—1bp_1 + cp1.
Woéwezas dla n € N zachodzi:

n—1

(pi1 = ch ﬁ b + Cp.

k=—1 m=k+1

Dowadd: Dowo6d zostanie poprowadzony przez indukcje. Dla n = 1 teza lematu jest
oczywiscie spetniona. Udowodnie ze jesli teza lematu jest spetniona dla n € N, to
jest tez spetniona dla n + 1. Z zalozenia indukcyjnego mamy:

n—1 n n+1
Upy2 = Apy1bpp1tcpgr = (Z Ck H by, + Cn> bnp1+cnyr = Z Ck H b tCry1.

k=—1 m=k+1 k=—1 m=k+1

Czyli krok indukcyjny mozna wykonaé. O]

1.4 Lemat 2

Niech g : R — (0, 00) bedzie funkcj@ ciagta. Wowcezas dla kazdego b < fooo ﬁdt
istnieje 0 > 0 takie, ze b < [;* st © €(0,0).

Dowdd: Rozwazmy dwa przypadklz
o 1
Ze Wzglqdu na ciaglos¢ g zachodzi lim; % = 0. Mozemy wiec wziaé takie
p >0, ze () <1, t > p. Ponadto, poniewaz g > 0, wiec

00 1
fo gt)+1dt < fo e dt < 0o. Mamy zatem:

[ e /OOO g(ﬂﬁdt) -/ OO o S <

([ )

Obie uzyskane calki sa skoniczone, wiec powyzsze wyrazenie dazy do 0 przy
T — 00 co jest rbwnowazne tezie lematu.

2. [y smdt=
Ustalmy dowolne b > 0 i wezmy p > 0 takie, ze f e dt > b+ 1. Wowcezas dla

x > 0 zachodzi:

[z [ somt= 1 soeara | sz | s )

Calka fo

t)th jest skoniczona, wiec biorgc x — 0 otrzymujemy:

p 1 P
lim —dt = / —dt > b+ 1.
a—0+ Jo g(t) +x o 9(t)

Stad istnieje J takie, ze dla z € (0,0):

00 D
/ ;dt > / ;dt > b.
o 9(t)+wx o g(t)+x

Otrzymalismy teze lematu.

1
@dt.



1.5 Twierdzenie (Carleman — patrz [2])

Dla kazdej ciaglej funkeji @ : R — C i ciaglej funkcji £ : R — (0, 00) istnieje
funkcja catkowita f : C — C spelniajaca:

Q(z) — f(z)| < E(x), x € R.

2 Ciag eulerowski rownania ' = g(f)

Twierdzenie udowodnione ponizej pokazuje ciagg funkcyjny budowany podobnie jak
w metodzie Eulera, ktéry ma przybliza¢ rozwigzanie rownania rézniczkowego

f' = g(f) dla danej funkcji g. Twierdzenie to mowi, ze jezeli ciag przyblizen jest
zbiezny jednostajnie, to jego granica spelnia rownanie [ g(f(t))dt = f(z) — f(0).
Postawiony w nim warunek zalezy zatem nie tyle od funkcji g, lecz od ciaggu f,, co
zazwyczaj sprawia, ze sprawdzenie go dla konkretnego przypadku jest trudne.
Celem tego i nastepnego rozdziatlu bedzie wiec opisanie dla jakich funkeji g
zatozenie to jest spelnione.

2.1 Twierdzenie 1

Niech dana bedzie ciagta funkcja g : R — R. Jezeli f, : [a,b] — R jest ciagiem
eulerowskim rownania f' = g(f), f(0) =ci fu(%) — f(z) jednostajnie na [a, b] i
0 € [a,b] to

Dowdd: Niech -
Rn - Sup ’g -9 <fn (_>>‘ .
z€|a,b] n

7 ciaglosci g i jednostajnej zbieznosci f,(2) wynika, ze lim, o R, = 0.
Dla danego € > 0 ustalmy N € N, tak aby R, < e dla kazdego n > N. Niech:

o (7(=2)) o (= )]

Wowczas wobec fi.(0) = fr—1(0) = fo(0) = ¢ mamy:

g(f(%))a@(ﬁ( ))‘ Zlg (c)]

Wezmy K > N takie, ze 2* < e dla kazdego n > K. Dla n > K mamy:

e (1 () o ()] < ol S5 o (1 (+5)) -5 (1 (2)

an = sup
kzg z€[a,b]

I
e

lim a, = Z lim sup

n—oo n—oo xE[a b

=N+

<|.21:|€—i-m i R <\x!e+m i € < 2|xle

< - k< - < :
k=N-+1 k=N+1

€ byt dowolny, wiec

b)) 6@ o



WeZmy teraz:

=10 i o (5) o= i s (2)20 (1 (2)) o=t o (2)

n—00 n n

Ostatnia rownosé¢ wynika z ciaglosci g i zbieznosci lim,,_,« fn (%) 7 definicji f,

mamy:
. €T . u T i
i foer (3) o= Jim 3 S (5 (7))

Na podstawie (1) widaé¢ zatem, ze:
. xk
—£0) = 1 el =),
fla) = f(0) ,ggéﬂng(f(n))

Funkcja g jest ciagla zatem i f,(x) sa ciagle. f, (%) jest zatem ciggiem funkcji
ciagtych zbieznym jednostajnie, wiec f(z) jest ciagla, a stad catkowalna. Dlatego
powyzsza granica jest rowna:

/0 Cg(F0)) dt.

Otrzymali$my teze twierdzenia. O]

2.2 Przyklad 1

Twierdzenie 1 pozwala na znalezienie ciggu przyblizen rozwigzania réwnania
rozniczkowego f' = f, f(0) = 1.
Ciag eulerowski tego rownania dany jest rekurencja:

folz) =1
fn+1(x) = fn(x) + xfn(x)

Zatem f, (%) = (1 + %)n Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnego przedziatu postaci
[—a, a] ciag ten jest zbiezny jednostajnie. Na podstawie twierdzenia 1 mozemy
stwierdzi¢, ze granica tego ciggu jest rozwigzanie danego rownania rézniczkowego
(na dowolnym przedziale postaci [—a, al).

Lemat 3 udowodniony ponizej pozwala stwierdzi¢, ze znajac ciag eulerowski
rownania ' = g(f) znamy tez ciag eulerowski rownania f' = bg(%f +a). Jest to
rzecza naturalna, gdyz rozwiazania obu réwnan takze mozna tatwo powiazac
wzorem jawnym — tzn. jezeli f' = g(f), to funkcja h(z) = b(f(x) — a) spehia
rownanie k' = bg(3h + a).

2.3 Lemat 3

Dla danych g : R — R, oraz a,b,c € R, b # 0 ustalmy f;, — ciag eulerowski réwnania

fr=g(f), F0)=c,

oraz f,, — ciag eulerowski réwnania
1
F=tg(§f+a). 70 =t

Wowczas f2n(’7‘“’) = b(fln(aj) - Cl).



Dowadd: Dowod poprowadze przez indukcje. Zatozmy, ze dla pewnego n € N teza
lematu jest spelniona (z zalozenia jest ona spelniona dla n = 0). Udowodnie, ze
wowcezas zachodzi ona takze dla n + 1. Mamy:

fonga(z) = fon(z) +xbg (fQ”T(x) + a) = b(f1,(z) — a)+zbg (w + a) _

=b(f1n () —a+xg (fi, (1)) = b(frp41(2) — ).

Zatem krok indukcyjny mozna wykonaé. O

2.4 Przyklad 2

W lemacie 3 wezmy a = 01 b = —1. Otrzymujemy, ze jezeli fi, jest ciagiem
eulerowskim réwnania " = g(f), f(0) = c to ciag eulerowski fs, réwnania
f'=—=g(=f), f(0) = —c spelnia:

fon, = —fin-

Dzieki temu wiele twierdzen dotyczacych ciaglych funkcji g, ktére nie maja miejsc
zerowych (a zatem nie zmieniaja znaku) moga by¢ udowodnione przy zalozeniu, ze
g > 0, bo dla g < 0 czesto mozna po prostu rozwazy¢ ciag eulerowski dla funkcji
—g(—z) > 0. Fakt ten warto mie¢ na uwadze, gdyz w dalszej czesci pracy czesto
zaktadane bedzie, ze g > 0.

Ponizej przedstawione lematy 4 i 5 pozwalaja na stwierdzenie jednostajnej
ograniczonosci ciagu f, — warunku koniecznego dla wystepowania zbiezno$ci
jednostajnej ciagu funkcji ciggtych. Warunek postawiony w lemacie zalezy tylko i
wylacznie od funkcji g, a konkretnie od mozliwosci ograniczenia jej w pewien
szczegbdlny sposob. Warto zwrocié uwage, ze funkcje L, oraz U w prowadzone w
lematach sa $cisle zwigzane z funkcja bedaca rozwiazaniem zagadnienia

[ =g(f), f(0) =c —jezeli dla takiej funkcji f ustalimy L(z) = U(x) = f'(x) to
warunek lematow bedzie bliski bycia spelnionym. Fakt ten zostanie wykorzystany
przy dowodach Lematow 61 7.

2.5 Lemat 4

Niech dana bedzie ciagla funkcja g : R — R, oraz funkcje ciagle L : [0,a] — R i
U:[0,a] = R.
Jezeli dla kazdego z € [0, a] zachodzi:

g([c+/OIL(t)dt,H/:U@)dtD c (L(z), U(x))

to istnieje N takie, ze dla kazdego n > N zachodzi
fa(%) € [c+ [3 L(t)dt,c+ [y U(t)dt],z € [0,a] w szczegolnosei cigg f, (£) jest
jednostajnie ograniczony na [0, al.

Dowdd: 7 zalozenia, dla dowolnego z € [0, a] zachodzi:

inf . t) — L(z),U(x) —g(t)} > 0.
e L gy M) = L), Ul@) = g(0)}

Ponadto przedzial [0, a] jest domkniety, a funkcje g, U i L ciagle zatem:
e = inf inf min{g(t) — L(x),U(z) — g(t)} > 0.

1
z€[0,a] tele+ [ L(t)dt,c+ [ U(t)dt]



Woéwcezas przy x € [0, a] zachodzi:

g([c—f—/om L(t)dt,c+/0$ U(t)dtD C (L(x) + 6, U(z) — ).

Funkcje L i U sa jednostajnie ciagle na przedziale [0, a], wiec istnieje takie § > 0, ze
h € (0,0) = (L(z) +€U(x) —€) C (L(z +h),U(z + h)).
Dla takiego d przy = € [0, a] zachodzi zatem:

g([c—i—/ L(t)dt,c+/ U(t)dt])c sup L(t), inf U(t)|.
0 0 te[z,z+6] t€[z,z+d]

Wezmy teraz N € N, takie, ze 0 > +. Ustalmy dowolne n > N, z € [0, a]. Pokaze
przez indukcje, ze zachodzi:

£ (%) c {c+/O$L(t)dt,c+/OxU(t)dt}. 2)

Zalozmy, ze dla danego k € {0,1,...,n} zachodzi:
ok ok

fr (g) € c+/0” L(t)dt,c+/0n U(t)dt| .

Dla k = 0 rownoéc¢ ta zachodzi w sposob oczywisty, bo fo(%) = c. Udowodnig teraz,

ze jesli zalozenie to jest spetnione dla danego k € {0,1,...,n — 1} to jest spetnione
takze dla k + 1:
T\\ T
Jes1 ( ) fk:( ) +9<fk <—>> -
n//)n
Laczac zalozenie indukeyjne z (2) i 22 € [0,a], oraz £ < £ < § mamy:

g<fk(%>>€ sup  L(t), inf  U(D)

s ) el )
Stad:
Ji (%) € | Jx (%) +% sup  L(t), fi ( ) z inf Ut)| C

tE[Lk aU(kJrl)]

n’ n

RS

x>

x

>~

x

c c+/” Ldi+ S sup L(t),c+/" vndi+L it o)
0 ] 0

n te[%k7x(k:1) n te[%ﬂ,z(’cjl)] -

z(k+1) z(k+1)

c+/0 ' L(t)dt,c+/0 " U®dt| .

Zatem krok indukcyjny mozna wykonaé¢. Dla k = n otrzymujemy:

fn (%) € {c+/0x L(t)dt,c—k/ox U(t)dt] .

Zatem dla n > N ciag f,(%) jest jednakowo ograniczony, bo ze wzgledu na ciaglosé

LiU calki [ —|L(t)|dt i fo |U(t)|dt sa ograniczone, a poniewaz jest to ciag funkcji
ciggtych, wiec jest to rownowazne tezie lematu. O]

8



2.6 Lemat 5

Niech dana bedzie ciagta funkcja g : R — R, oraz funkcje ciagle L : [a,0] - R i
U:la,0] —R.
Jezeli dla kazdego x € [a, 0] zachodzi:

g([c+/0x L(t)dt,c+/0xU(t)dtD C (U(), L(z))

to istnieje N takie, ze dla kazdego n > N zachodzi

fa(£) € [c+ [y L(t)dt,c+ [ U(t)dt],z € [a,0] w szezegolnosci f (£) jednostajnie
ograniczony na [a, 0].

Dowéd przebiega analogicznie do dowodu poprzedniego lematu.

2.7 Whniosek 1

Jezeli g(x) jest ciagta funkcja spehiajaca |g(z)| < M dla pewnego M to
|fa () = cf < |a|M.

n

Dowdd. Dla z > 0 ustalmy:
L(z)=-M

U(z) = M.

Wowezas:
g([ﬁ/j L(t)dt,c+/0x U(t)dtD C (=M, M) = (L(z),U(z)).

Zatem zalozenia lematu 4 sa spelnione i zachodzi:

f(5) —ee [/jL(t)dt, /OxU(t)dt} — = Ma, M,

n

astad | f (£) — | < |z|M.
Dla x < 0 ustalmy:

Wowezas:
g({c+/0m L(t)dt,c+/0x U(t)dtD C (=M, M) = (U(z), L(z)).

Zatem zalozenia lematu 5 sa spelnione i podobnie jak w poprzednim przypadku
zachodzi |f, (£) — ¢| < |z|M. O

2.8 Przyklad 3

Niech g(x) = wz przy pewnym w > 0. Niech takze ¢ > 0. Lematy 4 i 5 pozwalaja
udowodnié, ze f, (%) jest jednostajnie ograniczony na dowolnym przedziale postaci
[—a, al.

Wezmy a > 0. Dla x > 0 ustalmy:

=
8

S~—
I
]

U(z)=e

glg
—~
@)
+
—_
S~—
S



Mamy:

g({c+/OIL(t)dt,ch/OxU(t)dtD :g([c,c—i—eﬁwcj—ul —wcjulb.

w > 0, wiec g jest rosngca. Powyzsze wyrazenie jest wiec réwne:

[we, we + evw(e+ 1) —w(c+1)] = [we,evw(c+1) —w] C (0, ew(c+1)w) = (L(z), U(x)).

Zatem na podstawie lematu 4 otrzymujemy, ze f, (%) jest jednostajnie ograniczony
na przedziale [0, al.
Dla z < 0 wezmy:

e
L(z) = =T cw
U(x) =0.
Wowcezas:
v v 1 evr 1 cw

g <|:C+/O L(t)dt,c—f—/o U(t)dt:|) =4g (|:C+ EWCU} — Em,c}) =
B eweT cw B eWwT 67(a+1)w
= |cw + 11 e—(@rDw e—(a-l—l)wcw T f e-@rw 6—(a+1)w’cw = | T L e—@w 6_(a+1)wcw + cw—l n 6—(a+1)w’cw .
Teraz z jednej strony cwlj;(f(—i)lw)w > 0, wiec takze

ewT ef(aJrl)w

14+ e—(a+l)w cw + cw 1+ e—(a+l)w > 0.

Zas z drugiej strony dla x > —a — 1 zachodzi 1+ef+z+1>w > 11 stad:

wx

e
WCU) > cw.
Zatem dla x € [—a, 0] zachodzi:
ewr 67(a+1)w W
mcw + Cwm7 cw| C (0, 1_'_B_WCLU) = (U(l’), L(ZE))

Zatem na podstawie lematu 5 f, (%) jest jednostajnie ograniczony na [—a, 0].

Pokazane ponizej lematy 6 i 7 zaktadaja o funkcji g, ze jest monotoniczna i wieksza
od zera. Warunki te pozwalaja na skorzystanie z lematow 4 i 5, a w efekcie
ograniczenie ciagu f, (%) na pewnych przedziatach podanych w jawnej postaci.
Okazuje sie dodatkowo, ze na pewnym przedziale wprowadzone ograniczenie
pozwala na obliczenie granicy f, (%) i udowodnienie, ze jest ona rozwigzaniem
rownania rozniczkowego f' = g(f). Zalozenia lematow 6 i 7 moga sie wydawac silne,
jednak w rzeczywistosci zalozenie o monotonicznosci g mozna tatwo ostabié (co
zostanie pokazane we Wniosku 2). Z kolei zalozenie, ze g > 0 jest dosy¢ naturalne,
gdyz czesto oczekiwane jest, ze catka f[f ﬁdt istnieje i jest odwracalna — jej
odwrotnos$¢ spetnia bowiem rownanie rézniczkowe f = g(f) (jest to wynik
powszechnie znany — mozna go znalez¢ chociazby w [5], rozdzial 2.2, ale zostanie on
takze udowodniony w lemacie 9), ktérego rozwigzanie ma przyblizac ciag f, (%)
Aby calka istniata i byla odwracalna, funkcja ¢ nie moze zmieniaé¢ znaku, a stad
zalozenie ze g nie ma miejsc zerowych wyptywa juz naturalnie. Warto takze zwrocié
uwage, ze lemat 3 pozwala na korzystanie z lematow 6 1 7 rowniez, gdy g < 0 (bo
mozna je zastosowa¢ do funkcji —g(—x) > 0 — patrz przyktad 1).
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2.9 Lemat 6

Jezeli funkcja ciagla g : R — (0, 00) jest rosnaca, oraz ¢ € R to ciag f, ( ) jest
Jednostajnle ogramczony na kazdym przedziale [a, b] takim, ze
la,b] C (—o0, f g(t) . Ponadto ciag ten jest zbiezny jednostajnie do rozwiazania

rozmczkowego = g(f), f(0) = ¢ na kazdym przedziale zawartym w [0, f 1 dt)

Dowdd: Dla x € (—o0, ¢] z zalozenia, ze g ro$nie zachodzi 0 < g(x) < g(c¢). Na
podstawie lematu 5 fn ( ) jest wiec jednostajnie ograniczony na [a, 0] dla dowolnego
a < 0 — wystarczy wzia¢ L(z) = g(c) + 1, U(z) = 0 — poréwnaj wniosek 1.

Teraz wystarczy pokazaé, ze f, (E) jest jednostajnie ograniczony i zbiezny do
rozwigzania zadanego rownania rézniczkowego na dowolnym [0, 6] C |0, f > g(lt dt).

7 zalozenia 1 ; > 0. Wobec tego funkcja G(z) = N mdt jest $cisle rosnaca (Caltka
istnieje, bo %7 jest ciagla.). Skoro G(z) jest Scisle rosnaca to jest takze odwracalna
tzn. istnieje funkcja h : G((—o0,00)) — R taka, ze G(h(x)) =z, x € G((—00,0)).
Funkcja odwrotna do funkcji rozniczkowalnej jest rézniczkowalna. Rozniczkujac obie
strony réwnosci otrzymujemy zatem:

G (h(x))l (z) =

h(z) = g(h(z)), = € G((—o0,00)). (3)
Skoro g > 0, wiec h jest Scisle rosnaca. Ustalmy b # 0, [0,b] C G((—o0,0)), oraz
dostatecznie maly € > 0 tak, aby [0 — ¢,b+ €] C G((—00,00)) — jest to mozliwe,
gdyz G(0) =0 i G jest §cisle monotoniczna. Biorac U(z) = h'(x +¢€), x € [0, ],
L(z) = h(x —¢€), x € ]0,b] i korzystajac z zalozenia, ze g jest rosnaca mamy:

g({c—l—/ox[/(t)dt,c—i—/:U(t)dt}) =g([c+h(z —€) — h(—€),c+ h(x +¢€) — h(e)]) =

= [g (h(x =€) + h(0) = h(=€)), g (h(z + €) + h(0) — h(e))] C
C (g (h(z =€), g (h(z +€))) = (W(x =€), M (z +¢€)) = (L(z),U(x)).

Zatem na podstawie lematu 4 istnieje N takie, ze dla kazdego n > N i
x € [0,b] C 0, foo 1 Sy dt) zachodzi:

fn (%) € {c+/0z L(t)dt,c—i—/o U(t)dt] =

= [h(x —€) + h(0) — h(—e€), h(x + €) + h(0) — h(e)].
Wobec tego, poniewaz € moze by¢ dowolnie maly i h jest ciagta otrzymujemy, ze
fn (%) jest nie tylko jednostajnie ograniczony, ale takze dazy jednostajnie do h(x)
na [0,b] w polaczeniu z (3) otrzymujemy teze lematu. O

T

2.10 Lemat 7

Jezeli funkcja ciagla g : R — (0, 00) jest malejaca, oraz ¢ € R to f, (n) jest
jednostajnie ograniczony na kazdym przedziale [a, b] takim, ze
[a,b] C ([ 1 ORG ,00). Ponadto ciag ten jest zbiezny jednostajnie do rozwiadzania

rozmczkowego f’ =g(f), f(0) = ¢ na kazdym przedziale zawartym w ([~ dt ,0].
Dowod przebiega analogicznie do dowodu poprzedniego lematu.

Korzystajac z wyprowadzonych wyzej lematéw mozna sformutowaé wazny wniosek.

11



Moéwi on, ze dla kazdej funkcji g, ktora jest ciggla i wieksza od zera ciag f, (%) jest
jednostajnie ograniczony na przedziale, ktéry mozna wyrazi¢ w jawnej postaci.
Whiosek ten mozna w dalszej perspektywie taczy¢ z innymi twierdzeniami, ktore
zakladaja jednostajna ograniczonosé f, (n) (Np. Lematem 8). Wniosek ten bedzie
tez wykorzystany przy dowodzie twierdzenia 2.

2.11 Whniosek 2

Dla dowolnej ciaglej funkcji g : R — (0,00) i statej ¢ € R ciag f, (%) jest
1 o 1
"o ) modt)

jednostajnie ograniczony na dowolnym przedziale [a,b] C ([ 7
gdzie:

SUDseio1 9(t), x>0
g+(x) _ tel0,z] ( )
9(0), z<0

9-(z) = {g(o), reb

SUD¢e[z,0] g(t)a r <0

Dowdd: Ustalmy funkcje:

oraz ciag

ho(z) = ¢ = fo(z)
Udowodnie przez indukcje, ze dla z > 0 zachodzi h,,(z) > f,(z). Dlan =0
zatozenie to jest spelnione w sposéb oczywisty. Przyjmijmy, ze jest ono spetnione

dla pewnego n € N pokaze, ze wowczas jest ono spetnione takze dla n + 1.
Funkcja g, () jest rosnaca, a x > 0. Mamy zatem:

hni1(2) = hn(2) + 294 (ha(2)) = fu(2) + 291 (ful(2)) 2 ful@) + 29(fn(2)) = faia(2)

zg(
Zatem krok indukcyjny mozna wykonaé. Zgodnie z lematem 6 h,, (%) jest
jednostajnie ograniczony na dowolnym przedziale [0, 5] C [0, f L_dt), zatem

g+(t)
fn (£) tez jest jednostajnie ograniczony na [0,b], bo f, (n) >c, T € [0, b].
Rozumujac identycznie dla x < 0 (tzn. wprowadzajac funkcje

0 >0
g_(x) = 9(0), = = ) otrzymujemy, ze fn( ) jest jednostajnie
SUP¢e[z,0] g(t)a z <0
ograniczony na kazdym przedziale [a,b] C ([~ RO f O

Lemat 8 przedstawiony ponizej zaktada, ze g jest klasy C'. Zalozenie to pozwala na
zastgpienie warunku jednostajnej zbieznosci f, (n) przez warunek jednostajnej
ograniczonosci tego ciggu. Dowdd lematu praktycznie w calosci zostal zaczerpniety

z [6].
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2.12 Lemat 8

Niech g € C*(R), oraz ¢ € R. Jezeli ciag f, (£) jest jednostajnie ograniczony na

pewnym przedziale [a, b] to zbieznosé ciagu f, (£) na przedziale

<f7°° _Lods f ) [a, D] jest jednostajna, a zatem spelnione sa zalozenia
twierdzenia 1
Dowdd: Niech 1 (t <f_ g(s ds, [ ﬁds) bedzie funkcja odwrotng do
funkcji:

G(t)—/tﬁds, teR

Zarowno catka, jak i jej odwrotnosé istnieja, bo g jest ciagla i dodatnia (a zatem
catka jest §cisle rosnaca). Wobec G (¢) = 0 otrzymujemy 1 (0) = ¢. Odwrotnosé
funkcji rézniczkowalnej jest rozniczkowalna mamy zatem:

Gy ()=t
G (v ()¢ (1) =1

W) =g®), te (/Cwﬁds,/fﬁds).

Ustalmy dowolny = € Z. Calkujac obie strony w granicach od “k do ®
otrzymujemy:

k+1)

z(k+1)

v (%) y (7’“) - /znk"gw (1)) dt.

Korzystajac z catkowania przez cze$ci otrzymujemy:

z(k+1)

(M) e ()= LT () e

+(t_@>9(¢(t)) o

z(k+1)

o (PEEDY < () 42y (0 (%)) 4 / (HEE ) Lo e

g jest funkcja klasy C' i ¢’ (t) = g (¢ (t)). Wobec ciaglosci ¢ otrzymujemy zatem:

dt+

s=t

—zk
t= n

dt.

s=t

< Q.
s=t

M = sup g (6 (5)

tez as

g jest klasy C', wiec spelnia rowniez warunek Lipschitza na kazdym przedziale
domknietym. Niech L, bedzie stala taka, ze g speinia warunek Lipschitza na
przedziale:

min{v (z), tilelfz I (%)}, max{v (z), tSlélII) fn (—)}

Korzystajac z jednostajnej ograniczonosci f, (%) otrzymujemy, ze L, < oo.
Wowczas dla dowolnego &k € {0,1,2,...,n} mamy:

o (R — s (2] o () - (2) 20 (0 (2)) 2o (5 (2)) +
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= (5) - Ol

(e (7)) -0 (1)) +/m: (HE2 ) fowon| <
a(kt1)
o () A @) (10 e o [ D
_ xk T || ’ 2
= 'lﬁ (7) — Jk <E>‘ <1+7Lg) +M2—n2.
OtrzymaliSmy:

<

’w (’f_H)) — 1 (3)[ < | (%’“) e (2)’ <1+ |%|Lg) . ]2\4”922

Ustalmy dowolne n € N. Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli:

x M z?
5k+1 - 5k- ( + | |L ) + 2
2n

T
o= (0) = fisa (%) =0,
to zachodzi: "
T T
P 1 e I
‘w(n> fr (n)’ <6, ke{0,1,2,... . n}
Z lematu 1 mamy:

" Ma? x| e
=> e (14 ) <

1=0

Wobec dowolnosci n, oraz x € Z, oraz

lim Max? (n + 1)€1+%L
n—00 2n?

9:0

dla dowolnego € > 0 istnieje wiec N € N takie, ze dla dowolnegon > Nix el

zachodzi: } () - f, (%)( <5, <e

Co jest rownowazne tezie twierdzenia. ]

2.13 Przyklad 4

Niech:
folz) =
fn—i-l(x) = e Wy + fn(x)
Wowczas na podstawie wniosku 2 i lematu 8 lim,, . f» (%) istnieje na kazdym
przedziale [a, b] C (fo = Lt f)” 1olt) (—1,00) i na tym przedziale przybliza

rozwigzanie réwnia rozmczkowego f' = e~f. Wniosek 3 udowodniony w nastepnym
rozdziale pozwala stwierdzi¢, ze przyblizanym rozwiazaniem jest f(z) = In(z + 1).

Pokazane ponizej twierdzenie 2 rozpatruje sytuacje, w ktorej g jest funkcja
spelniajaca warunek Lipschitza wieksza od 0. W takim przypadku mozna pokazac,
ze na pewnym przedziale zawierajacym 0 ciag f, (n) jest zbiezny do f spelniajacego

f=g(f).
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2.14 Twierdzenie 2

Niech g : R — (0, +00) bedzie funkcja spetniajaca warunek Lipschitza ze staty L,
oraz

SUPseio1 9(t), © >0
g+($):{ tel0,z] ()

9(0), <0

Supte[a:,O} g(t)v x <0

g-(z) = {9(0)’ vy

Wowecezas ciag f, (%) jest zbiezny na kazdym przedziale

C (fc_oo g%mdt, fcoo g:(x) dt) do rozwiazania rownania rozniczkowego f' = g(f).

Dowdd: Wiedzac, ze g jest funkcjg ciagta i ¢ > 0 na podstawie twierdzenia
Carlemana [2] mozemy wziaé ciag ¢; funkcji analitycznych spetniajacy
lgi(x) — g(x)| < min{i%l, g(x)} i poniewaz g € R to ciag ¢g; mozna takze ustali¢
rzeczywisty. Wowczas spelnia on:
1
0<g < e
gi(x) < g@) +
wiec g; zbiega jednostajnie do g(x).
Ustalmy ciag eulerowski f,(z,4) rownania f' = ¢;,(f), f(0) =c:
fra(,1) = fulz, 1) + 2gi(fu(2,4)),i €N

fo(z, i) =c
Wezmy dowolne ¢ > 0. Na podstawie jednostajnej zbieznosci g; ustalmy I tak, aby

dla kazdego i > I zachodzilo sup,cp |g:(x) — g(x)| < € Pokaze przez indukcje, ze dla
x € R, i > I zachodzi

i) = fu @) < (e = 1) (@)

Dla n = 0 zatozenie to zachodzi w sposob oczywisty. Przyjmijmy teraz, ze dla
pewnego n € N spelnione jest zalozenie indukcyjne. Mamy wowczas:

| fot1 (2:8) = forr (@)] = | (2,0) = fo (%) + 29i (fn (2,7)) — g (fu (2))] <
< S 2, d) = fo (@) + [2]|gi (fn (2, 8)) — g (fa (2))] <
< fu (@,0) = fo (@) |+ |2l g (fn (2,0) — g (fu (2))|F]zle < [fo (2,0) = fu (@)| (A+]z]L)+|2|e
Na podstawie zalozenia indukcyjnego powyzsze wyrazenie jest nie wicksze niz:

1+ |z|L

7t |z|e

1
(€m|nL _ Z) e(1+ |z|L) + |z]e = e DLl (1 4+ |z|L)e —

Korzystajac z nier6wnosci x + 1 < e” powyzsze wyrazenie jest nie wicksze niz:

1 L 1
Plel)L, #EJF e = (ezc(nJrl)L _ E) .

Zatem krok indukcyjny mozna wykonaé.
Ustalmy [a,0] C ([ g%mdt, [ ydt) i na podstawie lematu 2 WeZmy JeN

g+(z
takie, ze dla kazdego i > J zachodzi [a,b] C ([ dt [ w)+ — L —dt)

i+1
Na podstawie lematu 8 przy ustalonym ¢ ciag f, (n7 ) Jest zblezny jednostajnie na
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kazdym przedziale [ag,bo] C ([ dt). Wezmy zatem

<t)+ d, | )+l+1
i > max{I, J}, oraz N; takie, ze dla n,m > N; zachodm

T T
(i) = 1o ()| <
Teraz dla x € [a, b mamy:

o () =0 Gl =0 () =0 () +00 (50) =4 Got) 00 (58) =4 () <
o () =4 Gl e o (o) =90 G2

Na podstawie (4) powyzsze wyrazenie jest mniejsze niz:

o 1 1 2
e+<en”L—Z)e+(e —Z>e:(2ew|L—z+1>e

€ byto dowolne, zatem ciag f, (%) jest zbiezny jednostajnie na [a, b] i stad na
podstawie twierdzenia 1 jego granica spetnia zadane rownanie rézniczkowe na tym
przedziale. [

<

z
m

3 Przypadek funkcji analitycznych

W tym rozdziale w celu zbadania zbieznosci ciagu f, (%) zaklada sie, ze funkcja g
jest analityczna. Pozwala to udowodni¢ nie tylko, ze ciag eulerowski rownania

f' = g(f) umozliwia wowczas przyblizanie poszukiwanego rozwiazania rownania
rozniczkowego, ale takze znalezienie jawnej postaci jego granicy — zar6wno w postaci
szeregu, jak i funkcji odwrotnej do catki z funkeji é.

Lemat 9 méwi, ze gdy funkcja g jest analityczna to istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie analityczne badanego réwnania roézniczkowego, a jego posta¢ mozna

poda¢ jawnie na dwa wspomniane juz sposoby.

3.1 Lemat 9

Niech D C C bedzie kotem otwartym i g : D — C bedzie funkcja analityczna.
Jezeli dla danego ¢ € D zachodzi g(c) # 0, to réwnanie rozniczkowe

f'(x) = g(f(z))
f(0)=c

ma dokladnie jedno rozwigzanie analityczne. Rozwigzanie to jest rozwijalne w
szereg potegowy o $srodku w punkcie x = 0 i niezerowym promieniu zbiezno$ci.

Szereg ten przyjmuje postac:
(o.9)
S ION
n=0

gdzie
)\0 =cC

AL =g(c)

1.
= EZgi > Aoy - Aay © or Ay
=1 a1+a2+...+ai:n—1
ai,as,...,a; € N
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Ponadto rozwigzanie to jest funkcjg odwrotna do funkcji fcx L_dt.

9(D)

Dowadd: Najpierw pokaze, ze istnieje co najmniej jedno rozwigzanie analityczne
danego réwnania, a nastepnie pokaze ze jest ono jedyne.
Niech

r= inf |z—¢|

z€g~1({0})

7 zalozenia g(c) # 0, wiec wobec analitycznosci g dostajemy r > 0 (przyjmujac
inf ) = +00). Zatem funkcja ﬁ jest analityczna i przy rozwinieciu w szereg w
punkcie z = ¢ ma promieni zbieznosci rowny r. W takim razie takze ff ﬁdt jest
funkcja analityczna o takim samym promieniu zbieznosci.

fcx ﬁdt ma w punkcie x = ¢ niezerowa pochodna i stad jest w otoczeniu tego

punktu odwracalna. Oznaczmy zatem przez f(x) odwrotnosé¢ funkcji ff ﬁdt wokot
ﬁdt =0, zatem f(0) = ci f(z) jest funkcja analityczna o
niezerowym promieniu zbieznosci w punkcie x = 0.

Pokaze teraz, ze f spelnia zadane rownanie rézniczkowe. Mamy:

fl@)
/ —dt = z.
e g(t)

Rozniczkujac obie strony na podstawie analitycznosci f otrzymujemy:

punktu c. Mamy [*

Zatem dane réwnanie rézniczkowe ma co najmniej jedno rozwiazanie analityczne.

Przyjmijmy teraz, ze f(x) =Y~ x"\, jest rozwigzaniem danego rownania
rozniczkowego. Pokaze, ze ciag A, jest okreslony w sposéb jednoznaczny. Mamy:

f'(z) = Z 2" A,
n=0

a ponadto

9(f(@) = 90+Y_ g <Z x’%) =gt gy " > Aas gy A, =
=1 n=0 =1 n=0 aq + a9 T a; =n
ay,ag, ..., q; € N

:gﬂ—i_zxnzgl Z )\a1'>\a2""')\aqj'
=0 = g dast e tai=n
a1, a9, ...,a; € N

Kolejne rownosci wynikaly z jednostajnej zbieznosci szeregéw potegowych.
Wobec f'(z) = g(f(x)) 1 f(0) = ¢ otrzymujemy:

1
Ap = — i Aoy * Mgy eee Agis 1> 1L
ST RENTY
= g4 as+ .. +a,=n
ai,ao,...,a; € N
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Otrzymane rownanie rekurencyjne definiuje ciag A\, w sposob jednoznaczny, zatem
dane réwnanie ma co najwyzej jedno rozwigzanie. Co konczy dowo6d lematu. [

3.2 Przyklad 5

Lemat 9 orzeka, ze jedynym analitycznym rozwigzaniem réwnania rézniczkowego
fl(x) = f2+1, f(0) =0 jest funkcja odwrotna do [ ﬁdt = arctan(x), czyli
f(z) = tan(z). Lemat 9 mowi tez, ze kolejne wspolezynniki szeregu potegowego f w

punkcie z = 0 dane sa rekurencja:

)\0 =0
M=g(0)=1
1 & 1
An = " Zgi Z Aay Aay et Aa; = n Z AazAaz =
= g4 as+ . +a;,=n—1 ay+as=n-—1
ai,ag,...,a; €N ai,as € N
1 n—1
- E Z Aal)\n—l—ay

a1=0

Sformulowane ponizej twierdzenie 3 pokazuje, ze jezeli g jest analityczna to f, (%)
jest zawsze zbiezny do analitycznego rozwiazania rownania rézniczkowego w
przedziale zbieznos$ci w punkcie x = 0 tego rozwigzania. Oprocz analitycznosci g
twierdzenie 3 zaklada takze, ze c nalezy do przedziatu zbieznosci funkeji g -
zalozenie to jest jednak (z oczywistych wzgledow) praktycznie niezbedne. Warto
zwroci¢ uwage, ze przedzial na ktorym f, (%) przybliza rozwiazanie rownania
rozniczkowego moze by¢ znaczaco wiekszy niz promien zbieznosci tego rozwiazania.
W praktyce f, (%) moze by¢ zbiezny do poszukiwanego rozwigzania rownania
rozniczkowego nawet na przedziatach postaci [a, 00), jak to ma miejsce w
przyktadzie 4.

3.3 Twierdzenie 3
Jesli g(x) = > 7, gix" ma promieni zbieznosci wiekszy niz |¢| dla ¢ € R i
/\0 =C

AL = g(c)

1
Ak:EZ gi > Aoy - Aag oo - A,
=1 a1+a2+...—|—ai:k—1
ai, a9, ..., q; € N

To wowczas dla kazdego x nalezacego do wnetrza przedziatu zbiezno$ci szeregu

E;OZO ¥\, zachodzi:
lim £ (5) = 3 e
k=0
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Dowadd: Ztozenie funkcji analitycznych jest funkcja analityczna, wiec f,, jest ciggiem
funkcji analitycznych. Niech:

x) = Z A ()"

Woéwecezas korzystajac z jednostajnej zbieznosci szeregdw potegowych mamy:

fari() =D [Me(n+ 1)a¥] = g(fu(@)a+fulz) =Y |gi (Z Ai(n ) w+y [Me(n)at]

=0

Otrzymali$my:

o0 o0

Z Ak(n+ 1)z Z ah Zgi Z Aar () - -+ Agy(n) +Z [Ak(n)mk} T9oT.

k=0 i=1 k=0
ay 4+ -+a; =k
ay,...,a; €N

Zatem cigg A\i(n) spelnia nastepujace rownanie rekurencyjne:

)\0(0) =C
M(0) =0, k#£0
MEAD =g S Aum) A g0t A () = 3 (g0(n))+go+ A (n) =
i=1 =1
aj + - 4a; =0

= 9(Ao(n)) + Ai(n)

w4+ 1) Z > Aoy (n) - A, (n) | + Ae(n), k> 2.

ay 4 -Fa;=k—1
a,...,a; €N
Zgodnie z powyzszymi rOwnaniami mamy:

Xo(n) =c

a stad takze



Ponadto dla k£ > 2 zachodzi:

)\k(n + 1) = Z Zgz Z )\a1 (]) """ Aaz(])

j=0

Pokaze teraz przez indukcje, ze zachodzi

Ay = lim Aw(n)

n—00 nk

Dla k£ =01 k = 1 zalozenie to jest spelnione w sposéb oczywisty. Pokaze teraz, ze
jesli zatozenie to jest spetlnione dla £ > 1 to zachodzi
Apdipi(n+1) 0 Aa(n+ 1) — Aesa(n)

Jm Ap(n+ DR~ b (n DFT —phtt Ak

co na podstawie twierdzenia Stolza (Wiecej informacji o tym twierdzeniu mozna
znalezé w [4] - par.33) dowiedzie, ze zalozenie indukcyjne jest spetnione takze dla
k+ 1. Mamy:

n—o0 nk n— o0 nk n—00 nk

A 1)k+1 1)E+L k1 1 k+1 1\ .
limﬂzlim (n+1) n :lim—lz<k+ )nz—n’“r1 -

=0
Zatem:
. Apdgir(n+1) _ A Ap(n+1) _ lim ApApii(n+1) B
oo Ap(n+ 1L noeo AultDR kT ane (K Lnk
1 n o0
=1 A, ; Ny A, —
LS D DI D DD DR AR
Jj= = ap e =k
=lm Gt 2wl =
= a1 + :+(-1ie:1\1k
1 k
s {(k + 1)nk Zl g D, Aal) Ao, (n)+
1= a}1+ :+a(.lie:Nk
1 oo
1 )\al )\a =
(k + D)nk Z:;Ig ) (n) in)}
ay+---+a; =k
= sz:gi Z Ny Ag,+ lim o f: g; Z A, () - -
k + 1 i1 ! " n—oo (k’ + 1)le P !
aj+---4a; =k aj+---+a; =k
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Ostatnia rownos¢ wynika z zalozenia indukcyjnego. Dalej bede przeksztatcal jedynie
sume pod ostatnig granica. Niech j oznacza liczbe niezerowych indeksow a; mamy
wOwWCzas:

Tim k+1 kzgz Yo Aal) A (n) =

i=k+1 a4+ 4a; =k
g Z gzz ( ) > dan)ee Ao, (n) =
1 L 1\ k 1 ]
n—00 k+1nzk+1 j=1 a1 4 bas =k
R e S
300 (k;—f—l)nk “ Y i=k+1 Z

a1+~-~+aj=k
ap, ..., a; €Ny

Kolejnos¢ sumowania mozemy zmienié¢, bo na podstawie kryterium Cauchy’ego
suma >, gz( )/\0( )i~ jest bezwzglednie zbiezna. Mamy bowiem:

hiiii‘p\/ ()t

Na podstawie zalozenia o promieniu zbieznosci funkcji g daje, ze powyzsze
wyrazenie jest mniejsze od 1. Przeksztalcajac dalej sume otrzymujemy:

- RN o i _
nh—>Holo m; Z Ag, () -+ Aa, (1) Z i (3) Ao(n)' = =

ap+---+a; =k
al,..,.ajEN+

k . '
= X (n) - ---- ) i—j
=701 ; Z nh_{{.lo ’n,k)\ (n) Ag; (1) | E gi (j) ¢,

ap+---+a; =k
ay, ..., aj € Np

< limsup v/|g;Ao(n) 7| = lim sup v |gilc.

1—>00 1—00

Na podstawie zalozenia indukcyjnego, powyzsza suma jest réwna:

1 k 00 . o
k—HZ Z )\al.....)\aji:kﬂgi(;)c i

7=1 ap+---taj=k
ay, ..., aj € N4
1 > - [ i—j
TRl Zgl(j)" 2o arAy =
i=k+1 j=1 al+---faj;=k
ap. ... a5 € Ng
1 oo
:k?—‘f'l Z 9i Z )‘a1 """ )‘az
i=k+1

Otrzymali$my:

A )\k+1(n + 1
lim 3 o

aj+---4a; =k
ai,...,a; €N
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Czyli na podstawie twierdzenia Stolza krok indukcyjny mozna wykonaé.
Korzystajac z jednostajnej zbieznosci szeregow potegowych na przedziatach [—R, R|
zawartych w przedziale zbieznosci Y o, %A; mamy:

oo k o0
i g () = i 3= (5) ) = 32 i 20 = 52t

Czego nalezato dowiesc. m

3.4 Whniosek 3

Dla analitycznej funkcji g, ktorej promien zbieznosci zawiera |c|, ¢ € R rownanie
rozniczkowe ' = g(f), f(0) = ¢ ma rozwiazanie analityczne f. Rozwiazanie to jest
przyblizane w swoim przedziale zbieznosci w punkcie x = 0 przez ciag f, (%)

Dowdd: Wniosek ten jest bezposrednig konsekwencja twierdzenia 2 i lematu 9. O]

3.5 Przyklad 6
WezZmy:
fn(0) =0
fari(@) = 2+ afo(2)’ + ful2).

Woéwcezas twierdzenie 3 orzeka, ze f, (%) dazy do analitycznego rozwiazania danego
réwnania rozniczkowego f' = f2+ 1, f(0) = c. Na podstawie przyktadu 5 wiemy, ze
rozwiagzaniem tym jest funkcja tg(z). Zatem:

i (2) =it o (5.5)

4 | |
Porownanie szeregu Taylora i ciagu eulerowskiego dla funkcji tangens na przedziale (—g, %)
Zotty - tg(x), Czarny - 5 wyraz szeregu Taylora tg(x), Niebieski - fs (2) pray fn zdefiniowanym powyzej.
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4 |
Pierwsze 5 wyrazéw ciagu fn (Z)
Zstty - tg(x), Niebieski - f,, (Z)

4
Pierwsze 5 wyrazow rozwiniecia funkcji tangens w szereg Taylora
Zotty - tg(z), Czarny - Kolejne rozwiniecia tg(z) w szereg Taylora
Rysunki wykonane w programie Desmos.

4 Ciagi eulerowskie w przestrzeniach liniowych

Wyniki zamieszczone w tym rozdziale sa praktycznie zupelnie odrebne od tych,
wyprowadzonych w poprzedniej czesci pracy. Twierdzenie 4 moéwi o mozliwosci
skonstruowania ciggéw eulerowskich dla rownan w dowolnych przestrzeniach
liniowych. Jego tres¢ jest zainspirowana spostrzezeniem, ze tres¢ twierdzenia 1
mozna przeformutowaé w sposdb pozwalajacy na znaczgce zwiekszenie ogdlnosci.
Jezeli bowiem dla danej funkcji g : R — R zdefiniujemy cigg przeksztalcen

funkcyjnych:
e =4 (+70) « 2o (1 (+21))

to wowezas Tni1(fn (£)) = fas1 (555) (patrz przyklad 8), a zatem tresé twierdzenia

1 mozna by sformutowac¢ nastepujaco:
Jezeli granica

fx) = nh_{f)lo To(Tha (... T1(fo(2))))

istnieje i zbieznos¢ jest jednostajna to f' = g(f).

Takie sformulowanie problemu pozwala zauwazy¢ jego interesujacy zwiazek z teoria
punktow stalych (wiecej informacji o tej teorii mozna znalez¢ w [3], a zwlaszcza
rozdziale 2 tej pozycji). Rozpatrzmy bowiem ciag punktow statych T,

T(h) = h

h (x";1> —I—%g (h (xn;1)) — h(z)

23




o(1(57)) =2 (o= (7))

I przy n — oo otrzymujemy (przy odpowiednich zalozeniach):

g(z) = f'(x)

Okazuje sie wiec, ze aby tres¢ twierdzenia 1 byla spetniona, ciag

To(Th-1(... T (fo(x)))) i pewien ciag punktow statych 7, musza mie¢ ta sama
granice. Zaobserwowang zalezno$¢ mozna uzasadni¢ przeprowadzajac nastepujace
(nieformalne) rozumowanie:

Dla duzych n wyrazy ciagu a, = T,(T,—1(. .. T1(fo(2)))) sa blisko siebie (tzn.

Uni1 & ay), bo T,(f) = f. W zwiazku z tym kolejne punkty (wyrazy ciagu a,)
coraz bardziej przypominaja krzywg zadang rownaniem rézniczkowym

T(f(1))(x) = 2L gdzie T(f) = limy-roo (Tn(f) — f)en, cn € R (aby to zobaczyé
najlepiej dla uproszczenia rozwazyé ciag przeksztalcen T, : R? — R? zbiezny do
identycznosci). Wowcezas jezeli limy_,, f(z,t) = f(x) istnieje to przy odpowiednich
zalozeniach mozna przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie:

0= f(z)—f(z) = lim M—f(gc) = lim Mt—i—f(m,t)—f(:c) = lim Mt.

t—o00 t t—00 8 t—00 8t

I w zwiazku z tym (przy odpowiednich zalozeniach dotyczacych odwzorowania T')

zachodzi: ] t
fwwngﬂmmm:mf@>

A poniewaz dla duzych n spodziewamy sie

0 = limy oo (T (f(2)) — f(x))er = T(f(x)) = a,, wiec wida¢ ze granica a, powinna
by¢ w Scistym zwigzku z punktami statymi 7;,. Przypuszczenie to jest
formalizowane w twierdzeniu 4, ktorego dowod jest w istocie dyskretnym

odpowiednikiem przeksztalcen przedstawionych powyzej.

4.1 Twierdzenie 4

Twierdzenie:
Niech X bedzie przestrzenia unormowana, oraz C' C X zbiorem domknietym. Niech
T, : C — C bedzie ciagiem funkcji ciagtych, zbieznym punktowo do id(z) = =.
Ustalmy:

ag € C

Ap = Tn(an,1>.

Cm

Jezeli a,, — a i istnieje ciag ¢, € (0, 00) spelniajacy lim, o [] _, (1 + L) =00

taki, ze ciag (T,(x) — z)c, jest jednostajnie zbiezny do funkcji T'(z) w pewnym
otoczeniu a to

T(a) = 0.
Dowaod: Wezmy:
- 1
An = 1+—.
()

Na podstawie ciaglosci T,,, jednostajnej zbieznosci (T,,(x) — )¢, i zbieznosci a,
mamy:

T(a) = lim (T, (a,) — an)c, = lim (ape1 — an)e, = lim (a1 —ap)(c, + 1) =
n—oo n—oo n—oo
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1
= lim ((anﬂ—an)c”l /\—1+an>—azlimM+an—a:
n—1

n—0o0 n—00 /\n - )\n,1

Cn

= lim —a—limw—a
oo /\n — )\n—l  nooo A/\n—l

Anan—i-l - An—lan

cm > 0, wiec A, jest ciggiem rosnacym, z zatozenia dazacym do nieskoriczonosci.
Mozna wiec zastosowac twierdzenie Stolza (Wiecej informacji o tym twierdzeniu
mozna znalez¢é w [4] - par.33), zgodnie z ktorym powyzsza granica jest rowna:

)\nflan

lim
n—o0 n—1

—a=0.
Co dowodzi tezy twierdzenia. n

4.2 Wniosek 4

Niech X bedzie przestrzenia unormowana. Niech dla kazdego x € X ciag
fn: X — X dazy jednostajnie do f w pewnym otoczeniu z. Ustalmy ciag:

To € X

Tnt1 = +

Jezeli granica x = lim,,_,, x,, istnieje to f(x) = 0.
Dowadd: Ustalmy:
T, (z) :M—l—x, reX
n

Wowczas zp1 = Tn(xy), lim, oo (T (z) — 2)n = f(x) i zbieznosé jest jednostajna.
Majac lim, oo [V _, (1 + %) = lim,,,(n + 1) = oo wszystkie zalozenia twierdzenia
4 sg wiec spelnione, wiec jezeli granica x, — x istnieje to f(z) = 0. O

4.3 Przyklad 7
Ustalmy:

1 Tp\ ™
A (R
n

Na podstawie wniosku 4, jezeli x,, jest zbiezny do z to:

t n
0= lim <1——> —t=e " —1.
n—oo n

xT

Czyli x jest punktem statym funkcji e™™.

4.4 Przyklad 8
Niech g : R — R bedzie funkcja ciagla. Ustalmy:

T (h())(x) = g (h (f” . 1)) Wt (n . 1)
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Jezeli istnieje zbior C domkniety w Cla, b] taki, ze T,,(C) C C i dla kazdego f € C
istnieje otoczenie By C C takie, ze (T,,(f) — f)n jest zbiezny jednostajnie na By i
cigg zdefiniowany przez:

fl ((L’) eC
foni(@) = g (fu(@)) © + fulz)
jest zbiezny jednostajnie do funkcji f to zachodzi
f'(@) =g(f(z)), = € la, ]
Dowaod: Mamy:

X X e A X n X A n
o (7)o (AGED) St = o (ACE D) ) -

=Tht1 (fn <£>> (r),n € N,

n

Ponadto T,,(h) — h. Z zalozenia, ze dla kazdego h € C istnieje otoczenie B, C C
takie, ze (T,,(h) — h)n jest zbiezny jednostajnie na Bj, mamy:

(Tu(h) — B)n = g (h (:c” - 1)) o+ <h (x” - 1) _ h(@) n = g(h(2))z — I (2)z

n

Zatem bioragc w twierdzeniu 4 a,, = f, (%) otrzymujemy, ze jezeli

£ (5) = @)

to
9(f(z))x = f'(x)x =0
A poniewaz f,(0) = f,—1(0) = £(0), wiec:

5 Uwagi konicowe i bibliografia

Zaprezentowane twierdzenia pokazuja, ze ciag

fo([[’) =ceR

Fua(@) = =g (ful@)) + Jul@)

moze shuzy¢ do przyblizania rozwigzan rownan rozniczkowych postaci f = g(f).
Zbiezno$¢ ciagu f, (%) do rozwigzania tego réwnania mozna pokaza¢ dla szerokiej
klasy funkcji g — w szczegolnoscei funkeji spetniajacych warunek Lipschitza i funkcji
analitycznych. Niewatpliwie jednak uzyskane wyniki mozna znaczaco rozwinac.
Powinno by¢ mozliwe chociazby znacznie lepsze oszacowanie przedziatu zbieznosci
fn (%) w twierdzeniu 3.

Interesujagcy moze by¢ tez przypadek, w ktorym funkcja g jest okreslona na zbiorze
postaci R\ {zg, 21, ..., 2T} — ze wzgledu na zwiazek rozwigzan rownania
rozniczkowego postaci f' = g(f) z funkcjami odwrotnymi do funkeji foz ﬁdt mozna

oczekiwac, ze jezeli funkcja g jest postaci m to fn (%) przybliza funkcje odwrotna
do h na zbiorze, na ktérym h jest odwracalna. Mozna wobec tego zadaé¢ pytanie, czy
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istnieja sytuacje w ktorych zbiér na ktérym f, (%) przybliza h nie jest spojny.
Twierdzenie 4 sugeruje, ze ciagi eulerowskie moga by¢ konstruowane dla rownan w
dowolnych przestrzeniach liniowych, choé¢ temat ten wymaga jeszcze glebszego
zbadania. Przede wszystkim potrzebne byloby znalezienie analogéw wynikow
niniejszej pracy dla dowolnych przestrzeni liniowych, tak aby mozna je byto
zastosowaé do zalozen twierdzenia 4. Przydatne mogtoby by¢ tez Sciste
udowodnienie zwiazku miedzy ciagiem T,,(T,,—1 (... T1(fo(2)))), a krzywa
T(f(t)(z) = % o ktorym mowa byta na poczatku rozdziatu 4.

Serdecznie dziekuje wszystkim osobom, ktore przyczynity sie do powstania pracy —
zwlaszcza jej opiekunowi naukowemu — dr hab. Jackowi Gulgowskiemu, oraz mojej

nauczycielce matematyki Pani Matgorzacie Ilewicz.
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