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1 Wprowadzenie

1.1 Wstep i motywacja

Przedmiotem badan niniejszej pracy jest klasa ciagéw powstajacych w procesach wielokrot-
nego odsiewania pewnych elementéw z okreslonych zbioréw liczbowych. W odro6znieniu od
np. sita Eratostenesa, w rozwazanych procesach odsiewania nie bedziemy operowaé caly czas
na zbiorze liczb naturalnych, poniewaz w k-tym kroku sita bedziemy usuwaé elementy ze
zbioru powstatego w k£ — 1 kroku. Ponadto, zamiast wykresla¢ liczby wedlug ich wartosci (w
sicie Eratostenesa wykreslamy wielokrotnosci kolejnych liczb pierwszych), w k—tym kroku be-
dziemy operowa¢ na ich potozeniu w zbiorze powstatym w kroku poprzednim. Moim celem
jest zbadanie pewnych wlasnosci arytmetycznych takich ciagéw poprzez dokladne opisanie po-
szczegbdlnych krokow procedury odsiewania. W szczegdlnosci, opisze strukture arytmetyczna
zbiorow odsiewanych. Pozwoli mi to otrzymaé pewne informacje o tych ciagach, ktore moga
stanowi¢ wstep do rozstrzygniecia hipotezy o istnieniu nieskonczonej liczby liczb pierwszych
wystepujacych w tych ciggach. Hipoteza w szczegolnym przypadku ciagu liczb szczesliwych
stanowi znany w literaturze problem otwarty.

Problem ten zostal zaproponowany w artykule On Certain Sequences of Integers Defined by
Sieves V. Gardinera, R. Lazarusa, N. Metropolis i S. Ulama [1]|. Autorzy zaproponowali roz-
wazanie dwoch procesow odsiewania. Pierwszy przebiega nastepujaco.

e Mamy dany zbior liczb naturalnych N = {1,2,3,...}.
e W pierwszym kroku usuwamy z niego co drugg liczbe.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16, 17, 18, 19, 20, . ..

W drugim kroku z pozostatych liczb usuwamy co trzecig.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16, 17, 18, 19, 20, . ..

e W trzecim kroku z pozostatych liczb usuwamy co czwarta.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . ..



e W k—tym kroku z pozostatych liczb usuwamy co k + 1 liczbe.

Po nieskoniczenie wielu iteracjach powyzej opisanego procesu ciagg utworzony z pozostatych
wyrazow nazwiemy ciagiem Flawiusza (ze wzgledu na podobienstwo do problemu Jozefa
Flawiusza [6]).

Drugie sito zaproponowane w artykule [1] wyglada nastepujaco.

e Mamy dany zbior liczb naturalnych N = {1,2,3,...}.

e Pierwsza liczba po 1 jest 2, wiec w pierwszym kroku usuwamy ze zbioru N co druga
liczbe.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16,17, 18, 19, 20, . ..

e Pierwsza liczba pozostata po 1 jest 3, wiec w drugim kroku usuwamy z pozostatych co
trzecia liczbe.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16,17, 18, 19, 20, . ..

e Pierwsza liczba pozostala po 3 jest 7, wiec w trzecim kroku usuwamy z pozostaltych co
siodma liczbe.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

e Pierwsza liczba pozostata po 7 jest 9, wiec w czwartym kroku usuwamy z pozostatych
co dziewiagta liczbe.

e Pierwsza liczba pozostaly po si_1 jest sg, wiec w k—tym kroku usuwamy z pozostaltych
co sy liczbe.

Kontynuujac ten proces w nieskoriczonos$¢ otrzymamy ciag liczb szcze$liwych. Oznaczmy
oo

jego wyrazy przez (s,)5°.
Autorzy artykutu [1] postawili dwie hipotezy:

Hipoteza 1. Ciag liczb szczesliwych zachowuje sie asymptotycznie tak samo jako ciag liczb
pierwszych.

Hipoteza 2. Ciag liczb szczesliwych zawiera nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

Autorzy pracy zamiescili komentarz odnoszac sie do hipotez: "Podobiefistwo miedzy za-
chowaniem liczb szczesliwych oraz liczb pierwszych zdaje sie by¢ uderzajace w rozwazanym
zakresie liczb. Oczywiscie jest raczej ciezko udowodni¢ ogolne twierdzenia'[l} Pierwszy problem
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doczekat sie publikacji rok pozniej [2]. Mianowicie, D. Hawkins i W. E. Briggs udowodnili w
[2], Ze

s, =nlogn + g(log logn)? 4 o(n(loglogn)?).

Jesli (p,)22, oznacza ciag liczb pierwszych, to, dla poréwnania, 7 twierdzenia o liczbach pierw-
szych [3] wiemy, ze

pn = nlogn + nloglogn + o(nloglogn).

Zatem wiemy, ze lim, ,o, p,/s, = 1, ale lim,,_,o(p, — nlogn)/(s, — nlogn) = 0. Ponadto
udowodniono, ze zadne sito o takiej procedurze odsiewania jak rozwazana w pracy [2| nie
wygeneruje ciggu, ktorego n—ty wyraz zbiega do p, z doktadnoscig co do drugiego miejsca
szacowania. Drugi problem wciaz pozostaje otwarty. Zaraz po tym w tekScie wspomniano o
rzekomych wynikach P. Erdosa w tematyce proponowanych sit, ale najpewniej nie zostaty one
nigdy opublikowane, a przynajmniej nie sg mi znane. Jednoczesnie zaproponowano dokonywa¢
pewnych wariacji czy modyfikacji sit definiowanych w taki sposob.

W mojej pracy przyjrze sie strukturze zbioréw odsiewanych i ciggéw utworzonych z powstatych
liczb zdefiniowanych poprzez ogblna procedure odsiewania. Rozwazmy $cile rosnacy ciag liczb
catkowitych a := (a;)$2,, a1 > 1.

e Mamy dany zbior liczb naturalnych N = {1,2,3,...}.

e W pierwszym kroku usuwamy z niego co a; liczbe.

W drugim kroku z pozostatych liczb usuwamy co as liczbe.

W trzecim kroku z pozostatych liczb usuwamy co as liczbe.

W k—tym kroku z pozostatych liczb usuwamy co a; liczbe, itd.

Ciag liczb nieodsianych nazywac¢ bedziemy ciggiem generowanym przez sito. Natomiast ciag
a bedziemy nazywac ciggiem selekcji danej procedury odsiewania.

Cate rozumowanie bedzie stanowilo krok w strone wykazania istnienia nieskoriczenie wielu
liczb pierwszych w takich ciggach poprzez wykorzystanie pewnej formy twierdzenia Dirichleta
o liczbach pierwszych w ciggach arytmetycznych. Jednoczesnie pokaze, na jakie problemy na-
trafiamy na tej drodze rozumowania, ktorych rozwiazanie bedzie wymagalo jeszcze gltebszego
zrozumienia powstawania elementow zbioréw usuwanych w procedurze odsiewania. Zagadnie-
nie to bedzie stanowito cel moich dalszych badan.

1.2 Przyjete oznaczenia
Niech N oznacza zbior liczb naturalnych (catkowitych > 1), a P - zbior liczb pierwszych.

Zacznijmy od formalnych definicji funkcji liczacej oraz zbiorow, ktore beda opisywac rozwazane
procedury odsiewania.



Definicja 1. Niech funkcja 7: R x P(N) — N (gdzie P(N) to zbiér wszystkich podzbiorow
zbioru N) dana bedzie wzorem
m(x, A) = Z 1,

t<x
teA

tzn. m(x, A) jest liczba wszystkich elementow zbiorow A, ktore sg nie wieksze niz x.

Definicja 2. W ramach rozwazanej procedury odsiewania dla danego ciagu selekcji a, niech

By(a) :=N,

k
By(a) := N\UAi(a) (k> 1),

Agi1(a) :=={b;: b; € Bi(a),i =0 (mod ax41)},

gdzie by, bs, ... oznaczaja elementy zbioru By(a) w kolejnosci rosnace;j.
Innymi stowy, zbiér Ay, sktada sie z co agi1 liczby ze zbioru By, czyli wszystkich liczb
pozostalych po k krokach sita (usunieciu z N zbiorow Ay, ..., Ag).

Dla wygody przyjmijmy oznaczenie zapisu zbioru reszt.

Definicja 3. Dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 zapiszemy [n] = {0,1,...,n — 1}.

2 Liczby pierwsze w ciggu generowanym przez sito

Aby policzy¢, ile liczb pierwszych znajduje sie w ciggu utworzonym przez sito, chcieliby$Smy
wybra¢ pewien ciag (xy)52, taki, ze x — oo przy k — oo oraz z; < min A, dla kazdego
k € N i obliczy¢

m(xg, By NP) = 7(xy, P) — Zw(mk,Ai NP).

=1

Jak pokazemy, wszystkie zbiory A, niezaleznie od ciggu selekcji sktadaja sie z ciggow
arytmetycznych. Dlatego naturalnym zdaje si¢ by¢ podejscie wykorzystujace twierdzenie Di-
richleta o liczbach pierwszych w ciggach arytmetycznych. Przywotajmy dwa klasyczne wyniki
o asymptotyce liczb pierwszych w ciggach arytmetycznych.

Twierdzenie 1. [3| (Twierdzenie Dirichleta) Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej ¢ i
liczby a wzglednie pierwszej z ¢ dla zbioru A := {t: t € N,t = a (mod ¢)} zachodzi zaleznos¢
asymptotyczna
P
m(z, ANP) ~ mle, P) (przy = — o0).

©(q)

Wyrazenie p(q) oznacza tocjent z liczby ¢, tzn.

w(g) =q]] (1—%)-

plg
peP



Twierdzenie 2. [5] (Twierdzenie Siegela-Walfisza) Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej
q 1 liczby a wzglednie pierwszej z ¢ dla zbioru A := {t: t € N, = a (mod ¢)} istnieje stala
C € R taka, ze dla x > exp(q%) zachodzi
Li(x) )>
(q) ’

e

m(z, ANP) = +0 (xexp(—C’(logx)

gdzie funkcja Li dana jest przez

Todt
Li(z) = [ — > 2).
@)= [ o @22

Nasladujac konwencje przyjeta np. w |3, 4|, przez log x oznaczamy logarytm naturalny z liczby
x.

W twierdzeniu udowadniam, ze kazdy zbior Ay ma postac¢ {qxi+7r:i > 0,7 € Ry}, gdzie
Ry, C [gx], dlatego uzasadnionym byloby zapisanie

71—(gjka Bk: N P) = W(xlﬁ]P)) - O_’f(zk) - Olg(mk)7

gdzie
k
of(x) =Y 7z, {r:r € R;NP,NWD (r,q;) > 1})

k
ok(z) = Zw(x, {r:re R;,NWD (r,q;) =1} NP).

Jesli chcemy korzysta¢ z twierdzenia Siegela-Walfisza, mozemy zapisa¢
7(zr, By NP) = 7(xp, P) — 0¥ (1) — o (2p) — E(x),

gdzie

k
os(x) = ;#{r: re€ R, NWD (r,¢q;) =1} - a0

E(z) := o5(z) — o ().

Zauwazmy, ze aby efektywnie skorzysta¢ z twierdzenia Dirichleta, musimy posiada¢ pewne in-
formacje lub przynajmniej dobre oszacowanie na #{r: r € Ry, NWD (r,q;) = 1} dla wszyst-
kich £ > 2. Jest to problem, ktéory wymaga dalszych badan, poniewaz moze on okazaé sie
pomocny w rozstrzygnieciu hipotezy istnienia nieskonczenie wielu liczb pierwszych szczesli-
wych. Wstepne rozwazania pokazujg, ze bez doktadniejszej analizy zbioréw odsiewanych bez-
uzyteczne bedzie rowniez korzystanie z jakichkolwiek doktadniejszych oszacowan (twierdzei
Bombieri-Vinogradova czy Bruna-Titchmarsha) [5].



3 Sito i ciag Flawiusza
Jako pierwszym zajmiemy sie ciggiem Flawiusza. Rozumowanie przedstawione w tym rozdziale
utatwi rozwazanie przypadku ogolnego.

Definicja 4. Ciagiem Flawiusza nazwiemy ciag generowany przez sito o ciggu selekcji a =
(a;)?2, danym przez a; =i+ 1,1 € N,

Zacznijmy od twierdzenia opisujacego strukture zbioréw Ax(a) i zarazem By(a). Dla uprosz-
czenia w ramach tej sekcji nazywajmy je odpowiednio Ay i By.

Twierdzenie 3. Niech ¢, := NWW(1,2,... k+ 1), k € N. Wowczas, dla dowolnego k > 2
istnieje zbior Ry, C [gx] taki, ze

Ay ={qi+r:1>0,r € Ry} (1)
Ponadto
qk
# 1 k(k+1) )

Przedstawimy dwa dowody powyzszego twierdzenia, pierwszy w oparciu o arytmetyke
modularng i nieco skomplikowang indukcje, drugi w bardziej konstrukcyjnym duchu.

3.1 Pierwszy dowdd twierdzenia

Dowdd. Poprowadzimy indukcje ze wzgledu na k dla trzech twierdzen:
o Ti(k): Zbior Ay jest postaci {qxi +7:1 > 0,7 € R} \ {0}, gdzie qx, Rx sa jak wyzej.
o Ty(k): Zachodzi réwnosé

#Ry, 1

e T3(k): Dla dowolnego [ € N zachodzi kongruencja
7(l + qer1, Br) = 7(l, B) (mod k + 2),
gdzie g1 oraz By, s zdefiniowane jak wyzej.

Nasze rozumowanie bedziemy opiera¢ na bazie indukeji (71(1),71(2),To(1),T3(1)) oraz
trzech krokach indukcyjnych:

e Krok 1: Ty(1) A ... AT () AT A ATo(k—1) — To(k) (k> 2).

e Krok 3: Ty(1) A ... ANT(k) NT5(k) = Ti(k+1) (k>1).



Baza indukcji. Nie trudno jest zauwazy¢, ze:

o T (1): Zbior Ay jest postaci {20 +0:4 > 0} \ {0} (g1 =2, #R, =1).
e T'(2): Zbior A, jest postaci {6i+5:17 > 0} (g2 =6, #Ry = 1).

e T5(1): Zachodzi réwnosé

7 R

1
¢ 2’
e T3(1): Zbior By jest dany przez {2i+ 1: ¢ > 0}, dlatego

7(l+6,B1) =n(l,B;)+3=mn(l,B) (mod 3).

Krok 1. Zacznijmy od pomocniczych obserwacji. Zbior Ay sktada sie z co k + 1 liczby ze
zbioru Bj_1, dlatego

MMM:{ﬂ%%ﬁJ

:V—zg%@&)

] J (l e N).
Ponadto, dla kazdego t € N,
m(tq;, A;) = t#R;.
Dzieki temu mozemy przedstawié¢ liczbe (1 + g, Ax) na dwa sposoby. Z jednej strony
m(l 4 qu, Ar) = m(l, Ax) + #Rx,

za$ z drugiej, skoro ¢;|q, dla i < k, to

L+ g, — S0 7l + g, A))
[ A = i=1
ﬂ—( + gk, k) I 1 ,
_ =X A | e S LR
N k+1 k+1
k=1 g,
QG — Dimy wH#HR
s l A ql .
7]—( 9 k) + 2 T 1
Stad
G — i) B#R
#R), = ai .
k+1
Korzystajac z zalozenia indukcyjnego Ty(i) dla i =1,...,k — 1 oraz znanego wzoru otrzyma-

nego przez teleskopowanie sumy




mozemy zapisac

G — Dis Ty
k+1
_ 4k
k(k+1)

#R), =

To dowodzi prawdziwosé¢ implikacji w tym kroku indukcyjnym.

Krok 2. Wyrazajac liczbe 7 (I, By) za pomoca liczb postaci (1, A;) widzimy, ze

K
T+ o1, Be) =1+ qor — Y 7+ qrgr, As)

i=1

k
_ ;wl/& +qk+1—zqgl 4R,

=1

= 7(1, By) + 1 — Z q’;“ R:.

=1
Korzystajac z To(i) dla i = 1,..., k mozemy zapisa¢
G
i = qk+1 — Zz; m%ﬂ

1
= — 1 —_——
qk+1 ( jan 1) qr+1

E+1

Stad, skoro NWD (k+ 1,k +2) = 1, a liczba gz, jest podzielna przez k + 11 k + 2, to
(k+ 1)(k + 2)|gk+1- To dowodzi prawdziwosé kroku indukcyjnego.

k+1

qk+1 —

Krok 3. Zbior Ayy; sktada sie z co k + 2 liczby ze zbioru By, zatem
le Ay <~ leB, AN w(l,By) =0 (mod k + 2).
Korzystajac z T1(i) dlai = 1,... k warunek [ € By, mozemy zapisaé¢ jako
I'=r (mod gut1),

gdzie r € Ry, dla pewnego zbioru Rk+1 C [qra1]-
Zauwazmy, ze dzieki T3(k) mozemy stwierdzi¢, ze dla kazdej reszty t € [k + 2] istnieje zbior
R(t) C [qr+1] taki, ze
7(l, By) =t (mod k + 2) = [ =r (mod qgyo),
gdzie r € R(t). Stad warunek (I, By) = 0 (mod k + 2) jest rownowazny kongruencji

[ =r (mod grs),



gdzie r € R(0). Ostatecznie, taczac obie te kongruencje, dochodzimy do stwierdzenia, ze
l € Apiq — l=r (mod ggi1),

gdzie r € Ry N R(0). Stad otrzymujemy zbior Ry 1 = Ryq N R(0). To dowodzi implikacje
w kroku 3, co konczy dowdd twierdzenia. O

Uwaga 1. Twierdzenie zostato sformutowane dla k > 2, poniewaz w szczegblnym przypadku
k = 1 musieliby$my uwzgledni¢ niezawieranie sie 0 w zbiorze Ay.

3.2 Drugi dowod twierdzenia

Dowdd. Alternatywny dowdd twierdzenia [3| oparty bedzie na nastepujacym opisie poszczegodl-
nych krokéw procedury odsiewania w sicie Flawiusza. W pierwszym kroku odpowiadajacym
odsianiu co a; = 2 elementu ze zbioru N, naturalnie jest przedstawié¢ zbior liczb

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16, 17, 18, 19, 20, . ..

w postaci blokéw By; := {25 — 1,2j}, j € N, zawierajacych zaréwno liczby odsiane jak i
nieodsiane. Kazdy z blokéw ma diugosé (liczbe elementéw) rowna Iy := 2, a ponadto zawiera
ny := 1 liczb nieodsianych.

By1 Bi2 Bis3 Bia Bigs Bie Biy,7 Bis Biyg Bi,10

W drugim kroku odsiewamy co ay = 3 element. Chcemy skonstruowaé bloki B, ; jako sumy
(teoriomnogosciowe) kazdych ko kolejnych blokéw By ;, tzn.

37
BQ,j = U Bl,ta (] € N)
t=3(j—1)+1
Definiujemy
NWW (nl, ag)
kg = .
ni

Dlatego ko = 3, a dlugos¢ blokéw B, ; wynosi ly = 6.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16,17, 18, . ..

J

Ba1 Ba o Ba 3

Pokazemy, w jaki sposéb w ogdélnosci tworzy¢ bloki B; ; odpowiadajace i—temu krokowi sita
(1> 2).

Niech [;, n; oznaczaja odpowiednio dtugosé (liczbe elementéw) i liczbe elementow nieodsianych
kazdego z blokéw B, ; (i,j > 1). Chcemy, aby bloki B;; skladaly sie z k; kolejnych blokow
Bi—l,ja tzn.

kij
B’L',j = U Bi*l,t (Z 2 2)

t=k;(j—1)+1



Ponadto liczba nieodsianych elementéw w B; ; ma by¢ mozliwie jak najmniejsza i jednoczesnie
podzielna przez ¢ + 1. Dlatego definiujemy

B NWW (ni_l,i + 1)

n;—1

ki

(i >2). (3)

Jednoczesnie, skoro B;; sktadaja si¢ z k; kolejnych blokoéw B;_; ; oraz zawieraja wszystkie
elementy nieodsiane z tych blokéow oprocz co i + 1, to

1 )
S = ki ——. 4
n; i1 1( 2+1) i1 ll—l—l ( )

Dzieki tym dwom rownosciom dla dowolnego ¢ € N uzyskamy (poprzez iteracje)

7

n; = kmz’—1i

1 7 —1
= kiki—1ni_o- C—
1 2@—i—1 1

_ k‘lszlkg
i+1 '
Jednoczesnie korzystajac z otrzymamy réwnanie rekurencyjne dla k;, 1 € N,

NWW (kikioy .. ko /(i +1),i + 2)

i kzkl,lkg/(z—i—l) ( )
Zauwazmy, ze wykazanie rownosci ; = NWW(1,... i+ 1) bedzie rownowazne udowodnieniu
ki = NWW(,...,i+ 1)/NWW(1,...,4) dla wszystkich ¢ > 2. Skorzystamy tutaj z indukcji
matematycznej. Dla ¢ = 2 widzimy, ze faktycznie ky = 3. Zalézmy, ze k; dla j = 2,...,4 jest

takiej postaci jak powyzej. Wowczas rownanie przybiera postac

NWW (NWW(1,...,i+1)/(i+1),i+2)
NWW(,. .. i+1)/(i+1)

ki+1 =

Zauwazmy, ze liczby i 4+ 1 oraz i + 2 sa wzglednie pierwsze, a i + 1I{NWW(1,...,i+ 1). Stad
NWW (NWW(,...,i+1),i+2)/(i+ 1)

kiy1 = : :
“ NWW(L,...,i+1)/(i+1)
- NWW(T,...,i+2)
CONWW(L,... i+ 1)
To konczy dowod twierdzenia. O

Uwaga 2. Zauwazmy, ze skoro bloki B; ; sa sumami blokéw B;_; ;, z ktorych odsiany zostal
najwiekszy element nieodsiany w kroku poprzednim, to réznice miedzy kolejnymi wyrazami
nieodsianymi moga by¢ dowolnie duze. Dlatego ciag Flawiusza nie zawiera zadnego podciagu
bedacego ciagiem arytmetycznym.

Pierwszy dowdd zostal zaproponowany przez autora, drugi przez opiekuna naukowego.
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4 Struktura uogoblnionych sit flawiuszowskich

Jako pierwszemu przyjrzeliSmy sie situ Flawiusza, w ktéorym mozemy uzyska¢ bardzo przy-
stepny opis zbioréw A. Jak pokazemy, w ogdélnym przypadku nie bedg one takie eleganckie,
ale wciaz mozemy udowodnié, ze usuwane zbiory Ay beda sie sktada¢ wytacznie z ciagéw aryt-
metycznych o tej samej roznicy.

Twierdzenie 4. Dla dowolnego ciagu selekcji a zbior Ag(a) dla k > 2 jest postaci
Ap(a) ={qui+r: 1> 0,7 € Ry}, (6)

gdzie Ry, C [gx] oraz

k-1

QG = argk(a) H

Q;

CLZ‘—]_7

przy czym ciag (gx(a))s2, jest dany przez
g1(a) = NWW (a; — 1, a9)
1
gr(a) = NWW ((1 - —> gr—1(a), ak+1) (k> 2).

Qg

Dowdd. Postepujemy analogicznie jak w drugim dowodzie twierdzenia [3 Definiujemy bloki
Byj={a1(j—1)+1a1(j —1)+2,...,a1j} oraz
kij
Bz’,j = U Bi—l,t (Z 2 2)

t=k;(j—1)+1

Ponadto, niech [;, n; oznaczaja odpowiednio dlugosé (liczbe elementow) oraz liczbe elementow
nieodsianych w blokach B, ; (j € N). Oznaczamy

. NWW (7%;1, ai)

ni—1

ki

Tym razem uzyskujemy

n:kk2(1—al)(1—ai2) (7)

NWW (ki ( —i)w---(l—i)’“i*l). (8)

kipr = ek (1-2) (- 2)
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Wyrazmy teraz odpowiednio [;,

li - llkik’i,1 tee k‘g

i—1 1—1
a; a;
=a]] 'il-NWW kioikia - ke ] ] :rai
j:2a] j=2a

Zauwazmy, ze pierwsze wyrazenie w NWW wynosi

i—1 i—2
ki_ll{}i_g et ]{72 H 4 = (1 — ) NWW (k/’i_gki_g L ]{?2 H 4 ,ai_1> .

a; —1 @i a;
j=2 J 1—1 j=2 J

Ponownie, kolejne wyrazenie w NWW jest rowne

i—2 =3
4 1 :
R | | a'“i - = (1 - ) NWW (/@»_31@-_4 k] al“i 1,ai_2> .
j o @

2 Ai—2

Powtarzajac dostatecznie wiele razy, otrzymamy wyrazenie g;(a). O]

Zauwazmy teraz, ze znajac ciag selekcji a mozemy wyrazi¢ funkcje liczaca 7 (I, By) oraz
elementy ciggu generowanego za pomoca ztozenia pewnych funkcji elementarnych. Ztozenie
funkcji f i g bedziemy oznaczaé przez f o g.

Twierdzenie 5. Rozwazmy cigg funkcji fr: R — R, & € N, danych przez

l
r=t-¢| @z
Woéwcezas dla dowolnego k > 2

m(l, Br(a)) = far © o 00 fu () (LEN), (9)

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 1 zbior B;(a) definiujemy jako N z
usunietym co a; elementem, dlatego

"B == |2 =) tem,

a

Zalozmy, ze zaleznosé (9)) zachodzi dla pewnego k. Wowezas, skoro zbior By 1(a) sklada sie z
elementow zbioru By (a) z usunietym co a; elementem, to

(, Bi(a))

71, Buys () = 71, By(a)) — V J s ( (L Be(@) = farss 0 far 00 (D).

Qr+1

O
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Ponizsze twierdzenie wyraza elementy ciagu generowanego przez sito w terminach ztozenia
funkcji elementarnych.

Twierdzenie 6. Rozwazmy ciag funkcji i,: R — R, k£ € N, danych przez

in(l) =1+ {éJ :

Niech ciag (b;)32, bedzie ciagiem generowanym przez sito o ciagu selekcji a. Wowcezas dla
kazdego k € N,

bk+1 = Z.a171 o Z-a2,1 O0...0 Z.ak,1<k) + 1. (10)

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu selekcji a przynajmniej k pierwszych wyrazow zbio-
row By (a) i B(a) jest takich samych. Ponadto k—ty element zbioru By (a) bedzie i4, 1 (k)—tym
elementem zbioru By_;(a). Analogicznie i,, ;1 (k)—ty element zbioru By_1(a) bedzie i,, 10
Ga,—1(k)—tym elementem zbioru By_s(a).

Powtarzajac to rozumowanie dla wszystkich zbiorow By_s(a),...,Bi(a), Bo(a) = N otrzy-
mamy zgdang réwnoscé. O

Uwaga 3. Mozliwe, ze bedziemy w stanie rozstrzygnaé, czy dany ciagg zawiera nieskonczenie
wiele liczb pierwszych w oparciu o wypracowane réwnanie ((10]), ale wstepne rozwazania poka-
zuja, ze dowod hipotezy [2| oparty na arytmetyce modularnej (w duchu twierdzenia Euklidesa)
moze by¢ trudny.

Uwaga 4. Dzieki otrzymanym wzorom mozemy pokazaé, 7ze suma o} (x) zdefiniowana w
rozdziale 2 jest dla dowolnego ciagu selekcji a, k£ > 21z > 0 rowna 0 lub 1 (w zaleznosci
od tego, czy liczba a; jest pierwsza). Jesli bowiem mialaby istnie¢ liczba pierwsza p € R;
(7 = 2) taka, ze p|gj, to z twierdzenia {4 wynika, ze p jest dzielnikiem przynajmniej jednej z
liczb ay,...,a;, a w szczegblnosci p < a;. Jednoczesnie, skoro liczba min RR; jest dokladnie
a;-tym elementem zbioru B;_1(a), to, na podstawie wcze$niejszych rozwazan,

min Rj = iq,—10...04,,_,-1(a;) +1
> Clj + 1
> Qj.

Dlatego zbior {r: r € R, NP,NWD (r,¢q;) > 1} jest dla ¢ > 2 zbiorem pustym.

5 Sito i ciag liczb szczesliwych
Zajmijmy sie drugim sitem zaproponowanym we wspomnianej we wstepie pracy [1]. Poniewaz

w poprzednim podrozdziale udowodniliémy pewne wyniki w przypadku ogélnym, rozwazania
w tym rozdziale zaprezentujemy w charakterze wnioskow.
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Definicja 5. Ciggiem liczb szcze$liwych nazywamy ciag generowany przez sito zadane ciggiem
selekcji a = (a;)22, okreslonym rekurencyjnie jak nastepuje: a; = 2, a; = min{a: a € B;_1,a >
a;—1} dla i > 2. Ciag ten oznaczamy przez (s;)2;.

Uwaga 5. Zauwazmy, ze ciag generowany przez sito zadane ciagiem selekcji a jest jednoczes$nie
ciggiem selekcji, tj. a; = s; dla 1 > 2.

Whioskiem z twierdzenia 4] jest ponizsze stwierdzenie.
Whiosek 1. Dla dowolnego k > 2 zbiér Ag(a) jest postaci
Ag(a) ={qxi+r: 1> 0,7 € Ry}, (11)

gdzie Ry, C [gx] oraz

przy czym ciag (gx(a))s2, jest dany przez
g1(a) =NWW (a; — 1,a9) =3
1
gr(a) = NWW ((1 — Cl—k) gr—1(a), akH) (k > 2).
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