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Streszczenie

W ponizszej pracy wprowadzam metode sprowadzania weryfikacji tautolo-
gii logicznych do przeksztatcen algebraicznych. W tym celu definiuje po-
jecie funkcji charakterystycznej zdania logicznego i dowodze jej wlasnosci.
Natepnie pokazuje jak je wykorzysta¢ w dowodach tautologii logicznych

1 Wstep

Lev Kourliandtchik w pierwszym rozdziale ksiazki Impresje liczbowe [1] przedsta-
wia niezwykle ciekawy i efektywny sposéb dowodzenia réownosci rachunku zbio-
row. Polega on na zdefiniowaniu funkcji charakterystycznej danego zbioru A jako

(z) = 1 dlaz € A,
XM= 0 dlaz ¢ A,

co po wyznaczeniu wzorow na funkcje charakterystyczne sum, iloczynéw czy roz-
nic teoriomnogosciowych, daje mocne narzedzie w dowodzeniu réwnosci dwoch
zbiorow, pozwalajac na sprowadzenie ich dowodéw do serii przeksztatcen alge-
braicznych. Po lekkiej modyfikacji te metode mozna takze z powodzeniem wyko-
rzysta¢ do sprawdzania prawdziwosci tautologii logicznych, czym zajme sie w tej
pracy.
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2 Definicja

Dla dowolnego zdania logicznego p okreslmy funkcje charakterystyczng x zdania
P przez
1,  gdy zdanie p jest prawdziwe
x(p) =

0, gdy zdanie p jest nieprawdziwe.

Aby zrobié¢ z niej uzytek udowodnimy twierdzenie pozwalajace wyznaczaé funkcje
charakterystyczne zdan potaczonych funktorami.

Twierdzenie 1 (O funkcjach charakterystycznych funktoréw zdaniotwérezych).
Oznaczmy przez p © q dowolne zdania logiczne. Niech funktory —, A\, V,=, &,
oznaczajq odpowiednio negacje, koniukcje, alternatywe, implikacje i rownowaz-
no$¢ zdan. Wtedy:

(N)
(K)
(

x(=p) =1 —x(p)
X(

A) x(pVa) = x(p) +x(a) — x(p)x(q)
x(
X(

pAq) = x(p)x(q)

(Im) x(p=q) = x(p)x(q) — x(p) +1

(R)

Dowdd. Dla dowodu podpunktu (N) wystarczy zauwazy¢, ze zdania p i —p, po-
dobnie jak ich funkcje charakterystyczne, przyjmuja rézne wartosci logiczne, czy
liczbowe.

By udowodni¢ pozostale réwnoséci, przyjrzyjmy sie tabelom logicznym, ktére przed-
stawiaja prawdziwos¢ odpowiednich ztozen zdan w zaleznosci od prawdziwosci ich
sktadowych i sprawdzimy, ze dla wszystkich czterech konfiguracji wartosci logicz-
nych zdan p i ¢ powyzsze roéwnosci zachodza.

p e q) =2x(p)x(q) — x(p) —x(q) +1

P q|pAg P q|pVgq P 9|p=4q P q9|p=4q
11 1 11 1 11 1 11 1
10 0 10 1 10 0 10 0
01 0 01 1 0 1 1 01 0
00 0 00 0 00 1 0 0 1

lloczyn dwoch liczb rzeczywistych jest rézny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy
obie sa rézne od zera, zatem réwnos$é (K) jest prawdziwa. Istotnie, gdy ktores ze
zdan p i ¢ jest nieprawdziwe, to ktoras z funkeji x(p), x(¢q) przyjmuje wartosé
0, wiec zerem jest wtedy takze ich iloczyn. Gdy prawdziwe sga oba zdania p i
q, to x(p) = x(q) = 1, wiec takze w tym przypadku rownosé (K) zachodzi.
Podobnie przebiega dowdd réwnosci (A). Gdy zdania p i ¢ sa prawdziwe, to
x(p) + x(q) — x(p)x(qg) = 1+1—1 = 1, co sie zgadza, bo w tym przypadku
zdanie p V ¢ jest prawdziwe. Gdy zdanie p jest prawdziwe, a zdanie ¢ nie, to
x() + x(¢) — x(p)x(q) =14+ 0—0 =1, co zgadza si¢ z tabelg. Podobnie gdy p
jest nieprawdziwe, a ¢ jest prawdziwe, dzieki symetrii. Gdy oba zdania p i ¢ sa



nieprawdziwe, to x(p) + x(¢) — x(p)x(¢) = 0+ 0 — 0 = 0, wiec réwnosé¢ (A) jest
prawdziwa. Analogicznie postepujemy w dowodzie réwnosci (Im). Gdy zdania p
i ¢ sa prawdziwe, to x(p)x(q) + 1 — x(p) =1+ 1—1 =1, co odpowiada tabeli.
Gdy p jest prawdziwe, a ¢ nie, to x(p)x(¢) +1—x(p) =0+1—1 =0, co zgadza
sie z nieprawdziwoscia zdania p = ¢ w tym przypadku. Gdy z kolei zdanie p jest
nieprawdziwe, a zdanie ¢ jest prawdziwe, to x(p)x(¢) +1—x(p) =0+1-0=1,
co tez sie zgadza. Jedli zdania p i ¢ sa nieprawdziwe, to x(p)x(q) + 1 — x(p) =
0+1—0 =1, czyli tak, jak ma by¢. Pozostalo udowodni¢ réwnosé (R). Jesli
zdania p i g sa prawdziwe, to 2x(p)x(¢) —x(p) —x(¢)+1=2—-1—-14+1=1, co
jest zgodne z tabela. Jedli jednak p jest prawdziwe, a ¢ nie, to 2x(p)x(q) — x(p) —
X(q)+1=0-1-0+1=0, co tez pasuje. Gdy p jest falszywe, a ¢ prawdziwe, to
2x(p)x(q) —x(p) —x(q)+1=0—-0—1+1 = 0. Jesli zdania p i ¢ sa nieprawdziwe,
to 2x(p)x(q) — x(p) = x(¢) +1=0—-0—0+1 = 1. To koniczy dowdd wszystkich
rOwWnosci. ]

Zanotujmy jeszcze réwno$¢ x(p)? = x(p), prawdziwa dla dowolnego zdania
logicznego p. Wynika ona z tego, ze funkcja y przyjmuje tylko wartosci 0 lub 1,
bedace punktami stalymi podnoszenia do kwadratu. Bedziemy z niej korzystac
w dalszej czedci tej pracy.

3 Zastosowanie

Wyprobujmy nasz arsenal w dowodzie modus tollendo tollens, czyli tautologii
postaci

[(p = @) A —q] = —p.

Aby ja udowodni¢ wystarczy sprawdzié, ze
X(p= ) A~ql = —p) =1,
niezaleznie od prawdziwosci p i ¢. Zgodnie z réwnoscia (Im) otrzymujemy
X([(0 = @) A—a] = =p) = x((p = @) A =g)x(-p) = x((p = @) A=) +1. (W)

Korzystajac z (K), a potem z (N) i z (Im) dostaniemy

X((p= ) A—q) = x(p = Ox(=0) = (x(p)x(2) = x(p) + 1) (1 = x(0)) =
= x(x(q) — x(p) + 1 = x(p)x(a)* + x(p)x(9) — x(q) =
= x(P)x(a) — x(p) + 1 = x(p)x(a) + x(p)x(9) — x(q) =
= x(p)x(q) — x(p) — x(g) + 1.



Wstawiajac to wyrazenie w miejsce X([(p = q) A ¢ ) do (¥)) otrzymujemy osta-
tecznie

X((0 = @) A=) x(=p) = x((p = 9) A —~q)+1 =

= (x(P)x(a) —x(p) = x(¢) + DL = x(p)) — x(p)x(@) + x(p) + x(q) =1+ 1=
(P)x(a) = x(p) = x(q) + 1~ x( )*x(q) + x(p)* + x(p

>

—~

=
|

=

=
|

co konczy weryfikacje rozwazanej tautologii.
Przy pomocy przedstawianej metody udowodnimy teraz I prawo De Morgana
postaci

~(pAq) = (mpV ),
co jest rownowazne z pokazaniem, ze

X(~prg) & (pv ) =1,

niezaleznie od wartosci logicznych zdan p i q. Dostajemy

X(~(pra) =1=x(prg) =1—x(p)x(a),

najpierw korzystajac z (N), a potem z (K). Podobnie
X((p)V(=9)) = x(=p)+x(=9) ~x(=P)x(=g) = 1=x(p)+1=x(p)+(1—x(p))(1—x(q)) =

=1-x(p)x(q)-

Dla przejrzystosci wprowadzmy oznaczenia a = X(ﬂ(p/\q)> ib= X((—\p) V (ﬂq)>.
Widzimy, ze dla dowolnych zdan logicznych p i ¢q

a=x(~(p A ) =x((=p) V (~q)) = .

2

Stad, korzystajac z (R) i z tego, ze a®* = a = b, konczymy dowdd

X(ﬂ(p/\q)@(ﬁp\/ﬂqn—2ab—a—b+1 20> —2a+1=2a—2a+1=1.

4 Czy ta metoda zawsze dziala?

W powyzszych rozumowaniach korzystaliémy jedynie z tego, ze x(p)* = x(p), co
po szkolnych przeksztatceniach algebraicznych pozwalato bezposrednio pokazac,
ze funkcja charakterystyczna dowodzonej tautologii jest tozsamosciowo réwna 1, z
gracja konczac dowod. Czy zawsze mozna to zrobi¢? Czy zawsze jedynie bezmysl-
nie wymnazaja¢ wszystkie nawiasy i stosujac wlasnos¢ x(p)? = x(p) wszystkie
wyrazy sie zredukujag i otrzymamy samotna jedynke? Okazuje sie, ze tak. W celu
udowodnienia tego, wykorzystamy pewien lemat.

4



Lemat 1. Niech F' € R[ Xy, Xy, ..., X, bedzie wielomianem n zmiennych o wspdl-
czynnikach rzeczywistych oraz

F(X1, X0, X0) =D [t onen X1 X320 X0

a k; € {0,1} dla wszystkich i € {1,...,n}. Wtedy, jesli wielomian F przyjmuje
warto$é 0 dla kazdego wyboru Xy, Xs..., X, € {0,1}, to F jest wielomianem ze-
TOWYM.

Dowéd. Nazwijmy [-krotnym jednomian w wielomianie F' bedacy iloczynem [
zmiennych: X; X;,...X;,. Dowiode tezy przez silng indukcje ze wzgledu na kroto-
nos$¢ wspotezynnikéw. Baza indukcji bedzie zerowos¢ wspotezynnika przy jedynym
0-krotnym jednomianie, czyli wyrazie wolnym. Oznaczmy go przez w. Mamy

Zatozmy teraz, ze wszystkie wspotezynniki przy jednomianach o krotnosci nie-
wieckszej niz pewne s < n sg rowne zero. Niech fo bedzie dowolnym wspétczynni-
kiem przy (s + 1)-krotnym jednomianie, gdzie C' jest pewnym ciagiem binarnym
o jednynkach na s 4+ 1 miejscach. Wtedy

0=F(C) = fo,

dlatego ze na mocy zaltozenia indukcyjnego wszystkie wspotezynniki przy jedno-
mianach o krotnosci mniejszej niz s+ 1 sa réwne 0, a we wszystkich jednomianach
o krotnoéci wiekszej lub rownej s + 1, poza jednomianem przy fo, za ktoras ze
zmiennych podstawione zostato zero. Krok indukcyjny jest zatem prawdziwy, co
na mocy zasady indukcji matematycznej konczy dowdd. ]

Teraz mozemy przejs¢ do dowodu twierdzenia odpowiadajacego na postawione
na poczatku tego ustepu pytanie.

Twierdzenie 2. Niech P bedzie tautologiq, powstalq ze zdan py,pa, ..., Pn PTZY
pomocy funktorow zdaniotworczych z Twierdzenia 1. Wtedy, korzystajec jedynie
z tego, ze x(p)? = x(p) dla dowolnego zdania p mozna, przeprowadzajgc szkolne
przeksztatcenia algebraiczne, bezposrednio pokazaé, Ze x(P) = 1.

Dowéd. Wyrazenie x(P) mozna potraktowaé jako wielomian od funkeji charak-
terystycznych zdan pq, pa, ..., p,. Wynika to z tego, ze funkcje charakterystyczne
zdan potaczonych funktorami zdaniotwérczymi sg wielomianami od funkcji cha-
rakterystycznych tych zdan. Wielokrotnie korzystajac z tego, ze x(p)? = x(p) dla
dowolnego zdania p, otrzymamy wielomian, w ktérym wszystkie zmienne wyste-
puja w potedze nie wiekszej niz 1. Oznaczmy ten wielomian przez H. Wielomian
G = H — 1 spelnia zatozenia Lematu 1, bo

H(Xl,XQ, 7Xn) - 1

dla dowolnego wyboru Xi, Xo, ..., X,, € {0,1}. Zatem G = 0, wiecc H = 1, co
konczy dowdd. [



5 Kwantyfikatory

Zastosujemy teraz opisywang metode do badania zdan zawierajacych kwantyfi-
katory V i 4, ograniczone do zbioréw skonczonych.

Twierdzenie 3 (O funkcjach charakterystycznych kwantyfikatorow). Niech o(z)
bedzie dowolng funkcjg zdaniowaq, a skonczony zbior X jej dziedzing. Wtedy

(F) x(Yaex @(2)) = Moex x(#()),

(B) x(Faex ¢(2)) =1 = [Lex (1 = x(o(2))).
Dowdd. Jesli o(x) staje sie falszem dla jakiego$ z1 € X, to x(p(z1)) = 0, zatem
wtedy iloczyn z podpunktu (F) przyjmuje warto$¢ zero. Jesli z kolei ¢(x) jest
prawda dla wszystkich z € X, to x(¢(z)) = 1 dla wszystkich x € X, zatem w
tym przypadku iloczyn z podpunktu (F) przyjmuje warto$é 1. Zatem podpunkt
(F) Twierdzenia 3 jest udowodniony. W przypadku gdy zdanie () jest falszywe
dla wszystkich z € X, to iloczyn obecny w podpunkcie (E) przyjmuje wartosé
1, wiec lewa strona réwnosci (E) staje sie réwna 0. Wtedy tez zdanie 3,¢x ¢(x)
jest nieprawdziwe, czyli rownos$¢ zachodzi. Jesli jednak istnieje taki zo € X, zZe
zdanie ¢(xq) jest prawdziwe, to prawdziwe jest zdanie J,cx ¢(x), a wyrazenie
po prawej stronie rownosci (E) przyjmuje warto$é 1. Dowdéd Twierdzenia 3 jest
zatem zakonczony. O

Przetestujmy powyzsze twierdzenie w dowodzie prawa de Morgana rachunku
kwantyfikatoréw:
“Vaex p(2) € Jex ().

Mamy
X(Vaex (@) = 1= x(Vaex (@) = 1 = ] x(e(x))
X(Frexp(@)) =1 - 11((1 — x(~p())) =1 HXX(SO(JC))-

To konczy dowdd, gdyz wyrazenia po obu stronach rownowaznosci maja takie
same funkcje charakterystyczne. Gdy bowiem oznaczymy je przez a, to otrzy-
mamy

X(—Pv’gcexgp(x)@ﬂmex—'go(x)) =20 —a—a+1=2a—a—a+1=1.

Zastosowanie funkcji charaketrystycznych pozwala rownie tatwo dowies¢ roz-
dzielnosci V wzgledem A:

Voex (@(x) Ap(z)) & Vaex 9(2) A Vaex ¥(2),
gdzie p(x) i 1(x) to funkcje zdaniowe. Mamy bowiem

X (Vaex(¢(2) Ab(@))) = TT x(e(2) Adb(@) = T x(p(@) - x((z)) =

= I x(e(@)) - [] x(¢(x)) =

= X(Vaex () - x(Vaex () =
= x(Yaex 9(2) A Vaex ().



Funkcje charakterystyczne obu wyrazen sg identyczne, co, tak jak poprzednio,
konczy dowdd.

6 Dalsze kierunki badan

Mozliwe, ze zastosowanie funkcji charakterystycznych mozna dalej rozwija¢. Obie-
cujacymi wydaja sie nastepujace kierunki badan:

e Zastosowanie opisywanej metody w logice wielowartosciowej.

e Analizowanie mozliwosci stosowania funkcji charakterystycznych w innych
dzialach matematyki.
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