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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Niniejsza praca zawiera pelne wprowadzenie do prostych izogonalnych oraz punktow
izogonalnie sprzezonych w trojkacie wraz z ich tréjwymiarowymi odpowiednikami.
Jako zastosowanie udowodnimy pewng zaskakujaca wlasnosé czworo$ciandw réwno-
$ciennych.

W pierwszym rozdziale wprowadzimy niezbedne definicje, przedstawimy znane
przyklady oraz najwazniejsze wlasnosci, ktore beda kluczowe w dalszych rozwaza-
niach. Nastepnie wskazujemy zwigzek wprowadzonych narzedzi z istnieniem prostej
Simsona punktu wzgledem trojkata.

Rozdzial drugi dotyczy tréjwymiarowych analogondéw wlasnosci wymienionych w
rozdziale pierwszym. W szczegolnosci wprowadzimy definicje ptaszczyzn i prostych
izogonalnych wzgledem odpowiednio katéw dwusciennych i tréjsciennych czworo-
$cianu. Nastepnie oméwimy definicje punktow izogonalnie sprzezonych w czworoscia-
nie. Wreszcie zdefiniujemy plaszczyzne Simsona punktow wzgledem czworoscianu w
sposob analogiczny jak dla trojkatow i podamy kryterium jej istnienia, ktore jest
trojwymiarowym odpowiednikiem kryterium dla istnienia prostej Simsona punktu
wzgledem trojkata. Material zawarty w tym rozdziale stanowi cze$é stereometrii,
ktora dotychczas nie posiadata zrédta w jezyku polskim.

Rozdziat trzeci zawiera oryginalne i gléwne wyniki pracy. W szczegolnosci po-
kazemy, ze dla zadnego punktu na sferze opisanej na czworoscianie réwnosciennym
rzuty prostokatne na $ciany tego czworoscianu nie leza na jednej plaszczyznie tzn.
nie istnieje plaszczyzna Simsona zadnego punktu sfery opisanej na czworoscianie
wzgledem tego czworoscianu. Oznacza to, ze klasyczne twierdzenie Simsona méowia-
ce o tym, ze dowolny punkt okregu opisanego na tréjkacie posiada prosta Simsona
wzgledem trojkata nie przenosi sie na przypadek trojwymiarowy, co gorsza nawet
dla zadnego punktu sfery opisanej na czworoscianie réwnosciennym.






Rozdziat 2

Punkty i1zogonalnie sprzezone w
trojkacie

W tym rozdziale wprowadzimy definicje punktow izogonalnie sprzezonych w trojka-
cie, a takze udowodnimy ich podstawowe wlasnosci niezbedne do dalszych rozwazari.
Pelne wprowadzenie do tematu mozna znalezé w ksiazce [2] W. Pompe ,,Wokol Ob-
rotow”.

2.1 Definicja

Twierdzenie 2.1.1. Punkt P lezy w ptaszczyinie trojkata ABC. Wtedy proste sy-
metryczne do AP, BP, CP wzgledem dwusiecznych kgtow odpowiednio BAC, CBA
1 ACB przecinajq sie w jednym punkcie.

A

Rysunek 2.1: Punkty izogonalnie sprzezone w trojkacie.

Dowdd. Punkty Ay, By, Cy sa punktami przeciecia prostych symetrycznych do AP,
BP, CP wzgledem dwusiecznych katow ¥BAC, SCBA, 4BCA z odpowiednio
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bokami BC, AC, AB.
Korzystajac z trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy dostajemy:

sin$ABP sin$BCP sin4CAP
sinXCBP sindACP sindBAP

Skoro SABP = <B;BC, BCP = SC,CA, SCAP = <A, AB, to réwniez:

1.

sin ¥B;BC sin<C;CA sindA;AB B
sin YABB, sin<BCC; sindCAA;

1.

Na podstawie odwrotnego twierdzenia do twierdzenia Cevy dostajemy, ze proste
AA,, BBy, CC1 sy wspolpekowe. O

Definicja 2.1.2. Punkt przeciecia prostych symetrycznych do AP, BP, C P wzgle-
dem dwusiecznych katéow odpowiednio BAC, CBA i AC'B nazywamy punktem izo-
gonalnie sprzezonym do P wzgledem trojkata ABC. Oznaczamy go jako P*.

Whniosek 2.1.3. Istnieje doktadnie jeden punkt izogonalnie sprzezony do punktu P
wzgledem trdjkgta ABC'.

Whniosek 2.1.4. Punktem izogonalnie sprzezonym do punktu P* wzgledem trdjkgta
ABC jest P.

Srodki okregow dopisanych i okregu wpisanego w trojkat to jedyne punkty, ktore
sa izogonalnie sprzezone do siebie wzgledem tego trojkata. Klasycznymi przyktadami
innych par punktéow izogonalnie sprzezonych sa:

G

B B C
Rysunek 2.2: Srodek okregu opi- Rysunek 2.3: Srodek ciezkosci i
sanego i ortocentrum. punkt przeciecia symedian.

Twierdzenie 2.1.5. Dany jest trojkgt ABC oraz punkt P lezgcy na jego okregu
opisanym. Wdowczas punktem izogonalnie sprzezonym do P wzgledem trojkgta ABC
jest punkt w nieskoniczonosci.

Dowdd. Bez straty ogo6lnosci zal6zmy, ze punkt P lezy na krétszym tuku BC. Niech
punkt P} to punkt przeciecia prostej AP* z okregiem opisanym na trojkacie ABC.
Skoro ¥ ABP* = $PBC, $BAP}; = 4PAC, to otrzymujemy

YABP* = $PBC = ¥PAC = BAP%.



Rysunek 2.4: Punkt izogonalnie sprzezony P* w nieskoriczonosci.

Oznacza to, ze proste P*A, P*B sa rownolegle. Analogicznie pokazujemy, ze prosta
P*C jest rownolegta do P*A. Wprost otrzymujemy, wiec ze punkt P* jest punktem
w nieskoniczonosci. O

2.2 Wlasnosci punktéw izogonalnie sprzezonych

W tym podrozdziale wprowadzimy kluczowe lematy i fakty dla dalszych rozwazari.

Lemat 2.2.1. Dany jest trdjkgt ABC i punkt P. Odlegtosci dwdch punktéow P,
P* izogonalnie sprzezonych wzgledem trojkgta ABC od prostych zawierajgcych boki
AB, BC,CA sq odwrotnie proporcjonalne.

A

]

Rysunek 2.5: Rzuty punktéw P, P* na boki trojkata ABC.



Dowdd. Punkty Pc, Pa, P}, P} to rzuty prostokatne odpowiednio punktéow P, P*

na proste zawierajace boki AB, BC. Na podstawie réwnosci {PBC = JABP*
dostajemy:

PP, PP
BTDC = sin YABP, BT;‘ = sin YCBP.
Fpr = Sin SABP*, Fpe = Sin P, BP*.

7Z tego wynika:

P*P;  singP;BP* sin$ABP PPc

P*P;  sinJABP*  sin4CBP _ PP, (PPC)‘1
PP,

O

Lemat 2.2.2. Punkt P lezy wewngtrz trojkgta ABC. Niech P,, Py, P. bedq obrazami
punktu P w symetrii wzgledem prostych odpowiednio BC, C A, AB. Wtedy $rodkiem

okregu opisanego na trojkacie P, P, P, jest punkt P* — izogonalnie sprzezony do P
wzgledem trojkgta ABC.

Rysunek 2.6: Okrag o srodku w punkcie P* zawierajacy punkty P,, P, P..

Dowdd. Niech punkty X,, Xp, X. to rzuty punktu P na proste zawierajace boki
odpowiednio BC, CA, AB. Zachodza ponizsze proporcje:

PX, PXy PX. 1
PP, PP, PP 2




Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa otrzymujemy:
XaXb H Pana Xch || Pch7 XaXc || PaPc-

Ze wzgledu na to, ze czworokaty AX.PX,, BX,PX., CX,PX, mozna wpisa¢ w
okregi o §rodkach lezacych odpowiednio na odcinkach AP, BP, C'P, to:

AP* 1L X Xy, BP* 1 X, X, CP* 1 X, Xp.
Jest to réwnowazne z nastepujacymi prostopadlo$ciami:
AP* | P.P,, BP* 1 P,P,, CP* 1 P,P,.

Korzystajac z symetrii punktéw P,, P,, P. wzgledem punktu P otrzymujemy
nastepujace rownosci:

BP.=BP=BP,, CP,=CP=CP,, AP,= AP = AP,

Oznacza to, ze punkt P* jest punktem przeciecia symetralnych odcinkéow P.P,,
P, Py, P,P,, czyli punkt P*, izogonalnie sprzezony do P wzgledem trojkata ABC,
jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie P, P, P.. O

Lemat 2.2.3. Rzuty punktéow P, P* na boki trdjkgta ABC' lezq na jednym okregu.
Co wiecej, Srodek tego okregu to Srodek odcinka PP*.

Rysunek 2.7: Okrag zawierajacy rzuty P i P* na boki trojkata.

Dowdd. Rozwazmy jednokladnosé o srodku w punkcie P i skali % Niech M to $rodek
odcinka PP*. Wtedy okrag opisany w lemacie [2.:2.2] przeksztalca si¢ na okrag o
srodku w punkcie M, zawierajacy rzuty prostokatne punkt P* na boki trojkata
ABC. Korzystajac z wniosku [2.1.4] analogicznie pokazujemy, ze rzuty punktu P na
boki trojkata ABC lezg na okregu o srodku w punkcie M. Odlegtosci punktu M od
rzutéw prostokatnych P, P* na dany bok sg rowne, jako ze jest to rownosé odcinkow
w trapezie prostokatnym. Wprost otrzymujemy, ze istnieje okrag o srodku w punkcie
M zawierajacy rzuty prostokatne punktéow P, P* na Sciany trojkata ABC. O



Poniewaz srodek okregu opisanego i ortocentrum sa izogonalnie sprzezone w troj-
kacie, powyzszy okrag stanowi piekne uog6lnienie okregu dziewieciu punktow.

2.3 Prosta Simsona

Rozwazmy trojkat ABC oraz punkt P lezacy w jego plaszczyznie.

Definicja 2.3.1. Powiemy, ze P posiada prostq Simsona wzgledem trojkata ABC
jesli rzuty prostokatne punktu P na boki trojkata leza na jednej prostej.

Twierdzenie 2.3.2. Punkt P posiada prostq Simsona wzgledem tréjkgta ABC wtedy
i tylko wtedy, gdy P* jest punktem w nieskoriczonosci.

P

Rysunek 2.8: Prosta Simsona punktu P.

Dowdd. Korzystajac z twierdzenia[2.2.3|wiemy, ze srodek odcinka P P* jest srodkiem
okregu opisanego na rzutach punktu P na boki trojkata ABC. Natomiast twierdzenie
[2.1] informuje nas o tym, ze P* jest punktem lezacym w nieskoniczonosci. Laczac
te zaleznosci otrzymujemy, ze srodek okregu zawierajacego rzuty P jest punktem w

nieskoriczonosci. Oznacza to, ze okrag opisany na trojkacie Pyp PpcPac jest prosta.
O

Na podstawie wtasnosci[2.1.5|punkt P posiada prosta Simsona wzgledem tréojkata
ABC wtedy i tylko wtedy, gdy P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC — jest
to klasyczne twierdzenie Simsona (w artykule [4] mozna znalezé¢ pelne wprowadzanie
wlasnosci 1 zastosowania w zadaniach olimpijskich).



Rozdzial 3

Punkty izogonalne sprzezone w
czworosclanie

W tym rozdziale przedstawimy definicje i wlasnosci prostych izogonalnych w prze-
strzeni a takze punktéw izogonalnie sprzezonych w czworoscianie. Piekne i kompletne
wprowadzenie do tego zagadnienia mozna znalezé w ksiazce [I] N. Altshillera Courta
,Modern pure solid geometry”.

3.1 Definicje i wlasnosci

Rozwazmy kat dwuscienny o utworzony przez plaszczyzny m; i me przecinajace sie
wzdluz prostej £.

Definicja 3.1.1. Dwie ptaszczyzny przechodzace przez krawedz ¢ kata dwuscienne-
go « nazywamy tzogonalnymi wzgledem «, jesli sa symetryczne wzgledem plaszczy-
zny dwusiecznej kata dwusdciennego a.

Twierdzenie 3.1.2. Niech f1, fo bedqg ptaszczyznami przechodzgcymi przez prostq
L kgta dwusciennego a. Rozpatrzmy punkty A € fi i B € fo. Wowczas odlegtosci
punktow A i B od ptaszczyzn wy, o s¢ odwrotnie proporcjonalne wtedy i tylko wtedy,
gdy f1 1 fo sq izogonalne wzgledem kgta dwusciennego a.

Dowdd. Niech punkty A, As, By, By beda rzutami prostokatnymi odpowiednio
punktow A, B na plaszczyzny 7y, mo (Rysunek 3.1). Natomiast Az, B3 sa punktami
znajdujacymi sie na prostej ¢, nalezacymi do plaszczyzn AA1As i BB B3, odpo-
wiednio. Plaszczyzny te sa prostopadie do £. Oznacza to, wiec ze sg one do siebie
rownolegle. Rzutujac punkty A, A, Az, As na plaszczyzne BBiBs otrzymujemy
czworokat A’ A} A4 Al przystajacy do AA; As As, przy czym punkt A4 pokrywa sie z
punktem Bs.

Skoro A’A} || BBy, A’Al || BBs, to trojki punktow Bs, A}, By oraz Bs, A),
By sa wspolliniowe. Otrzymujemy, wiec ze S A]B3A’ = <BB3Bs. Korzystajac z
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Rysunek 3.1: Rzuty punktéw A, B na plaszczyzny 7y, mo

twierdzenia o dwusieczne;j:

A (19131)‘1 _ AA <BB1>_1.

A’ AL BB, A4,  \ BB,

Twierdzenie odwrotne udowadniamy w analogiczny sposob. O

Powyzsze twierdzenie jest trojwymiarowym analogiem twierdzenia gdzie
rowniez rzuty prostokatne danych punktéw tworzylty odwrotng proporcjonalnosé.

Whniosek 3.1.3. Prosta tgczqca rzuty prostokgtne punktu lezgcego na plaszczyinie
f1 na plaszczyzny w1, mo jest prostopadta do fo — plaszczyzny izogonalnej do fi
wzgledem «.

Rozwazmy teraz plaszczyzny i, o, m3 tworzace kat trojscienny fS.

Twierdzenie 3.1.4. Dane sq plaszczyzny 71, Ta, T3 przecinajgcee sie wzdtuz prostej
s. Proste a, b, c nalezg do odpowiednich ptaszczyzn i przecinajg sie w jednym punkcie.
Wtedy ptaszczyzny izogonalne do plaszczyzn myi, mo, w3 wzgledem odpowiednio kgtow
dwusciennych (ab, ca), (be,ab), (ca,be) przecinajq sie wzdtuz jednej prostej s.

Dowdd. Zdefiniujmy poczatkowo prosta s’ jako prosta, wzdtuz ktorej przecinaja, sie
plaszczyzny izogonalne do 7y, mo wzgledem dwusciennych katow (ab, ac), (be, ba),
odpowiednio.

Punkty S, S’ znajduja sie na odpowiednio prostych s, s, natomiast H,p,, Hy.,
H.., H.,, H}., H., sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw S, S’ na ptasz-
czyzny ab, be, ca.

Korzystajac z twierdzenia [3.1.2] zachodza ponizsze réwnosci:

S'H!,  SHg S'H],  SHy.

S'H!, ~ SH,'  S'H),  SH.

Otrzymujemy, wiec ze:

S'H!,  (SHu\ '
S'H), ~ \SHy.)



Rysunek 3.2: Rzuty prostokatne punktu S na ptaszczyzny ab, be, ca.

Tym samym, korzystajac z twierdzenia dostajemy, ze kazdy punkt lezacy na
prostej s’ nalezy réwniez do plaszczyzny izogonalnej do w3 wzgledem dwusciennego
kata (ca, cb). O

Definicja 3.1.5. Prostg s’ nazywamy prosta izogonalng do s wzgledem kata troj-
Sciennego 3.

Rozpatrzmy teraz czworoscian ABCD i dowolny punkt P nienalezacy do jego
Scian. Punkty Pa, Pp, Po, Pp sa rzutami punktu P na odpowiednio $ciany BCD,
ACD, ABD, ABC.

Twierdzenie 3.1.6. Plaszczyzny izogonalne do ptaszczyzn ABP, BCP, CAP, DAP,
BDP, CDP wzgledem kqgtow dwusciennych odpowiednio (ACB, ADB), (BDC, BAC),
(CBA,CDA), (DCA,DBA), (BAD,BCD), (CBD,CAD) majg punkt wspdlny P*.

Dowdd. Korzystajac z twierdzenia otrzymujemy, ze plaszczyzny izogonalne
do ABP, CAP, DAP wzgledem odpowiednio katow dwusciennych (ACB, ADB),
(CBA,CDA), (DCA, DBA) przecinaja sie wzdluz jednej prostej. Niech proste p,,
Dby Pes Pa Sa izogonalne do prostych AP, BP, CP, DP, odpowiednio, wzgledem troj-
Sciennych katow znajdujacych sie w wierzchotkach A, B, C, D, ktorych Sciany sa
rowniez $cianami czworo$cianu ABCD.

Plaszczyzna izogonalna do plaszczyzny A BP wzgledem kata dwusciennego utwo-
rzonego przez plaszczyzny AC B, AD B bedzie zawierala proste p,, pp. Oznacza to w
szczegolnosci, ze proste po, pp leza na jednej ptaszczyznie. Analogicznie rozumujac
otrzymujemy, ze dowolne dwie proste p, Pp, Dc, Pd S8 WspoOtplaszczyznowe. Nie moga
one jednak wszystkie znajdowaé sie na jednej plaszczyznie, wiec proste pa, Pp, Pe, Pd
maja wspolny punkt przeciecia. O



B

Rysunek 3.3: Plaszczyzna izogonalna do ptaszczyzny AP B wzgledem kata dwuscien-
nego (ACB, ADB).

Definicja 3.1.7. Punkt P* nazywamy punktem izogonalnie sprzezonym do P wzgle-
dem okres§lonego czworoscianu. Kazdy punkt P ma dokltadnie jeden punkt izogonal-
nie sprzezony wzgledem danego czworoscianu.

7 twierdzenia |3.1.6| wynika istotny dla dalszych rozwazan wniosek:

Whiosek 3.1.8. Dane sq proste pq, py, Pe, Pd 120gonalne do odpowiednio prostych
AP, BP, CP, DP wzgledem tréjsciennych kqtow w wierzchotkach A, B, C, D. Proste
Das Pbs Pe, P S¢ rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy P* jest punktem w nieskornczo-
nosci.

Wprost z twierdzenia [3.1.2] dostajemy:

Whniosek 3.1.9. Odlegtosci punktow P, P* od Scian czworoScianu sq¢ odwrotnie pro-
porcjonalne wtedy, i tylko wtedy, gdy punkty P, P* sq 1zogonalnie sprzezone wzgledem
tego czworoscianu.

Lemat 3.1.10. Rzuty prostokgtne punktow P, P* na $ciany czworoscianu lezg na
jednej sferze. Ponadto $rodkiem tej sfery jest srodek odcinka PP*.

Dowdd. Punkt M jest srodkiem sfery w o promieniu r zawierajacej punkty Pa,
Py, Pc, Pp. Punkty P}, Pp, P/, P, to rzuty prostokatne P’ na odpowiednio
$ciany BCD, ACD, ABD, ABC, przy czym P’ jest obrazem punktu P w symetrii
wzgledem punktu M.

Jako, ze czworokat PP’ P/, P4 jest trapezem prostokatnym to odcinki M P4, M P}
sg rownej dlugosci. Analogiczne wnioski otrzymujemy dla wierzchotkow B, C| D.

Wprost z definicji punktu M odcinki M P4, M Pg, MPo, MPp sa tej samej
dlugosci. Z powyzszych zaleznosci otrzymujemy, ze punkty P, Pp, P/, P}, rowniez
naleza do sfery w.

Niech R4 jest punktem przeciecia prostych P4 P, PyM. W ten sam sposob de-
finiujemy punkty Rp, Rc, Rp. Jako, ze proste PPy, P'P) sa rownolegle oraz od-
cinki PM, MP’ sa rowne, to dostajemy przystawanie trojkatow PRaM, PP} M.



D

Rysunek 3.4: Trapez prostokatny PP’ P, P4 w czworoscianie ABCD.

Otrzymujemy PRy = P'P), MP), = RsM, wiec punkt R4 nalezy do sfery w.
Analogicznie rozumujac dostajemy, ze punkty Pg, Pc, Pp rowniez lezg na sferze w.
Korzystajac z potegi punktu dostajemy:

potega punktu P wzgledem w := p(P,w) = PP4 - PRa4.

Analogicznie:
p(P,w) = PPB . PRB,

p(P,w) = PPC ~PRc,
p(P,w) :PPD 'PRD.

Na podstawie powyzszych réwnosci oraz rownosci odcinkéw, ktoére otrzymaliSmy na
poczatku:

P'Py.PP,=P'P,-PPg=PP, PP.=PP,- PPp.

Z twierdzenia otrzymujemy, ze punkt P’ jest izogonalnie sprzezony do P wzgle-
dem czworoscianu ABCD, czyli punkt M jest srodkiem odcinka PP’. O

Powyzszy lemat jest trojwymiarowym odpowiednikiem lematu [2.2.3]

Lemat 3.1.11. Obrazy punktu P w symetrii wzgledem Scian czworoScianu lezg na
sferze o srodku w punkcie P*.



Dowdd. Rozpatrzmy jednoktadnos$é¢ o srodku w punkcie P i skali 2. Korzystajac z
twierdzenia[3.1.10]sfera zawierajaca rzuty prostokatne punktu P o srodku w punkcie
lezacym na srodku odcinka PP* na Sciany czworo$cianu przeksztalci sie na sfere za-
wierajaca odbicia symetryczne punktu P wzgledem $cian ABC, DAB, CDA, BCD
o érodku w punkcie P*. O

3.2 Ptlaszczyzna Simsona

Rozwazmy czworo$cian ABCD oraz punkt P w przestrzeni, rozny od wierzchotkéw
tego czworo$cianu.

Definicja 3.2.1. Powiemy, ze P posiada ptaszczyzne Simsona wzgledem czworo-
$cianu ABCD jesli rzuty prostokatne punktu P na Sciany czworoscianu na jednej
plaszczyznie.

D

Rysunek 3.5: Rzuty prostokatne punktu P na Sciany czworoscianu ABCD.

Twierdzenie 3.2.2. Rzuty prostokagtne Py, Pp, Pc, Pp punktu P na odpowiednio
Sciany BCD, CDA, DAB, ABC' czworoscianu ABCD lezq na jednej ptaszczyinie
wtedy i tylko wtedy, gdy punkt P* — izogonalnie sprzezony do P wzgledem ABCD
jest punktem w nieskoriczonosci.

Dowdd. Niech proste pa, py, De, Pa Sa izogonalne do odpowiednio AP, BP, CP, DP
wzgledem trojsciennych katow znajdujacych sie w wierzchotkach A, B, C, D dla
czworoscianu ABCD.



(=) Jesli punkty Pa, Pp, Pc, Pp leza na jednej plaszczyznie, to na podsta-
wie wniosku proste pa, P, Pe, Pa 53 prostopadte do plaszczyzny PsPpPoPp.
Oznacza to, ze sa one rownoleglte. Wprost z obserwacji [3.1.6| otrzymujemy, ze punkt
P* jest punktem w nieskonczonosci.

(«<=) Korzystajac z wniosku dostajemy, ze proste p,, pp sa prostopadle
do odpowiednio ptaszczyzn PsPpPc, PaPpPp. Natomiast na podstawie zalezno-
$ci |3.1.8| skoro P* jest punktem w nieskonczonosci, to proste pg,pp sa rownolegtle.
Oznacza to, ze plaszczyzny zawierajace odpowiednio punkty Pa, P, Po oraz Py,
Pg, Pp rowniez sa rownolegte. Wobec tego punkty Pa, Pp, Po, Pp leza na jednej
plaszczyznie. O

Powyzsze twierdzenie jest przestrzenng analogia do twierdzenia [2.3.2] dla punktu
P lezacego w plaszczyznie trojkata ABC.






Rozdziat 4

Izogonalne sprzezenie w
czworoscianie rownosciennym

W tym rozdziale zbadamy wtasnosci punktéw izogonalnie sprzezonych w czworoscia-
nie réwnosciennym. Rezultaty tego rozdzialu stanowia gtéwny i oryginalny wynik
pracy.

Przypomnijmy definicje dobrze znanej i interesujacej klasy czworos$cianéw row-
nosciennych. Motyw ten jest obszernie przedstawiony w artykule [3] W. Pompe , O
czworoscianie rownosciennym”.

Definicja 4.0.1. Czworo$cian, ktérego wszystkie $ciany sa trojkatami ostrokatnymi
o takim samym promieniu okregu opisanego nazywamy czworo$cianem rownoscien-
nym.

Twierdzenie 4.0.2. Punkt P leZy na sferze opisanej na czworoscianie réownoscien-
nym ABCD 1 jest rézny od wierzchotkow A, B, C i D. Wtedy punkt P*, izogonalnie
sprzezony do P wzgledem danego czworoscianu, réwniez lezy na tej sferze.

Dowdd. Niech okrag ws oznacza okrag przystajacy do okregu opisanego na troj-
kacie PAD zawierajacy punkty A, D i znajdujacy sie na plaszczyznie izogonalnej
do plaszczyzny DAP wzgledem kata dwusciennego utworzonego przez plaszczyzny
ABD i ACD. Dodatkowo okrag ten jest zawarty w sferze opisanej na czworoscianie
ABCD. Analogicznie definiujemy okregi wpg, we.

Wykonajmy inwersje o srodku w punkcie D i o skali 1. Punkty A’, B’, C', P’
to odpowiednio punkty A, B, C, P po inwersji. Proste 74, rp, ¢ to obrazy inwer-
syjne okregow opisanych na trojkatach CDB, ADC, BDA. Jako, ze okregi te przed
inwersja przecinaly sie parami w punktach C, A, B, to proste 74, rg, rc leza na
jednej plaszczyznie. Punkty przeciecia par tych prostych to punkty C’, A’, B’.

Proste ¢4, {5, {c to obrazy inwersyjne okregéw odpowiednio w4, wp, we, na-
tomiast proste k4, kp, ko to obrazy inwersyjne okregéw opisanych na tréjkatach
odpowiednio APD, BPD, CPD.

Sfera przechodzaca przez $rodek inwersji przeksztalca sie w plaszczyzne, wiec
proste ka, kg, ko, 74, B, T, £a, B, {c leza na jednej plaszczyznie. Proste k4, kg,
kc przecinaja sie w punkcie P.
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W czworoscianie réwnosciennym $rodek sfery wpisanej pokrywa sie ze srodkiem
sfery opisanej na tym czworoscianie ([3]). Dodatkowo inwersja zachowuje katy miedzy
plaszczyznami, wiec dostajemy:

J(APD,ABD) = 4(ACD,w,) = S(ka,rc) = %(rp,a).

%:(BPD,BCD) = <l(BAl),wB) — %ﬁ(k‘B,T‘A) = %((Tc,EB).
<I(CPD,CAD) = i(CBD,wC) — %:(k'c,TB) = <I(r,4,€c).

Punkt Psp to punkt przeciecia prostych ¢4, . W ten sam sposéb definiujemy
punkty Ppc, Pac.
Wprost z powyzszych réwnosci katow wynika:

IPApA'B = SP'A'C',  YPspB'A =P B(C,
IPpcB'C' = 4P B A, IPgcC'B =3P CA,
IPoAC'A = IP'C'B',  IPo.A'C' = IP A'B.

n

Rysunek 4.1: Obraz, na ktory przeszla sfera opisana na czworoscianie ABC'D po
inwersji o §srodku w punkcie D.

Korzystajac z twierdzenia[2.1.1]otrzymujemy, ze punkty Pag, Ppc, Pca sa punk-
tami izogonalnie sprzezonymi do P’ wzgledem trojkata A’B’C’. Natomiast punkt
izogonalnie sprzezony do P’ wzgledem trojkata A’B’C’ istnieje dokladnie jeden, o
czym moéwi nam wniosek Oznacza to, ze punkty Pag, Pgc, Pca sie pokry-
waja, czyli okregi w4, wp, we przecinaja sie w jednym punkcie. Jako, ze wszystkie
punkty nalezace do dowolnego z tych okregow leza na sferze opisanej na czworoscia-
nie ABC D, to w szczeg6lnosci ich punkt przeciecia réwniez. Natomiast z twierdzenia
[3-1.6] wynika, ze punkt przecigcia plaszczyzn zawierajacych okregi wa, wp, we jest
punktem izogonalnie sprzezonym do P. Otrzymujemy zatem, ze punkt P*, izogo-
nalnie sprzezony do P wzgledem czworoscianu ABC D, nalezy do sfery opisanej na
tym czworoscianie. O



Whniosek 4.0.3. Punkt P lezgcy na sferze opisanej czworo$cianu rdwnosciennego
ABCD (rézny od wierzchotkéw A, B, C, D) nie posiada pltaszczyzny Simsona wzgle-
dem ABCD.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia punkt P posiada ptaszczyzne Simsona wtedy
i tylko wtedy, gdy P* jest w nieskoiiczonosci. Jednakze na podstawie powyzszego
twierdzenia punkt P* lezy na sferze opisanej na czworoscianie ABC' D — sprzecznoscé.

O

Wobec tego naturalny analogon klasycznego twierdzenia o prostej Simsona dla
trojkata nie przenosie sie (dla zadnego z punktow sfery!) dla czworoscianéw réowno-
$ciennych.

Dla wnikliwego czytelnika pozostawiamy naturalne pytanie do dalszych rozwa-
zan.

Pytanie 4.0.4. Czy istnieja inne klasy czworoscianéw, ktoére nie posiadaja plasz-
czyzny Simsona dla zadnego z punktéw swojej sfery opisanej?
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