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1 Wprowadzenie

Dla czterech punktow A, B, C lezacych w tej kolejnosci na jednej prostej, zbior punk-
tow P dla ktérych SAPB = <BPC jest suma prostej zawierajacej te punkty oraz
okregu zwanego okregiem Apoloniusza. Fakt ten nasuwa nastepujace pytanie: Jak
wyglada zbiér punktow, ktore widza odcinki AB oraz C'D pod tym samym katem,
jezeli A, B, C, D nie koniecznie leza na jednej prostej? Okazuje sie, ze w ogblnosci
jest to krzywa szedcienna (zwana Krzywg Apoloniusza lub Krzywaq Izooptyczng).

Korzystajac z faktu, ze na plaszczyznie CP? dowolna prosta przecina nierozkladal-
ng krzywa szescienna w 3 punktach, na krzywych sze$ciennych mozemy definiowaé
operacje dodawania punktow. Okazuje sie, ze dodawanie punktow na Krzywych Apo-
loniusza posiada wiele zaskakujacych wlasnosci geometrycznych.

Celem pracy jest zbadanie Krzywych Apoloniusza odcinkéw AB, CD w przypadku,
kiedy punkt D lezy na prostej BC', a punkt A poza nia. Korzystajac z operacji do-
dawania punktow oraz standardowych technik geometrii euklidesowej, udowodnimy
wiele waznych faktéw dotyczacych tak zdefiniowanych krzywych oraz dowiemy sie
jak je konstruowaé. Dodatkowo, korzystajac z wyprowadzonych wtasnosci, udowod-
nimy kilka czysto elementarnych twierdzen.



2 Dodawanie punktéw na krzywej szeSciennej

7 Twierdzenia Bezout kazda prosta przecina nierozktadalng krzywa szeScienng I' w
trzech punktach na plaszczyznie CP? (liczac z krotnosciami). Mozemy zdefiniowaé
operacje dodawania punktow regularnych (nieosobliwych) I' w nastepujacy sposob:
dla dowolnych punktéw regularnych A, B, C' € I" definiujemy

A, B, C sg wspolliniowe <= A+ B+ C = O,

gdzie O jest pewnym ustalonym punktem naszej krzywej. Okazuje sie, ze biorac za
O pewien punkt przegiecia krzywej I', punkty regularne krzywej, wraz z elementem
neutralnym O oraz operacja dodawania tworzg grupe przemienng. Zachodzi przy
tym nastepujace twierdzenie ([I]):

Twierdzenie 2.1. Dana jest liczba naturalna n, krzywa szesScienna I' oraz punkty
Py, ... Ps, € T'. Punkty te lezg na krzywej algebraicznej stopnia n wtedy i tylko wiedy,
g9dy

P +Py+---+ P3, = 0.

3 Krzywe Apoloniusza

W tej pracy przez 4 (k, 1) bedziemy oznaczali kat skierowany miedzy prostymi k oraz
I. W szczegolnosci skrotowo bedziemy pisali XY Z = 4(XY,Y Z).

Twierdzenie 3.1. Dane sq dwa odcinki AB oraz CD na plaszczyinie. Wtedy zbio-
rem takich punktow P, ze YAPB = SCPD jest krzywa szescienna, ktorg bedziemy
oznaczali przez APOL(AB,CD).

Twierdzenie 3.2. Dana jest Krzywa Apoloniusza I'. Rozpatrzmy jej domkniecie na
plaszezyinie CP?. Wtedy T przechodzi przez punkty A, B, C, D oraz punkty okregowe
IL=(1:4:0), I =(1:—i:0) (czyli punkty, przez ktdre przechodzi kazdy okrgg o
wspdtezynnikach rzeczywistych). Spetnione sq¢ dodatkowo warunki

C=B+01 orazD=A+ Oy,
gdzie O1 jest pewnym ustalonym punktem spetniajgcym 201 = O.
Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w [1].

Twierdzenie 3.3 (Twierdzenie o stycznej i cieciwie). Dana jest Krzywa Apoloniusza
I' = APOL(AB,CD). Niechl bedzie prostq styczng do T’ w punkcie A. Wtedy

J(AB,1) = ¥DAC.

Dowdd. Niech € bedzie okregiem przechodzacym przez punkt B oraz stycznym do
I w A. Wtedy okrag 2 jest styczny do I' w A. Korzystajac z Twierdzenia 2.1 mamy
zatem

A+A+B+P+1L+1,=0,
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gdzie P to czwarte rzeczywiste przeciecie 2 z I'. Dodajac do naszej rownosci 201
stronami mamy

O=A+(A+0)+(B+0)+P+L+L=A+C+D+P+1+1I,

zatem na mocy Twierdzenia [2.1] punkty A, C, D, P réwniez leza na jednym okregu.
Mamy zatem

J(AB,1) = ¥BPA = ¥DPC = ¥DAC.

Twierdzenie 3.4 (Van Rees). Na krzywej APOL(AB,CD) lezq punkty reqularne
A", B'. Oznaczmy C' = A’ + O1 oraz D' = B' 4+ Oy. Wtedy

APOL(A'B',C'D') = APOL(AB,CD).

Twierdzenie 3.5. Dany jest czworokgt ABCD opisany na okregu w o $rodku w
punkcie 1. Wtedy

APOL(AI,IC) = APOL(BI,ID) = APOL(AB, DC)
Aby udowodnié to twierdzenie zaczniemy od przytoczenia nastepujacego lematu.

Lemat 3.6 (Lemat izogonalny dla réwnolegtoboku). Dany jest réwnolegtobok ABC D
oraz punkt P spetniajgcy
YBAP = ¥PCB.

Wtedy spetniony jest réwniez warunek
4PDC = 4CBP.
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Dowdd. Niech P’ to obraz punktu P w translacji o wektor E . Wtedy czworokaty
ABP’'P oraz CDPP’ sa rownoleglobokami. Mamy zatem

IPP'B = 4BAP = 4PCB,
czyli punkty P, P’, B, C leza na wspolnym okregu. W takim razie
IPDC = 4CP'P = 4CBP,

co nalezalo pokazaé. O

A e B

Przejdzmy teraz do dowodu twierdzenia.

Dowdd. Niech proste AB, BC, CD, DA beda styczne do w odpowiednio w punk-
tach X, Y, Z, T oraz niech P bedzie dowolnym punktem na APOL(AI, IC). Roz-
wazmy inwersje wzgledem okregu w. Niech A’, B’, C’', D', P’ oznaczaja obrazy
punktow A, B, C, D, P odpowiednio. Punkty A’, B’, C', D' sg érodkami odcinkow
TX,XY YZ ZX odpowiednio, zatem tworza rownolegtobok. Z definicji punktu P

IP'A'T = YIPA = SCPI = SIC'P'.

Dodatkowo
JIA'D' = <ADI = 4IDC = 4D'C'I,

wiec laczac powyzsze réwnosci dostajemy < P’'A’D’ = 4 D'C'P’. Na mocy naszego
lematu mamy zatem <P'D'C’ = <C'B’P’. Podobnie jak wczeéniej

JC'B'I = ¥ICB = $DCI = SID'C,
wiec laczac to z poprzednia réwnoscig dostajemy <1B’P’ = < P'D’I. Finalnie
YBPI =<4IB'P' = 4P'D'I = 4IPD,

zatem z definicji P € APOL(BI,ID). W analogiczny sposob dowodzimy, ze jesli
P € APOL(BI,ID), to rowniez P € APOL(AI,IC). Oznacza to, ze krzywe te
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s rowne. Zauwazmy teraz, ze odejmujac réwnosci S API = SIPC oraz {BPI =
JIPD otrzymujemy réwnosé SAPB = SDPC, czyli punkt P réwniez lezy na
krzywej APOL(AB, DC). Stad mamy APOL(AI,IC) C APOL(AB, DC), jednak
skoro obie te krzywe sg stopnia 3, to musza by¢ réwne. O

T D
A

P

e
\

Cl

B

C

Ty
>

Twierdzenie 3.7. W powyzszej konfiguracji krzywa APOL(AI,IC) jest obrazem
krzywej stozkowej przechodzqcej przez punkty A', B',C', D', I w inwersji wzgledem
okregu wpisanego.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze zbiér punktéw spetniajacych warunek katowy z Le-
matu3.6]jest krzywa stozkowa. Niech f to przeksztalcenie bedace ztozeniem symetrii
wzgledem dwusiecznej kata D’'C’B’ z jednokladnoscig o srodku C oraz skali %.
Wprost z definicji wynika, ze f(D’) = B’. Mozemy zatem zawezi¢ dziedzine funkcji
f 1 traktowaé ja jako mape rzutowa z peku D’ na pek B’. Niech m oznacza prosta
P'D'. Wtedy z warunku <P’ D'C’' = 4C' B’ P’ wiemy, ze f(m) jest prosta B’P’. Na
mocy Twierdzenia Steinera zbior punktow postaci mN f(m) jest prosta, lub krzywa
stozkowsa przechodzacg przez punkty B’ oraz D’. Zauwazmy, ze nie moze to by¢ pro-
sta, gdyz w tym wypadku wykonujac ponownie inwersje otrzymaliby$my, ze krzywa
APOL(AI,IC) jest okregiem lub prosta, co nie jest prawda. W takim razie jest
to krzywa stozkowa. Dodatkowo punkty A’, C’, I spelniajg zadany warunek katowy,
zatem leza na tej krzywej. O

Dodatkowo okazuje sie, ze krzywa ta jest hiperbola prostokatna, ktérej asymptoty
sa rownolegle do dwusiecznych kata D’'C’ B’. Pozwala to skonstruowa¢ w dosé szybki
sposob krzywa APOL(AI, IC).



Zauwazmy, ze w dowodach powyzszych twierdzen kolejnos¢, w jakiej punkty A, B,
C, D leza na w nie ma znaczenia. Oznacza to, ze beda one poprawne, dopoki proste
zawierajace boki czworokata beda styczne do wspolnego okregu.

4 Krzywe Apoloniusza w tréjkacie

Od tej pory bedziemy sie zajmowali krzywymi APOL(AB,CD) w przypadku gdy
D lezy na prostej] BC oraz jest rozny od B i C. Dodatkowo bedziemy zaktadali,
ze AB # AC aby uniknaé¢ przypadku, w ktorym krzywa APOL(AB,CD) degene-
ruje sie do sumy okregu i prostej. Zaloézmy, ze D dzieli odcinek BC' w stosunku
L Wtedy APOL(AB,CD) bedziemy oznaczali przez I'(p : ¢). Teraz zajmiemy sie
q

udowodnieniem kilku waznych faktow dotyczacych rozpatrywanych krzywych.

Lemat 4.1. Krzywa I'(p : q) jest styczna do AB oraz AC odpowiednio w punktach
B oraz C.

Dowdd. Niech [ bedzie styczng do I'(p : ¢) w punkcie B. Stosujac twierdzenie o
stycznej 1 cieciwie dostajemy

¥(BC,1) = ¥(BD,l) = XCBA = ¥(BC, BA),

zatem proste [, AB sie pokrywaja. Analogicznie dowodzimy, ze prosta AC' jest stycz-
nadoI'(p:q) wC. O

A

Lemat 4.2. Prosta styczna do I'(p : q) w punkcie A jest izogonalna do prostej AD
w kgcie BAC, natomiast styczna do T'(p : q) w punkcie D jest izogonalna do AD w
kgcie BDC'. Dodatkowo styczne te przecinajq sie w punkcie S € T'(p : q).
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Dowdd. Niech [ to styczna do I'(p : ¢) w A. Z twierdzenia o stycznej i cieciwie mamy
H(AC,1) = $DAB,

czyli | oraz AD sa izogonalne w kacie BAC'. Podobnie, niech k to styczna to I' w
punkcie D. Analogicznie dostajemy

I(DC, k) = YADB,

zatem k oraz AD sg izogonalne wzgledem kata C DB. Prosta [ przecina I'(p : ¢) dwa
razy w punkcie A oraz po raz trzeci w pewnym punkcie S. Mamy zatem

O=A+A+S=A4+A+54+20,=(A+01)+(A+01)+S=D+D+ S5,
zatem punkt S roéwniez lezy na prostej stycznej do I'(p : ¢) w punkcie D. O

Lemat 4.3. Dany jest punkt P € T'(p : q). Wtedy sprzezenie izogonalne P* punktu P
wzgledem czworokgta zdegenerowanego ABDC' réwniez lezy na T'(p : q) oraz spetnia

P*=P+ 0.
Jest to w szczegdlnosci sprzezenie izogonalne punktu P w tréjkgcie ABC.

Dowdd. 7Z warunku ¥ APB = SCPD wynika, ze punkt P posiada sprzezenie izogo-
nalne wzgledem czworokata ABCD (dowod tego faktu mozna znalez¢ miedzy innymi
w [6]). Niech P’ = P + O;. Na mocy Twierdzenia Van Reesa mamy

I'(p:q) = APOL(AB,CD) = APOL(AP,P'D),

zatem skoro B € I'(p : q), to SABP = 4 P'BD. Podobnie YACP = <P'CD, czyli
P’ jest sprzezeniem izogonalnym punktu P wzgledem czworokata ABDC. O

Whniosek 4.4. Niech T'(p : q) przecina okrag opisany na tréjkacie ABC po raz
czwarty w punkcie rzeczywistym N. Wiedy Jesli D' to odbicie punktu D wzgledem
$rodka boku BC, to prosta AN jest izogonalna do prostej AD' w kgcie BAC. Skoro
I oraz Iy lezg na T'(p: q), to

N*—Fll + L =0<«<= N+1 +1,=0,.
Ponadto N* jest kierunkiem unikalnej asymptoty rzeczywistej krzywej T'(p : q).

Dowdd. Niech A’ oznacza odbicie punktu A wzgledem symetralnej odcinka BC.
Wtedy
JCNA = 4CBA' = SACB = 4ANB = 4CND,

czyli punkty A’, D, N leza na jednej prostej. W takim razie prosta AD’ przecina
okrag opisany po raz drugi w punkcie symetrycznym do N wzgledem symetralnej
BC, zatem jest izogonalna do prostej AN. Znanym faktem jest, ze punkty lezace
na okregu opisanym na trojkacie ABC (rézne od jego wierzchotkow) w sprzezeniu
izogonalnym przechodza na punkty na prostej w nieskoniczonosci. W takim razie
N* to przeciecie I' z prosta w nieskonczonosci rézne od I; oraz Is. W takim razie
rownos¢ N* + I + Iy = O wynika wprost z definicji dodawania punktéw na I'(p : g).
Dodatkowo N* jest punktem przeciecia I'(p : ¢) oraz jej asymptoty rzeczywistej.
Skoro jednak N* lezy na prostej w nieskoriczonosci, to jest kierunkiem tej asymptoty.

O
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Definicja 4.5. Proste k,l przecinaja sie w punkcie O. Wyobrazmy sobie, ze za-
czynamy obraca¢ prosta k£ wzgledem punktu O w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara do momentu az pokryje sie ona z prosta [. Wtedy zbiér punktow,
przez ktore przejdzie prosta k nazwiemy obszarem dodatnim pary (k,1). Analogicznie
definiujemy obszar ujemny, tylko tym razem prosta k bedzie sie obracala zgodnie z
ruchem wskazowek zegara.

Lemat 4.6. Jezeli D lezy na odcinku BC, to krzywa T'(p : q) catkowicie zwiera sie
w obszarze dodatnim pary (AB, AC). Jezeli D nie lezy na odcinku BC, to krzywa ta
nalezy do obszaru ujemnego pary (AB, AC).

Dowdd. Z Lematu [L.1] krzywa I'(p : q) jest styczna do AB w punkcie B. Dodatkowo
jest to stycznos¢ krotnosci 2 (bo styczna w tym punkcie przecina I' w punkcie A),
zatem I'(p : ¢) nie przechodzi w tym punkcie na druga strona prostej AB. Wynika
stad, ze jedyny punkt, w ktorym I'(p : ¢) przechodzi na druga strone prostej AB to
punkt A. Analogicznie, I" przechodzi na drugg strone prostej AC jedynie w punkcie
A. Wynika stad, ze T'(p : q) znajduje si¢ zawsze w tym samym obszarze. Jezeli
zatem punkt D lezy na odcinku BC| to znajduje sie tez w obszarze dodatnim pary
(AB, AC), czyli rowniez cala krzywa znajduje sie w tym obszarze. Analogicznie, jesli
punkt D znajduje sie poza odcinkiem BC), to znajduje sie w obszarze ujemnym pary
(AB, AC), zatem rowniez cala krzywa znajduje sie w tym obszarze. O



5! Krzywe r I I';

Definicja 5.1. Dany jest trojkat ABC. Okrag wpisany w ten trojkat ma Srodek
I oraz jest styczny do boku BC w punkcie D. Wtedy przez I'; bedziemy oznaczali
krzywa APOL(BI, IC)

A

N

Teraz przedstawimy kilka waznych wlasnosci rozpatrywanej krzywej.
Whiosek 5.2. Krzywe

'y, APOL(AI,ID), APOL(AB,CD)
sq identyczne.

Dowdd. Wynika to wprost z Twierdzenia [3.5] O

Whniosek 5.3. Niech E oznacza punkt styczno$ci okregu A—dopisanego do tréjkqgta
ABC. Wtedy krzywa T'1 przecina okrgg (ABC) w punktach rzeczywistych A, B, C,
N, przy czym prosta AN jest izogonalna do prostej AE w kqcie BAC'. Dodatkowo
asymptota rzeczywista krzywej I'y jest rownolegta do prostej AFE.

Dowdd. Wynika to wprost z Wniosku [£4] gdyz punkty D oraz F sa symetryczne
wzgledem $rodka odcinka BC. O

Whniosek 5.4. Prosta AE, prosta DN, symetralna odcinka BC' oraz prosta prze-
chodzgca przez I, rownolegta do BC' przecinajg sie w jednym punkcie.

Dowdd. Pokazemy, ze punkt ten lezy na I'y. Niech prosta AE przecina I'; w punkcie
R roznym od A oraz N*. Skoro A, R, N* sg wspotliniowe oraz leza na 'y, to

O=A+N"+R=A4+N"+R+20;,=(A+01)+(N*4+01)+R=D+ N + R,
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zatem punkty D, N, R sa wspoélliniowe. Przeksztalcajac réwnanie w inny sposéb
dostajemy

O=A+N"+R=A+N"+R+20,=(A+01)+N"+(R+01) =D+ N"+R",

zatem punkty D, N*, R* lezg na jednej prostej, czyli rownowaznie proste AR oraz
DR* sa rownolegle (gdyz N* to kierunek prostej AE). Skoro proste DR oraz DR*
s izogonalne wzgledem kata BDC| to

JCDR = YR*DB = YRED,

zatem trojkat DRE jest rownoramienny. Wynik stad, ze dwusieczna kata DRE
jest prostopadta do BC, czyli dwusieczna kata ARD jest rownolegta do BC'. Skoro
jednak R lezy na I'y, to na mocy Wniosku dostajemy ¥ARI = SIRD, czyli
I lezy na dwusiecznej kata ARD. W szczegolnosci dostajemy, ze prosta RI jest
réwnolegta do prostej BC. Skoro BD = CE, DR = ER oraz SRDB = 4YCER, to
ARDB = AREC. W szczegolnosci mamy RB = RC, czyli R lezy na symetralnej
BC. O
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Whniosek 5.5. Niech L oznacza rzut prostokgtny punktu I na prostg AD. Wtedy
okrgg opisany na tréjkgcie ANL jest styczny w punkcie A do odbicia prostej AD
wzgledem dwusiecznej Al.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze punkt L lezy na krzywej I';. niech L’ oznacza przecie-
cie LT z prostg BC'. Skoro AL jest prostopadle do IL', to L jest obrazem inwersyjnym
L' wzgledem okregu wpisanego. W takim razie prosta DL jest biegunows punktu L’
wzgledem okregu wpisanego. Skoro A lezy na biegunowej L', to L’ lezy na bieguno-
wej A. oznaczmy przez X, Y punkty stycznosci okregu wpisanego odpowiednio do
prostych AC', AB. Wtedy biegunowa punktu A jest prosta XY. Wiemy ponadto, ze
proste AD, BX, CY przecinajg sie w punkcie Gergonne’a trojkata ABC. Wynika
stad, ze (C, B; D, L’) = —1 (Lemat 2.27 w [5]). Skoro $L'LD = 5, to z Lematu 2.28
z [B] wiemy, ze LD jest dwusieczna wewnetrzng kata BLC. Mamy zatem

YBLD = 4DLC = JALB = 4CLD,

czyli L lezy na I'y.

Skoro sprzezenie izogonalne prostej AD wzgledem kata BAC jest styczne do krzywej
I';, to wystarczy pokazaé, ze okrag opisany na trojkacie AN L jest styczny do krzywej
I'; w punkcie A. Na mocy Twierdzenia 2.I] wystarczy pokazac, ze

A+ A+ N+L+L+1,=0.
Jest to jednak prawda, gdyz
N+I1+12101+N*+Il+12101 OI'aZA+A+L101+D+A+L101

L]

Okazuje sie, ze bardzo podobna krzywa otrzymujemy zastepujac srodek okregu wpi-
sanego $rodkiem okregu A—dopisanego.

Definicja 5.6. Dany jest trojkat ABC. Okrag A—dopisany do tego trojkata ma
srodek J. Wtedy przez I'; oznaczymy krzywa APOL(BJ, JC)
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5

Analogiczne wnioski do tych udowodnionych w tej sekcji otrzymujemy réwniez dla
krzywej I';.
6 Konstrukcja krzywych I';, I';

W tej sekcji zajmiemy sie udowodnieniem poprawnosci szczegdlnych konstrukeji
krzywych I'y, T';.

Konstrukcja:




Niech E, F oznaczajg punkty stycznosci okregu wpisanego w do bokow AC, AB
odpowiednio. Niech GG bedzie odbiciem punktu D przez punkt I. Teraz wybieramy
dowolny punkt X na prostej AB. Punkt Y to przeciecie prostej prostopadlej do A,
przechodzacej przez X z prosta AC oraz niech prosta XY przecina BC' w punkcie
P. Prosta réwnolegla do DF’, przechodzaca przez X przecina AD w punkcie S. Pro-
sta przechodzaca przez Y, réwnoleglta do EG przecina AG w punkcie T'. Niech @
oznacza przeciecie prostych PS oraz TI. Wtedy gdy punkt X porusza sie po prostej
AB, punkt @ porusza sie po I';.

Wystarczy teraz pokazaé, ze tak zdefiniowany punkt () spelnia zadane wtasnosci.
Udowodnimy najpierw, ze () porusza sie po krzywej stopnia 3 oraz ze proste P(Q),
Q1 sa prostopadte. W tym celu skorzystamy z wielomianowej wersji metody mowving
points, ktora zostala opisana w [3].

Definicja 6.1. Wielomianowym ruchomym punktem nazwiemy mape
R U {00} + RP? zadang przez t — X = (P(t) : Q(t) : R(t)),

gdzie P,@Q, R € R|x] sa wzglednie pierwszymi wielomianami. Dodatkowo obraz dla
t = oo jest definiowany przez granice. Ponadto powiemy, ze liczba

deg(X) = max{deg P, deg Q, deg R}
to stopien punktu X.

Lemat 6.2. Dane sq wielomianowe punkty P, Q stopni dy, dy odpowiednio. Wtedy
prosta PQ réwniez jest wielomianowa oraz ma stopien co najwyzej di + do. Analo-
giczna wtasnosé zachodzi dla przecieé¢ wielomianowych ruchomych prostych.

Lemat 6.3. Dane sq wielomianowe ruchome punkty P,Q, R stopni dy, ds, d3 od-
powiednio. Wtedy warunek

P,Q, R sq wspdtliniowe

jest rownowazny z zerowaniem sie wielomianu stopnia co najwyzej di + do + ds.
Wynika sted, zZe aby pokazaé wspétliniowosé punktow P, Q, R, wystarczy jg pokazaé
dla dy + do + d3 + 1 wartosci t. Analogiczny warunek zachodzi dla wspdtpekowosci
ruchomych prostych.

Dowody powyzszych lematéw mozna znalezé w [3]. PrzejdZzmy teraz do dowodu
poprawnosci konstrukc;ji.

Dowdd. Zaldézmy bez straty ogblnosci, ze AB < AC'. Niech X bedzie wielomianowym
ruchomym punktem stopnia 1, poruszajacym sie po prostej AB. Skoro kierunek
prostej AI jest staly, to réwniez kierunek prostej XY jest staly. W takim razie
deg(XY) =1 = deg(Y) = deg(P) = 1. Kierunki prostych DF oraz EG sa
stale, zatem rowniez kierunki prostych XS oraz YT sa stale. Mamy zatem deg(S) =
deg(T) = 1. Skoro deg(I) = 0, to deg(IT) =1 oraz

deg(PS) <2 = deg(Q) < deg(IT) + deg(PS) = 3.
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Zauwazmy, ze wielomiany, ktére definiuja wspolrzedne punktu ) parametryzuja
pewna krzywa wymierna stopnia deg(Q) < 3, czyli Q) porusza sie po krzywej algebra-
icznej stopnia co najwyzej 3. Jednak w momencie gdy X pokrywa sie odpowiednio z
A, F, B oraz odbiciem C przez prostg Al, to punkt @ pokrywa sie odpowiednio z A,
D, B oraz C. Widzimy zatem, ze ) nie moze poruszac sie po prostej (bo punkty A,
B, C nie leza na jednej prostej) oraz nie moze poruszaé sie po stozkowej (bo wtedy
lezalyby na niej 3 punkty wspotliniowe). To dowodzi, ze @) porusza sie po krzywej
sze$ciennej. Dodatkowo parametryzacja krzywej za pomoca wielomianéw stopnia co
najwyzej tego samego co krzywa, wygeneruje wszystkie punkty na niej lezace, wiec
nasza konstrukcja wygeneruje wszystkie punkty rzeczywiste I';. Teraz udowodnimy,
ze PS 1 IT. Stopien prostej PS jest nie wiekszy niz 2, stopieni prostej prostopadtej
do IT jest réwny 1. Wystarczy pokazaé, ze te proste przecinaja sie na prostej w nie-
skonczonosci. Warunek ten ma stopieri nie wiekszy niz 3, zatem wystarczy pokazaé
prawdziwosé tezy dla 4 ustalonych potozen punktu X.

Przypadek 1 (X = A)

Wtedy punkty S, T pokrywaja sie z A, zatem prosta I'T staje sie prosta A, nato-
miast PS staje sie prosta XY, czyli z definicji jest prostopadta do AI.

Przypadek 2 (X=F)

Wtedy S pokrywa sie z punktem D, natomiast T z punktem G. Wtedy PS pokrywa
sie z BC, a IT z prosta 1D, zatem sa prostopadte.

Przypadek 3 (X = B)

Wtedy rowniez P = B. Skoro XS||FD, to PS jest dwusieczna zewnetrzna kata
CBA. Aby pokaza¢, ze PS 1 IT wystarczy zatem pokazaé, ze T € PI. Odcinek
DG jest érednica okregu wpisanego, zatem {DFG = 5. Dodatkowo BI L FD,
zatem F'G||BI. Niech proste FG oraz AI przecinaja sie¢ w punkcie H. Wtedy prosta
HE to odbicie prostej HF wzgledem AT oraz I'Y to odbicie I X wzgledem AI, zatem
rowniez HE||YI. Skoro proste HI, GT, EY przecinaja sic w punkcie A, to na mocy
Twierdzenia Desarguesa przeciecia par prostych (HG,IT),(GE,TY),(EH,YI) sa
wspoliniowe. Jednak proste HE, IY sg rownolegle oraz proste GE,TY sa réwnole-
glte. To oznacza, ze HG oraz IT rowniez sg rownolegte = P, I, T sg wspolliniowe.
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Przypadek 4 (X = S4;(C))
Przypadek ten jest analogiczny do poprzedniego.

Zauwazmy teraz, ze punkty X, Y, S, T, Q leza na okregu w’ stycznym do prostych
AB, AC w punktach X, Y. Istotnie, istnieje jednokladnos$¢ o osrodku w punkcie A,
ktora przeksztalca odcinek EF w odcinek Y X . Skoro S lezy na AD oraz X S||DF, to
jednokladnosé ta zamienia D w S. Analogicznie, skoro T lezy na AG oraz TY||EG,
to T jest obrazem punktu G. W takim razie punkty X, Y, S, T leza na okregu w’,
ktory jest obrazem okregu w w rozpatrywanej jednokladnosci. Dodatkowo odcinek
DG jest $rednica okregu wpisanego, zatem 7'S jest $rednica jego obrazu w jedno-
ktadnosci. Skoro T'QQ L SQ, to @ réwniez lezy na okregu o $rednicy ST. Rozwazymy
przypadek gdy X nalezy do wnetrza odcinka AF. Niech Q' oznacza punkt styczno-
§ci okregu v przechodzacego przez punkty B, C oraz stycznego do w’ zewnetrznie.
Niech dodatkowo proste BQ’, C'Q)’ przecinajg okrag w’ ponownie w punktach U, V
odpowiednio. Skoro @’ jest srodkiem jednokladnosci, ktora przeksztatca v w w’, to
rowniez jest to srodek jednoktadnosci przeksztatcajacej odcinek BC w odcinek UV.
W takim razie z Twierdzenia Talesa

BU CV
BQ' - cqQ’
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dla pewnej liczby rzeczywistej A. Z twierdzenia o potedze punktu mamy zatem

BX BQ7-BU  |ABQ? BQ

cYy o -cv \[axcQ? o

Teraz na mocy Twierdzenia Menelaosa dla trojkata ABC oraz prostej PXY mamy

BP _BX AY BX _BQ
PC XA YC CY (CQ

Na mocy twierdzenia o dwusiecznej, prosta PQ’ jest zatem jedna z dwusiecznych
kata BQ'C.

Skoro P lezy poza odcinkiem BC, to PQ’ jest dwusieczng zewnetrzng tego kata.
Niech S’ oznacza $rodek tuku BAC okregu v. Wtedy S’ lezy na prostej PQ’. Jezeli
zinterpretujemy BC' jako prosta pozioma, to S’ jest najwyzszym punktem okregu
~. Skoro zatem punkt Q' jest srodkiem jednokladnosci przeksztalcajacej v w w’, to
drugie przeciecie Q'S z w' jest najnizszym punktem okregu w’, czyli punktem S.
Dostajemy zatem, ze punkt Q' jest przecieciem prostej PS z okregiem w’ réznym
od S, czyli jest punktem Q. W takim razie prosta QI jest prostopadia do prostej
PQ bedacej dwusieczna zewnetrzna kata BAC. Jest ona w takim razie dwusieczng
wewnetrzng kata BAC, zatem

IBQI = 4IQC = Q € APOL(BI,IC).
Przypadek, gdy X lezy poza odcinkiem AF jest analogiczny. Rozni sie jedynie tym,
ze 7 definiujemy jako okrag, do ktoérego w’ jest styczny wewnetrznie.

O
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Analogicznie mozemy skonstruowaé krzywa I'j. Jedyna roznica jest taka, ze przy
oznaczeniach z poprzedniej konstrukcji, @ definiujemy jako przeciecie prostych PT
oraz JS.

A

J

Dowod poprawnosdci tej konstrukeji przebiega analogicznie, wiec zostanie pominiety.
Jak wida¢ w powyzszych konstrukcjach korzystamy jedynie z przecinania dwoch
prostych w punkcie oraz prowadzenia prostej przez dwa punkty (przy czym jeden
z tych punktow mogl lezeé¢ na prostej w nieskoriczonosci). Okazuje sie, ze krzywej
[(p: q) w ogdlnym przypadku nie da sie w ten sposéb skonstruowaé. Tlumaczy to
nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 6.4. Nierozkladalna krzywa algebraiczna jest krzywg wymierng wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba jej osobliwosci jest maksymalna (liczac z krotnosciamsi).

W przypadku krzywych sze$ciennych oznacza to, ze krzywa stopnia 3 jest wymierna
(czyli jej punkty da sie zapisaé jako (P(¢) : Q(t) : R(t)) dla ustalonych wielomianow
P, Q, R i zmiennej t) wtedy i tylko wtedy, gdy posiada ona osobliwosé. Okazuje
sie, ze gdy D lezy na prostej BC, to krzywa APOL(AB,CD) jest osobliwa wtedy
i tylko wtedy, gdy D jest punktem stycznosci okregu wpisanego lub jednego z okre-
gow dopisanych do boku BC'. Punktem osobliwym jest wtedy srodek odpowiedniego
okregu.
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7 Krzywa I'y
W tej sekcji zajmiemy sie badaniem innej krzywej o réwnie interesujacych wlasno-
$ciach co dwie poprzednie.

Definicja 7.1. Dany jest trojkat ABC. Niech M oznacza srodek boku BC. Wtedy
przez T'p; bedziemy oznaczali krzywa T'(1 : 1). Jest to jednoczesnie zbior takich
punktéw punktéw P, ze AP jest P—symediana w trojkacie BPC.

Standardowo, na takiej krzywej definiujemy operacje dodawania punktow.

Whniosek 7.2. Niech S oznacza przeciecie A—symediany trojkgta ABC' z okregiem
na nim opisanym. Wtedy S € T'ps.

Dowdd. 7 twierdzenia o czworokacie harmonicznym wiemy, ze skoro AS jest A-
symediang w trojkacie ABC, to AS jest tez S—symediang w trojkacie BSC. W
takim razie z definicji 'z, S lezy na tej krzywej. O

Whniosek 7.3. Proste AS, MS sq styczne do I'p; odpowiednio w punktach A, M.

Dowdd. Stycznosé prostej AS do I'py w punkcie A wynika wprost z Lematu[d.2] gdyz
proste AS oraz AM sa izogonalne w kacie BAC. W takim razie mamy 24+ M = O.
Korzystajac z faktu, ze M = A + O; dostajemy

IM+S=2M+0,)+5=244+5=0,

zatem rowniez styczna do I'j; w punkcie M przechodzi przez S. O
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Whniosek 7.4. Niech P, Q to przeciecia wysokosci przechodzqcej przez wierzchotek
A z okregiem o Srednicy BC'. Wtedy P i Q lezg na T'ps.

Dowdd. Skoro punkt P lezy na okregu o srednicy BC, to trojkat BPC' jest pro-
stokatny (z katem prostym przy wierzchotku P). Skoro $rodkowa wychodzaca z
wierzchotka P oraz prosta przez P i srodek okregu opisanego na trojkacie BPC
sie pokrywaja to réwniez ich sprzezenia izogonalne w kacie BPC' si¢ pokrywaja. Sa
nimi odpowiednio symediana oraz wysoko$é. W takim razie symediana przechodzaca
przez wierzchotek P, czyli prosta AP przechodzi przez A, zatem P z definicji nalezy
do T'ps. Analogiczny dowod przeprowadzamy dla drugiego przeciecia. O

Whiosek 7.5. Dane sq punkty X, Y € I'pr. Wtedy nastepujgce warunki sg rowno-
wazne:

1. Punkty A, X, Y sq wspétliniowe.
2. Punkty M, S, X, Y lezq na jednym okregu.

Dowdd. Pierwszy warunek jest rownowazny z A + X + Y = O, natomiast drugi z
M+ S+X+Y+1; + 1, =0. Skoro S Jest przecieciem I'j; z okregiem opisanym
na trojkacie ABC, to S*+ 11 + 1o =0 = S+ 1; + I, = O;. W takim razie drugi
warunek jest rownowazny z

M+X+Y+0, =0+ A+X+Y +0.

Whniosek 7.6. Punkty P,Q,M,S lezqg na jednym okregu.

Whniosek 7.7. Dane sqg punkty X,Y € I'p;. Wtedy nastepujgce warunki sg rowno-
wazne

1. Punkty M, X, Y sq wspdtliniowe
2. Punkty A, S, X, Y lezg na jednym okregu
Dowod przebiega analogicznie do dowodu Wniosku

Whniosek 7.8. Prosta przechodzqca przez S przecina krzywq Uy w dwdch pozosta-
tych punkach X oraz Y wtedy i tylko wtedy, gdy przeciecia prostych BX,CY oraz
BY,CX leiq na prostej przechodzqcej przez A.

Dowdd. Skoro S = —2A =2B + 2C, to
X+Y+S=0<~—X+Y+B+B+C+C=0,

czyli X, Y, S sg wspotliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy X, Y, B, C leza na stozkowej
stycznej do I'yy w B oraz C, czyli stycznej do AB oraz AC w punktach B oraz C
odpowiednio. Jednak jesli oznaczymy przez P przeciecie BX z CY oraz przez Q)
przeciecie BY z CX, to stosujac Twierdzenie Pascala dla szesciokata X BBY C'C
dostajemy, ze lezenie punktéw B, C, X, Y na stozkowej stycznej do AB oraz AC w
B oraz C odpowiednio jest rownowazne ze wspotliniowoscig punktow P, Q, A. [
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Korzystajac z powyzszego wniosku mozemy udowodnié¢ nastepujacy fakt:

Whniosek 7.9. Dany jest trdjkqt réznoboczny ABC. Punkt M jest Srodkiem boku
BC, natomiast S to taki punkt na krotszym tuku BC' okregu opisanego na ABC, Ze
IBAS = SMAC. Niech | bedzie prostg prostopadtq do AM przechodzgcg przez S.
Punkt P lezy na prostej I po tej samej stronie prostej AM co punkt B oraz spetnia
SSPB + 4SPC = 5. Punkt Q lezy na prostej | po tej samej stronie prostej AM
co punkt C oraz spetnia BQS + ¥CQS = 5. Proste BP oraz CQ przecinajq si¢
w punkcie X, natomiast proste BQ oraz CP przecinajg sie w punkcie Y. Wtedy A
jest $rodkiem odcinka XY .

X

Dowdd. Udowodnimy najpierw, ze punkty A, X, Y leza na jednej prostej. Skoro
proste AM, PQ sa prostopadle, to

ISPC = g — YCPB = ¥BPooay,

zatem P lezy na APOL(SC, Booays). Skoro co 4y = S+01, to na mocy Twierdzenia
Van Reesa

APOL(SC, Booy) = APOL(MC, BA) = APOL(AB,CM) = T'y;.

Analogicznie @ lezy na I'j;. W takim razie na mocy poprzedniego wniosku dosta-
jemy, ze punkty A, X, Y lezg na jednej prostej. Niech teraz C’ to odbicie C przez
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prosta PQ. Mamy

IC'PB = 4C'PQ + ¥QPB = ¥QPC + SQPB = g

oraz

IBQC' = ¥BQP + $PQC’ = ¥BQS + CQS = g

zatem punkty B, P, C’, ) leza na wspélnym okregu o $rednicy BC’. Niech O
oznacza Srodek tego okregu, czyli srodek odcinka BC'. Wiemy, ze O lezy na syme-
tralnej odcinka PQ. Dodatkowo OM jest linig $srodkows w trojkacie CBC’, zatem
OM]||CC’. CC" z definicji punktu C” jest prostopadle do PQ, zatem OM 1 PQ. W
takim razie punkty A, M, O leza na symetralnej odcinka PQ. Stosujac Twierdzenie
Newtona-Gaussa dla czworokata C PBQ dostajemy, ze srodek odcinka XY lezy na
prostej przechodzacej przez srodki odcinkow PQ oraz BC'. Jednak tg prosta jest
symetralna odcinka PQ, zatem $rodkiem odcinka XY jest punkt A. O

8 Jeszcze jeden wniosek

Jak juz zdazylismy zauwazy¢, przedstawiona technika pozwala rozwigzywaé bardzo
skomplikowane problemy, do ktorych ciezko podejsé korzystajac ze standardowych
metod. Oto jeszcze jeden przyklad takiego problemu.

Whniosek 8.1. Trdjkgt ABC jest wpisany w okrgg Q. Punkt I jest srodkiem okregu
wpisanego w ten trajkgt, natomiast w to okrgg opisany na tréjkqgcie BIC. Styczna do
Q w punkcie A przecina BC' w punkcie O. Punkt X jest jednym z przecie¢ okregu o
Srodku O i promieniu AO z okregiem w. Okrgg opisany na tréjkgcie AOX przecina
Q w réznych punktach A oraz S. Prosta prostopadta do Al, przechodzqca przez X
przecina AS w punkcie P. Wtedy ¥PBA = SACP.

Dowdd. Oznaczmy katy trojkata ABC przez a, 3,~. Niech Y oznacza odbicie punktu
X przez prosta AI, X' odbicie X przez prosta BC oraz niech AI przecina BC' w
punkcie D. Z twierdzenia o kacie dopisanym mamy SYOAB = v, zatem

JOAD =~ + g — IDAC + YACD = SADO,

czyli OA = OD = punkty A, X, D leza na okregu o $rodku O oraz promieniu
OA. Zauwazmy, ze okrag ten jest symetryczny wzgledem prostej BC, zatem punkt
X' rowniez lezy na tym okregu. Mamy DX = DX’ zatem AD jest dwusieczng
kata X'AX. W takim razie punkty A, Y, X' sa wspolliniowe. Oznaczmy przez G
przeciecie prostych AY oraz BC. Widzimy, ze LY GB = $CGX. Dodatkowo jesli B’
to odbicie B wzgledem Al, to z faktu, ze w jest symetryczny wzgledem Al dostajemy,
ze BY = B'X, zatem <B'CX = YYCB. Podobnie $CBX = <Y BA. W takim
razie punkty X, Y sa izogonalne wzgledem czworokata ABGC. Zauwazmy, ze BC
jest dwusieczna zewnetrzna kata X GA. Skoro punkt O lezy na symetralnej odcinka
AX oraz na dwusiecznej zewnetrznej kata X G A, to lezy na okregu (AXG). Wynika
stad, ze G lezy na okregu (AOX).
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Niech T" oznacza kraywa APOL(AB,CG). Oczywiscie A, B,C,G € T'. Punkty X,Y
posiadaja sprzezenia izogonalne wzgledem czworokata ABCG, zatem rowniez X,Y
naleza do I'. Zauwazmy, ze ¥SBG = 4SAC oraz

IBGS = SOAS = SOAB + ¥BAS = 4ACB + $BCS = 4ACS,

czyli $GSB = $CSA. W takim razie réwniez punkt S lezy na krzywej I'. Tak jak
w poprzednich sekcjach, definiujemy na I' grupe dodawania punktéw. Punkty B, C,
X, Y leza na jednym okregu, zatem

O=X+Y+B+C+L+L=X+Y+2B+0,-S"=X+Y-A-S

= X+Y =A4+65.
Niech P; to trzecie przeciecie XY z I'. Dostajemy

O=P+X+Y=P +A+S5,
czyli Py lezy na AS = P; = P. W takim razie
JGPC = {BPA = {BPS.
Dodatkowo skoro Y = X + O, to z twierdzenia Van Rees’a mamy
I'= APOL(AB,CG) = APOL(AX,YG),

zatem <X PA = 4GPY. Skoro dwusieczna kata GPA (prosta PX) jest prostopa-
dta do AI, to dwusieczna kata SPG, bedaca jednocze$nie dwusieczna kata BPC),
jest rownolegta do prostej AI. Niech b, ¢ beda prostymi przechodzacymi przez P,

rownoleglymi odpowiednio do AC', AB. Na mocy poprzedniej obserwacji proste te
sg izogonalne w kacie BPC, zatem ¥PBA = J(BP,c) = (b, PC) = YACP. 0O
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9 Konstrukcja ogélnej krzywej

W tej sekcji opiszemy konstrukcje krzywej I' = APOL(AB,CD) dla dowolnego
punktu D na prostej BC.

Konstrukcja:

Niech € oznacza okrag opisany na trojkacie ABC'. Jezeli D lezy wewnatrz odcinka
BC, to wybieramy losowy punkt F wewnatrz boku BC), jezeli D lezy poza odcinkiem
BC, to wybieramy losowy punkt E poza odcinkiem BC' (zajmiemy si¢ pierwszym
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przypadkiem, drugi jest analogiczny). Niech w o okrag opisany na trojkacie ADE.
Oznaczmy przez F' drugie przeciecie okregow €) i w oraz przetnijmy proste AF i BC
w punkcie G (Jezeli okregi te sa styczne w punkcie A, to przecinamy ich wspoélna
styczna z BC' w G). Niech okrag v o srodku w G, ortogonalny do € przecina prosta
AE w punktach I oraz J (taki okrag mozna skonstruowaé prowadzac z punktu G
styczng do € w punkcie S, a nastepnie narysowaé¢ okrag o srodku w G i promie-
niu GS). Wtedy dla wszystkich polozeni punktu D, punkty I, J generuja krzywa
APOL(AB,CD).

Uwaga: Mozliwe, ze dla niektorych punktow E, okrag - nie przecina prostej AF -
takie przypadki po prostu ignorujemy.

Teraz pokazemy, ze nasza konstrukcja jest poprawna. W tym celu udowodnimy, ze
dowolny punkt uzyskany przez konstrukcje posiada zadang wtasnosé oraz ze kazdy
punkt z zadana wlasnoscia jest generowany przez pewien punkt E.

Dowdd. Skoro okrag -y jest ortogonalny do €2, to dtugosé stycznej poprowadzonej do
Q z punktu G jest rowna GI. Stosujac kilkukrotnie twierdzenie o potedze punktu
otrzymujemy

GI’=GB-GC =GA-GF =GE-GD.

W takim razie inwersja wzgledem okregu ~ przeksztalca B w C oraz £ w D. Wyni-
kaja stad nastepujace rownosci katow
IBIG = 4GCI, 4EIG = 4GDI.
Stad z kolei dostajemy
JAIB = SEIB =<4FEIG — 4BIG = 4GDI = 4GCI = 4CID,
zatem z definicji I € APOL(AB, CD). Analogicznie otrzymujemy J € APOL(AB,CD).

Teraz wezmy dowolny punkt P € I' oraz niech AP przecina BC w punkcie E.
Wykonajmy teraz wszystkie kroki konstrukeji dla punktu E. Udowodnimy, ze P jest
jednym z uzyskanych punkow I, J. W tym celu wystarczy pokazaé, ze P € ~. Z
definicji krzywej I' mamy

YEPB = $APB = 4CPD.

Niech P’ oznacza obraz punktu P w inwersji wzgledem . Korzystajac z wlasnosci
inwersji oraz powyzszej rownosci otrzymujemy
JYEPB =<3CPD =<4EP'B,
zatem punkty P oraz P’ lezg na wspolnym okregu o7 przechodzacym przez punkty
E oraz B odpowiednio. Analogicznie punkty C, D, P, P’ leza na jednym okregu
0y. Gdyby P i P’ byly rézne, to prosta PP’ bylaby osig potegowa okregow o1, 0.
Jednak punkt G, jako srodek inwersji, rowniez musialby leze¢ na tej prostej, zatem
GB-GE=GD-GC.

Jednak taczac to z réwnoscia GB - GC = GE - GD, otrzymujemy GB = GD, czyli
sprzeczno$é. W takim razie P = P/, czyli P € ~. O
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10 Wspoblrzedne barycentryczne

Jak juz zdazyliSmy zauwazyé, krzywe APOL(AB,CD), gdzie D lezy na prostej
BC, da sie bardzo dobrze opisaé za pomoca punktoéw szczegolnych w trojkacie ABC
oraz operacji brania sprzezenia izogonalnego. Wykorzystamy to w tej sekcji, w celu
znalezienia réwnania ogélnej krzywej we wspotrzednych barycentrycznych wzgledem
trojkata ABC'. Dodatkowo pracujac na plaszezyznie CP? mozemy pozwolié, aby
wspolrzedne niektorych punktow nie byty rzeczywiste.

Lemat 10.1. Dowolna krzywa szeScienna jest zadana we wspdtrzednych barycen-
trycznych rownaniem postaci

> Napmr®y’27 =0
a+p+vy=3

dla pewnych statych \a. g, przy czym rozpatrywana suma przebiega po wszystkich
kombinacjach nieujemnych liczb catkowitych «, B, vy, ktérych suma jest réwna 3.

Lemat 10.2. Sprzezenie izogonalne punktu (z : vy : z) wzgledem tréjkgta ABC ma

wspotrzedne
a? . b2 . c?
Ty T )

Dowody powyzszych lematow mozna znalezé w [§].

Lemat 10.3. Dany jest punkt P = (xz : y : z) rézny od A. Wiedy punkt w nieskori-
czono$ci prostej AX ma wspdtrzedne

(—y—z:y:2).

Dowdd. Punkt 0o 4x lezy na prostej AX, zatem coax = (k : y : z) dla pewnej liczby
rzeczywistej k. Z drugiej strony lezy na prostej w nieskonczonosci, zatem

k+x+y=0 = ocoax =(-y—2:y:2).

Lemat 10.4. Punkty okregowe majg wspotrzedne
(—a : bet : ceTP)
gdzie B oraz v to kqty przy wierzchotkach B oraz C odpowiednio.

Dowdd. Z [9] wiemy, ze punkty okregowe we wspotrzednych trojliniowych wzgledem
trojkata ABC maja wspolrzedne

(—1: e eTih),
Aby otrzymaé¢ wspolrzedne barycentryczne ze wspotrzednych trojliniowych, wystar-

czy pomnozy¢ pierwsza, druga oraz trzecia wspotrzedna przez a, b oraz ¢ odpowied-
nio. Robiac to otrzymujemy teze. O
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Twierdzenie 10.5. Dany jest réznoboczny tréjket ABC oraz punkt D na boku BC
rézny od B oraz C' o wspdtrzednych (0 : p: q). Wiedy krzywa T'(p : ¢) ma réwnanie

py(2a? +a?2? + (a® + & — b¥)xz) — qz(b*2? + a*y* + (a® +b* — *)zy) = 0.

Dowdd. Z Lematu [I0.1] wiemy, ze krzywa zadana takim réwnaniem jest krzywa sze-
$cienng. Nazwijmy ja I'. Oznaczmy przez N przeciecie krzywej I'(p : q) z okregiem
opisanym na trojkacie ABC| przez cor rzeczywisty punkt w nieskoriczonosci I'(p : q).
Skoro wspotczynniki przy 22, y3, 23 sa zerami, to IV przechodzi przez wierzcholki
trojkata. Wstawiajac do rownania (0 : p : ¢) dostajemy

pya2? — qzay? = a2p*? — a*p*¢ = 0,

zatem D € I'. Na mocy Wniosku oor to kierunek prostej przechodzacej przez
A oraz (0: q: p). w takim razie oor = (—p — ¢ : ¢ : p). Wstawiajac to do réwnania
mamy

pa((p+q)? +a*p* —(a®+c*—b?) (p+q)p) —ap(b? (p+q)* +a’¢* — (a*+b*—c?) (p+q)q) =

=pa(p+q)(Pp+q) +a*(p—q) — (> + = )p—b*(p+q) + (a* +b* — ¢*)q) =0,

zatem rowniez ocor lezy na I'V. Zauwazmy, ze wstawiajac do naszego rownania wspol-
2 2 2 2,2 2
a . b . C . 2. 3 T Yz . .
rzedne (; Py ?) oraz mnozac rownanie przez _jz.r otrzymujemy takie same
wyrazenie, jak wstawiajac do naszego rownania wspohrzedne (z : y : 2). Jezeli zatem
oor lezy na I, to rowniez jego sprzezenie izogonalne, czyli punkt N lezy na I''. Niech
U oznacza przeciecie prostych CN oraz Boor oraz V przeciecie prostych BN oraz

Coor. Skoro na I'(p : q)
C+N=C"+01+N"+0; =B +oocr,

to proste CN oraz Boor przecinaja sie na I'(p : ¢), czyli U € T'(p : q). Podobnie
Vel(p:q). Niech U = (z:y: z). Punkt U lezy na prostej CN, zatem skoro

2 b2 2 71)2
N< a ::C>,toy(p+q).
—p—q q P

T a?q
Podobnie, skoro U lezy na prostej Boor, to
2_ b
T p+q
W takim razie

_p2 _
U—<1: b(€+Q): p
a=q p+q

> = (—a’q(p +q) : b*(p + q)* : a®pq).

Teraz wystarczy wstawi¢ wspolrzedne punktu U do réwnania krzywej IV i pokazaé,
ze jest ono spelnione. Mozna w tym celu wykorzysta¢ oprogramowanie komputerowe,
takie jak Wolfram Mathematica. Wystarczy wtedy skorzystaé z polecen
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x = -a"2xq*(p + q)

y = b"2%(p + q)"2

Z = a”2¥pxq

Simplify[p*y *(c~2 *x~2 + a~2 *z"2 + (a”2 + c~2 - b~2) x*z)
- g*xz *(b"2 *x"2 + a2 *y~2 + (a”2 + b"2 - c”2)* xxy)]

Po uruchomieniu komoérki zauwazymy, ze w ostatnim wierszu wyjscia otrzymalismy
liczbe 0, czyli faktycznie wspolrzedne punktu U spelniaja rownanie krzywej I'V. Ana-
logicznie otrzymujemy, ze V € I'. Niech teraz

(z:y:2)=(—a:be” : ce).
Na mocy twierdzenia cosinuséw mamy a? + ¢ — b? = 2accos 3. W takim razie
A’ 4 a2 + (6 + 2 — bz = 2a® + a?e?P — 2accos Bace’? =
= a*c*(1 + (cos B)? — (sin 3)% + 2i cos Bsin B — 2 cos B(cos B + isin 3)) = 0.

Analogicznie,
b x? + a*y? + (a® +b* — *)xy = 0,

zatem jeden z punktéw okregowych lezy na I'V. Analogicznie dostajemy, ze réwniez
drugi punkt okregowy lezy na I'. Zauwazmy zatem, ze krzywe I'(p : ¢), I' maja 10
réznych punktéw wspoélnych

A7 B7 Ca Da N7 Ua ‘/a xr, Ilv I2-

Wiemy jednak, ze dwie rozne nierozktadalne krzywe szescienne maja co najwyzej 9
punktow wspolnych. W takim razie IV = T'(p : ¢), co chcieliSmy pokazaé. O
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