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1 Wiasnosci hiperboli prostokatnych.

Fakt 1.0. Przez dowolne pieé¢ punktéw na plaszczyznie, z ktérych zadne trzy nie sa wspétiniowe,
przechodzi dokladnie jedna krzywa stozkowa.

Dowdd faktu 1.0. Krzywa stozkowa to inaczej przeciecie plaszczyzna nieskonczonego, obustronnego
stozka. Taka krzywa stozkowa mozemy zrzutowaé przez wierzchotek stozka na plaszczyzne, ktorej
przeciecie ze stozkiem jest okregiem. Takie rzutowanie zachowa dwustosunek (jest mapa rzutowsa),
a wiemy jak dwustosunek przenosi sie po okregu. Z tego wynika, ze dla szczesciu punktéw na
krzywej stozkowej A, A’, B, C, D, E mamy k = (AB,AC;AD,AF) = (A'B,A'C;A'D,A'E).
Udowodnijmy teraz, ze poza krzywa stozkowa nie ma zadnych innych punktéw X, dla ktérych
(XB,XC; XD, XE) = k. Gdyby taki punkt byl, mozemy zalozy¢, ze prosta X B przecina krzywa
stozkows ponownie w punkcie A. Niech przeciecie prostych X B, AC, XC z prostag DE to od-
powiednio punkty B’, C’ oraz C”. Dostajemy, ze (B’,C';D,E) = (B,C;D,E) = (B',C"; D, E),
co implikuje ¢’ = C”, czyli X = A. Dostalismy, wiec ze krzywa stozkowa przez punkty A, B,
C, D i E (z ktérych zadne trzy nie sa wspétliniowe) to zbiér wszystkich punktéw A’ dla ktérych
(A'B,A'C;A'D,A'E) = k = (AB, AC; AD, AFE), ktéry jest zdefiniowany jednoznacznie. [J

Definicja 1.1. Méwimy, ze hiperbola jest prostokatna, wtedy i tylko wtedy, gdy jej asymptoty
przecinajg sie pod katem prostym.

Fakt 1.2. Ustalmy tréjkat ABC. Rozpatrzmy inwolucje (funkcje, ktéra zlozona dwukrotnie daje
identycznosé), ktéra dla kazdego punktu na plaszczyznie, nielezacego na prostych AB, BC, CA,
przypisuje jego izogonalne sprzezenie wzgledem tréjkata ABC.

W takim przeksztalceniu prosta k przejdzie nam na krzywa stozkowa przechodzaca przez punkty
A, B, C i vice versa.

Dowdd faktu 1.2. Niech P to punkt na prostej k, a P’ to jego izogonalne sprzezenie wzgledem
tréjkata ABC. Mapa BP' — BP — P — CP — CP’ jest rzutowa i przeksztalca pek prostych
przechodzacych przez B na pek prostych przechodzacych przez C, co z twierdzenia Steinera (patrz
Twierdzenie 2.1) daje, ze zbiér wszystkich takich punktéw P’ tworzy krzywa stozkowa. W druga
strone wystarczy zauwazy¢, ze wybierajac dowolne dwa punkty na krzywej stozkowej, opisanej na
tréjkacie ABC, mamy bijekcje miedzy krzywa a prostg przechodzaca przez sprzezenia owych dwéch
wybranych punktéw. Jest to prawda, poniewaz krzywa stozkowa jest jednoznacznie wyznaczona
przez pieé¢ punktéw. [



Fakt 1.3. Izogonalne sprzezenie D’ punktu D lezgcego na okregu opisanym na tréjkacie ABC
bedzie punktem w nieskonczonosci.

Dowdd faktu 1.3. Chcemy udowodnié¢ réwnoleglosé prostych BD' i CD’. Rozpatrzmy prosta I,
przechodzacg przez A, réwnolegly do BD’. Mamy wiec, ze kat z jakim prosta [ przecina AB jest
taki sam jak Z/D’'BA. Skoro /D'BA+ /D'CA = /DBC + /DCB = /BAC, wiec kat z jakim [
przecina AC' jest rtéwny /BAC — /D'BA = /D'CA, czyli mamy BD' ||l || CD’. O

Lemat 1.4. Hiperbola H opisana na tréjkacie ABC jest prostokatna, wtedy i tylko wtedy, gdy
przechodzi przez ortocentrum H tréjkata ABC.

Dowdd lematu 1.4. Zakltadamy najpierw, ze H przechodzi przez H. Izogonalne sprzezenie H to
prosta przechodzaca przez srodek O okregu opisanego na ABC (gdyz H jest sprzezeniem O).
Niech owa prosta przecina okrag opisany w punktach P i @. By wykazaé, ze asymptoty H sa
prostopadle wystarczy pokazaé, ze /Py AQ s jest prosty, gdzie Py i Qoo to izogonalne sprzezenia,
odpowiednio P i @), poniewaz leza one w nieskoniczonosci oraz na hiperboli, wiec proste AP, i
AQ beda rownoleglte do odpowiednich asymptot. Zauwazmy, ze skoro sprzezenie H to prosta
przechodzaca przez O, wiec 90° = L/ PAQ = /Py AQ o, bo oba katy sg swoim odbiciem wzgledem
dwusiecznej kata BAC. Dowdéd w drugg strone przebiega analogicznie. [




Na podstawie powyzszych spostrzezen dostajemy ponadto, ze dla kazdego punktu P # H, nie-
lezacego na prostych zawierajacych boki tréjkata, hiperbola ABCHP jest prostokatna i unikalna.

Definicja 1.5. Srodek hiperboli prostokatnej, opisanej na ABC', przechodzacej przez P, bedziemy
nazywa¢ punktem Ponceleta punktu P wzgledem tréjkata ABC.

Lemat 1.6. Srodek hiperboli prostokatnej # opisanej na ABC lezy na okregu dziewieciu punktéw
tréjkata ABC.

Bedzie to kluczowy lemat przy dowodzie fundamentalnego twierdzenia hiperboli prostokatnych.

Dowdd lematu 1.6. Niech D bedzie przecigciem H z (ABC), réznym od A, B, C. Niech D,
bedzie izogonalnym sprzezeniem D. Niech prosta ODs, (czyli izogonalne sprzezenie H) przecina
(ABC) w K i L. Niech K, i L beda izogonalnymi sprzezeniami, odpowiednio K i L (czyli sa
to punkty w nieskonczonosci H). Mamy —1 = (O, Doo; K, L) = (H, D; K&, Loo), co implikuje, ze
przeciecie asymptot H, czyli jej srodek lezy na HD, a z symetrii musi by¢ w jego srodku, wiec tez
na okregu dziewieciu punktéw.[]

W powyzszym dowodzie skorzystalismy z dwéch faktéw:
1. izogonalne sprzezenie zachoduje dwustosunek, gdyz jest to odbicie ztozone z rzutowaniem,

2. (A1, As; Az, Ay) = —1 jest czworokatem harmonicznym na krzywej stozkowej, wtedy i tylko
wtedy, gdy przeciecie stycznych do niej w Ay i Ag lezy na prostej AsAy.
(jest to prawda na okregu, a z rzutowania przez wierzcholek stozka, zaprezentowanego w
dowodzie faktu 1.0 jest to tez prawda na krzywej stozkowej)

Wykorzystalismy ten fakt dla {A;, A3} = {Kwo, Loo } 0raz {As, Ay} = {H, D}. Styczne do hiperboli
w punktach w nieskoriczonosci to asymptoty, wiec ich przeciecie to srodek hiperboli.

Twierdzenie 1.7 (Fundamentalne twierdzenie hiperboli prostokatnych). Niech H bedzie
hiperbola prostokatna opisang na ABC. Niech P € ‘H. Wtedy srodek H lezy na okregu ortycznym
punktu P wzgledem ABC.

Uwaga. Okrag ortyczny punktu wzgledem tréjkata to okrag przechodzacy przez jego rzuty na
proste zwierajace boki owego tréjkata.



Dowdd twierdzenia 1.7. Niech P4, Pp, Po to rzuty P odpowiednio na BC, CA, AB. Uzywajac
lematu 1.6 $rodek H mozemy przedefiniowaé jako P’ - przeciecie okregéow 9-punktéw tréjkatow
ABP i ACP. Niech Mg i M¢ to srodki odpowiednio AC' i AB. Niech Mp4 to srodek PA. Za
pomoca przenoszenia katéw udowodnimy, ze P’ lezy na (PsPpPc):

/PoPaPg = /PoPyP + /PPsPg = /PcBP + /PCPg =

LPcMcMpa+ ZMpaMpPg = /PcP'Mps+ ZMpaP'Pg = /PcP'Pg. R

2 Przyklady zastosowan.

Przy fakcie 1.2 wspomnieliSmy juz o tw. Steinera. Oto jego stresc:

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie Steinera). Dane sg pek prostych przechodzacych przez punkt A
i pek prostych przechodzacych przez punkt B. Rozpatrzmy mape rzutowa jednego peku na drugi
(tzn. bijekcje, ktéra zachowuje dwustosunek). Wszystkie punkty powstale z przeciecia prostej z
jednego peku z jej obrazem w drugim peku leza na jednej krzywej stozkowej przechodzacej przez
punkty A i B.

Dowdd twierdzenia 2.1. Wezmy cztery takie punkty: C, D, E i F. Mamy (AC, AD; AE, AF) =
(BC,BD; BE, BF) co z dowodu faktu 1.0 daje, ze punkty A, B, C, D, E, F leza na jednej krzywej
stozkowej. Wymieniajac punkt F' na inny, zdefiniowany jak powyzej, dostajemy teze. B

Uzyjemy twierdzenia Steinera do dowodu nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.2 (Hiperbola Feuerbacha). Istnieje hiperbola opisana na tréjkacie, przechodzaca
przez jego ortocentrum, srodek okregu wpisanego i punkt Nagela, ktérej sSrodek to punkt Feuerba-
cha.

Dowdd twierdzenia 2.2. Punkty I, I4, Ip, Ic to $rodek okregu wpisanego i odpowiednie srodki
okregéw dopisanych. Niech K i L beda odpowiednio przecigciami BI i CI z AC'i AB. Niech M to
przeciecie BC' i Iglc. Z czworki harmonicznej (AINBC, M; B,C) = —1 dostajemy, ze K, L, M sa
wspolliniowe. Rozwazmy punkt X ruszajacy sie na C'I. Konstruujemy z niego punkt Y = M XNBI
oraz punkty X’ 1Y’ bedagce rzutami X i Y na odpowiednio AB i AC. Punkt Z to przeciecie BY'
z CX'. Z twierdzenia Steinera dostajemy, ze Z rusza si¢ po krzywej stozkowej przechodzacej przez
punkty B i C. Dla przypadku X = Ic mamy Z jako N = punkt Nagela. Gdy X = L mamy
Z =1.Gdy X =1 mamy Z jako G = punkt Gergonne’a. Gdy X = C mamy Z = H. Mamy, wiec



ze B,C,H,I,G, N leza na jednej krzywej stozkowej. Analogicznie dowodzimy, ze A,C, H,I,G, N
leza na jednej krzywej stozkowej, ale istnieje tylko jedna krzywa stozkowa przez pie¢ punktow
C,H,I,G,N, wiecc Ai B réwniez musza na niej leze¢. Z fundamentalnego twierdzenia hiperboli
dostajemy, ze jej srodek to punkt wspdlny okregu 9-punktéw tréjkata ABC' i okregu wpisanego w
ten tréjkat - to wlasnie punkt Feuerbacha. B

Pokazemy teraz zastosowanie fundamentalnego twierdzenia hiperboli prostokgtnych przy dowodzie
drugiego i trzeciego twierdzenia Fontené. Najpierw jednak bedzie nam potrzebny lemat.

Lemat 2.3. Punkty P i ) sa swoimi izogonalnymi sprzezeniami wzgledem tréjkata ABC. Wtedy
punkty P i Q maja ten sam okrag ortyczny.

Dowdd lematu 2.3. Niech Ps, Pp,Pc i Qa,Qp,Q¢c to rzuty odpowiednio P i @Q na BC, CA,
AB. Z cyklicznosci APgPPc 1 AQpQQ¢ dostajemy nastepujace przeliczenie katéw.

/PcPpQp = 90° + ZPoPpP = 90° + /Po AP = 90° + ZQAQp = 90° + ZQQcQp = ZPcQcQx

co daje cykliczno$é P Po@pQc. Podobnie dowodzimy cyklicznosé pozostatych dwéch analogicz-
nych czworokatéw. Zauwazmy, ze srodkiem kazdego z tych czworokatéw jest srodek odcinka PQ (bo
to przecigcie symetralnych Px @ x ), wiec szesciokat PAQaPpQpPcQc jest cykliczny, co implikuje
teze. [
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Twierdzenie 2.4 (Drugie twierdzenie Fontené). Dana jest prosta k przechodzaca przez srodek
okregu opisanego na tréjkacie ABC'. Okregi ortyczne wzgledem ABC wszystkich punktéw na pro-
stej k przechodzg przez staly punkt.

Dowdd twierdzenia 2.4. Biorac izogonalne sprzezenie prostej dostaniemy hiperbole prostokatna.
Z lematu 2.3 dostajemy, ze okregi ortyczne sa stale w tym przeksztalceniu. Z twierdzenia 1.7 do-
stajemy, ze okregi ortyczne przechodza przez staly punkt - srodek hiperboli, a skoro izogonalne
sprzezenie ich nie zmienia, to wczesniej tez przechodzily przez staly punkt. B

Twierdzenie 2.5 (Trzecie twierdzenie Fontené). Dany jest punkt P oraz jego izogonalne
sprzezenie () wzgledem tréjkata ABC, ktérego srodek okregu opisanego to O. Wéwczas okrag or-
tyczny P jest styczny do okregu 9-punktéw tréjkata ABC, wtedy i tylko wtedy, gdy punkty P, O,
@ sa wspétliniowe.

Dowdd twierdzenia 2.5. 7 twierdzenia 1.7 mamy, ze czesé wspélna okregu 9-punktow i okregu
ortycznego P (ktéry z lematu 2.8 jest tez okragiem ortycznym Q) to dokladnie srodki hiperboli
prostokatnych przechodzacych odpowiednio przez P i przez (). Zauwazmy, ze okrag ortyczny jest
styczny do okregu 9-punktéw, wtedy i tylko wtedy, gdy owe srodki hiperboli prostokatnych sie
pokryja, co jest réwnowazne z tym, ze to jedna i ta sama hiperbola. Poniewaz ortocentrum jest
sprzezeniem O, po wzieciu izogonalnego sprzezenia hiperboli, dostajemy wspélliniowosé P, O, Q,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy okrag ortyczny jest styczny do okregu 9-punktéw. B

Zaprezentuje jeszcze dwa zastosowania powyzszych twierdzen w zadaniach olimpijskich.

Zadanie 2.6 (Iranian Geometry Olympiad 2023 /intermediate/4). Dany jest tréjkat ABC
z ortocentrum H oraz punkt P, ktéry jest srodkiem tuku BAC okregu opisanego na ABC'. Niech
Q@ i S beda takimi punktami, ze czworokaty HAPQ i SACQ sa réwnoleglobokami. Niech T' to
srodek AQ, a R to przecigcie SQ i PB. Udowodnij, ze AB, SH i TR przecinaja sie w jednym
punkcie.

Dowdd zadania 2.6. Zauwazmy, ze punkt T jest srodkiem AQ, PH oraz CS. Rozwazmy hiperbole
prostokatna przez A, B, C, H, P. Z lematu 1.6 dostajemy, ze punkt T jest jej srodkiem. Z symetrii
srodkowej w 1" dostajemy, ze na rozwazanej hiperboli lezg tez punkty @ oraz S. By skoniczyé¢ dowod
wystarczy uzy¢ twierdzenia Pascala dla szesciokata SH PBAQ wpisanego w krzywa stozkowa, z
ktérego dostajemy wspétiniowosé punktéw D = SHNBA, T=HPNAQ, R=PBNnQSs. A




Zadanie 2.7 (https://artofproblemsolving.com/community/c6h2516356p21323287)).
Niech H i I to odpowiednio ortocentrum i srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC. Niech M to
srodek BC. Udowodnij, ze ZHIM = 90°, wtedy i tylko wtedy, gdy AB + AC = 2BC.

Dowdd zadania 2.7. WprowadZzmy do zadania hiperbole Feuerbacha. Niech N to punkt Nagela.
Mamy, ze H, I, N, A, B, C leza na jednej hiperboli prostokatnej. Udowodnimy teraz, ze waru-
nek AB + AC = 2BC jest réwnowazny IG || BC, gdzie G to srodek cigzkosci tréjkata ABC.
Zauwazmy najpierw, ze punkty I, G, N sa wspolliniowe, poniewaz leza na prostej Nagela. Niech h
to wysokosé z A, a r to promieni okregu wpisanego. Mamy 2a = b+ ¢ <= 3a=a+b+c¢ <
3ar = 2[ABC| <= 6r[ABC] = 2h[ABC] <= 3r = h co jest réwnowazne z IG || BC, bo
AM : GM = 3. Réwnoleglosé daje nam IG = IN 1 AH, a skoro te cztery punkty leza na jednej
hiperboli prostokatnej to z lematu 1.4 mamy, ze I jest ortocentrum tréjkata AHN =— HI | AN.
Wystarczy, wiec udowodnié, ze IM || AN. Niech D’ to antypoda D na okregu wpisanym. Z jed-
noktadnosci w A, ktéra przeksztalca okrag wpisany na okrag A-dopisany, wynika, ze AD’ N BC
to punkt stycznosci okregu A-dopisanego z BC. Mamy DI = ID’ oraz z to, ze M jest srodkiem
odcinka miedzy punktami stycznosci do BC, okregéw wpisanego i A-dopisanego. Z jednokladnosci
w D o skali 2, dostajemy IM || AN. B
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