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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest konstrukcja nowych okregéw zwiazanych z punktami
Gergonne’a, Nagela i Lemoine’a. Analizuje szesciokaty cykliczne, powstale przez
przeciecie trzech, symetrycznie zdefiniowanych okregdéw z bokami trojkata.

W pierwszym rozdziale przedstawione zostaly oznaczenia punktéw oraz twier-
dzenia i wlasnosci, ktoére sa uzywane w pracy, a ktore nie zostaly opisane w polskiej
literaturze. Sa to szesciokat i okrag Tuckera oraz Twierdzenie Sondata.

W nastepnym rozdziale skupiamy si¢ na okregach zwiazanych z punktem Le-
moine’a. W pierwsze] czesci wprowadzam dwa pierwsze okregi Lemoine’a, odkryte
pod koniec XIX wieku przez Emile’a Lemoine’a. Byly one punktem wyjscia do na-
pisania tej pracy. W nastepnej czeéci przedstawione zostaly nowoczesne odkrycia
zwiazane z tymi okregami — trzeci okrag Lemoine’a, odkryty w 2002 roku przez
Jean’a-Pierre’a Ehrmann’a, oraz okrag Q.T.Bui’a, odkryty przez niego w 2006 roku.
W trzeciej czesci tego rozdziatu przedstawiam propozycje dwoch nowych, autorskich
okregéw Lemoine’a. Przeprowadzam ich odpowiednia analize oraz pokazuje ich jed-
noznacznosc.

Trzeci rozdziat poswiecony jest punktom Gergonne’a i Nagela. Punkt Gergonne’a
okazuje sie ciekawym punktem wyjscia, poniewaz jest to punkt Lemoine’a trojkata
powstalego z punktow stycznosci okregu wpisanego z bokami trojkata. W pierw-
szej czedci przedstawiam dwa znane okregi oraz nowy, autorski synetyczny dowdd
jednego z nich. W nastepnej czesci prezentuje propozycje nowego autorskiego okre-
gu — okregu Gergonne’a—Nagela. Jest to szczegblny okrag w pracy, poniewaz w
przeciwieristwie do pozostalych, spelniaja go az dwa punkty — punkt Gergonne’a i
punkt Nagela, stad tez zaproponowana przeze mnie nazwa. W ostatniej czesci dowo-
dze twierdzen odwrotnych. Udalo mi sie zaréwno pokazaé¢ jednoznacznosé znanych
okregdw, jak i pokazaé jednoznacznosé nowo odkrytego okregu Gergonne’a—Nagela.

W ostatnim rozdziale przedstawiam niezaleznie odkryty przeze mnie okrag An-
gel’a Montesdeoca (2023 rok), moj autorski synetyczny dowod oraz moja propozycje
nowego, autorskiego okregu, ktory swietnie komponuje sie z tym wezesniejszym. Oba
dowody pokazuje jako zastosowanie wczesniej zdefiniowanego okregu Gergonne’a—
Nagela.



W pracy przedstawione zostaly wiec nastepujace autorskie rezultaty:

pierwszy nowy okrag Lemoine’a, jego odwrotne twierdzenie oraz wspolstozko-
wosé szesciu punktow przez niego zdefiniowanych (odpowiednio tw. 3.3.1, tw.
3.4.1 oraz uwaga z nimi zwigzana),

drugi nowy okrag Lemoine’a, jego odwrotne twierdzenie oraz wspotstozkowosé
szesciu punktow przez niego zdefiniowanych (odpowiednio tw. 3.3.3, tw. 3.4.2
oraz uwaga z nimi zwiazana),

nowy okrag Gergonne’a—Nagela oraz jego odwrotne twierdzenie (tw. 4.2.1 i
tw. 4.3.4),

nowy okrag styczny punktu Nagela (tw. 5.2.1),

nowy syntetyczny dowod okregu Gergonne’a, Angel’a Montedeoca z 2023 roku
(w przeciwienistwie do obecnego, barycentrycznego) oraz jego odwrotne twier-
dzenie (tw. 4.1.2 i tw. 4.3.2),

nowy syntetyczny dowod okregu stycznego Angel’a Montesdeoca z 2023 roku
(w przeciwieristwie do obecnego, barycentrycznego, tw. 5.1.1).

Mitosz Ptatek



Rozdziat 2

Podstawowe wlasnosci

2.1 Oznaczenia

W pracy bedziemy stosowaé¢ nastepujace oznaczenia na punkty:

e L. — punkt Lemoine’a trojkata ABC,

G — punkt Gergonne’a trojkata ABC,

N, — punkt Nagela trojkata ABC,
e [ — Srodek okregu wpisanego w trojkat ABC),

e O — srodek okregu opisanego na trojkacie ABC.

2.2 Szesciokat i okrag Tuckera

Definicja 2.2.1. Dany jest trojkat ABC'. Niech punkt B, bedzie punktem na prostej
AC, réznym od punktow B i C. Niech:

e antyrownolegta do BC' przez punkt B, tnie AB w C,,.
e rownolegla do C' A przez punkt C, tnie BC'w A,

e antyréwnolegta do AB przez punkt A, tnie CA w B,

e rownolegta do BC przez punkt B, tnie AB w

e antyrownolegta do C'A przez punkt Cj, tnie BC' w A,

Wowczas rownolegta do AB przez punkt A, tnie CA w punkcie B,. Boki szescio-
kata B,C,A.B.Cy Ay sa wiec naprzemiennie rownolegte i antyréwnolegte do bokow
trojkata ABC. Taki szesciokat nazywamy szesSciokatem Tuckera.

Twierdzenie 2.2.2. Wierzchotki szesciokgta Tuckera lezg na jednym okregu, nazy-
wanym okregiem Tuckera, ktdrego Srodek znajduje sie na prostej OL [1]].
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2.3 Twierdzenie Sondata

Twierdzenie 2.3.1. Dane sq dwa tréjkaty ABC 1 A'B'C’ takie, ze proste prostopa-
dte z wierzchotkow A, B, C do odpowiednio bokéw B'C’, C'A’, A’ B’ trdjkgta A’ B'C’
sq wspotpekowe w punkcie O. Takie trojkaty nazywamy trdjkgtami ortologicznymi.
Wowczas [J):

e proste prostopadie z wierzchotkow A’, B', C' do odpowiednio bokéw BC, CA,
AB tréjkgta ABC' sq wspétpekowe w punkcie O,

e jesli O = O, to trojkgty ABC 1 A’B'C’ sq perspektywiczne,

o jesli tréjkgty ABC i A’ B'C" sq perspektywiczne w punkcie P, to punkty O,0’, P
lezq na jednej prostej, prostopadtej do ich osi perspektywy.




Rozdzial 3

Okregi Lemoine’a

3.1 Pierwsze dwa okregi Lemoine’a

Twierdzenie 3.1.1. Niech proste réwnolegte do prostych BC, BC, CA, CA, AB,
AB przez punkt L przecinajg proste CA, AB, AB, BC, BC, C' A w szesSciu punktach.
Te szes¢ punktow lezy na jednym okregu, nazywanym pierwszym okregiem Lemoine’a

trojkgta ABC'. Ten okrgg jest okregiem Tuckera i jego Srodek jest $rodkiem odcinka
LO.

Twierdzenie 3.1.2. Niech proste antyréwnolegte do prostych BC, BC, CA, CA,
AB, AB przez punkt L przecinajg proste CA, AB, AB, BC, BC, CA w szeSciu
punktach. Te sze$é punktow lezy na jednym okregu, mazywanym drugim okregiem
Lemoine’a trojkgta ABC. Ten okrqg jest okregiem Tuckera i jego $rodek to punkt L.
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3.2 'Trzeci okrag Lemoine’a oraz okrag Bui’sa

Jean-Pierre Ehrmann w 2002 roku odkryl nastepujacy rezultat [5]:

Twierdzenie 3.2.1. Niech okrag opisany na tréjkgcie BLC przecina proste AB i
AC w punktach odpowiednio Ay, i A. (réznych od B i C). Niech okrag opisany na
trdjkacie CLA przecina proste BC' i BA w punktach odpowiednio B, i B, (réznych
od C i A). Niech okrag opisany na tréjkqcie ALB przecina proste CA i CB w
punktach odpowiednio C, i Cy, (réznych od A i B). Wowczas punkty Ay, Ac, By, Be,
Ca, Cy lezg na jednym okregu nazywanym trzecim okregiem Lemoine’a. Ten okrgg
jest okregiem Tuckera, a jego $rodek M lezy na prostej OL i spetnia LM = f%LO
(gdzie odcinki sq skierowane).

Q.T.Bui w 2006 roku odkryl nastepujacy rezultat [3]:

Twierdzenie 3.2.2. Niech ABC bedzie trajkgtem o okregu opisanym w. Okrgg wq
przechodzqcy przez punkty A i L, styczny do w w punkcie A, przecina proste AB i
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AC w punktach odpowiednio Ay i A.. Okrag wo przechodzgcy przez punkty B i L,
styczny do w w punkcie B, przecina proste BC i BA w punktach odpowiednio B, i
B,. Okrgg ws przechodzgcy przez punkty C i L, styczny do w w punkcie C, przecina
boki CA i CB w punktach odpowiednio C, i Cy. Wowczas punkty Ay, Ac, Ba, Be,
Cq, Cy lezg na jednym okregu. Okrgg ten jest okregiem Tuckera, a jego Srodek M
lezy na prostej OL i spetnia LM = % -LO, wiec punkt M jest srodkiem odcinka LO’,
gdzie O jest srodkiem pierwszego okregu Lemoine’a.

3.3 Propozycja nowego okregu Lemoine’a

Twierdzenie 3.3.1. Niech ABC bedzie trojkgtem o okregu opisanym w. Oznaczmy
przez A', B', C' przeciecia sie odpowiednio prostych AL, BL,CL z okregiem w (rdzne
od A, B,C). Okrgg wy przechodzqcy przez punkty A’ i L, styczny do w w punkcie A’,
przecina prostqg BC' w punktach Ay 1 A.. Okrqg we przechodzqcy przez punkty B’ i
L, styczny do w w punkcie B, przecina prostq CA w punktach B. i B,. Okrqgg ws
przechodzqcy przez punkty C' i L, styczny do w w punkcie C', przecina prostq AB w
punktach Cy i Cy. Wowczas punkty Ay, Ac, Ba, Be, Co, Cy lezg na jednym okregu.
Okrqg ten nie jest okregiem Tuckera, a jego Srodek M lezy na prostej OL i spetnia
LM = 2. LO, wicc punkt M jest srodkiem odcinka OO', gdzie O' jest srodkiem
pierwszego okregu Lemoine’a.
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Dowaod. Na poczatek udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 3.3.2. Punkt L jest punktem Lemoine’a w trdojkgcie A'B'C.

Dowadd. Zauwazmy, ze wystarczy dowie$é, ze L lezy na symedianie z wierzchotka
A’ w trojkacie A’B'C’ (dowod, ze lezy na pozostalych symedianach bedzie wowczas
analogiczny). Skoro punkty A, L, A’ sg wspoiliniowe, to wystarczy, ze pokazemy, ze
czworokat AC' A’ B’ jest harmoniczny, czyli rownowaznie, ze: (A, A’; B',C"),, = —1.
Mamy wiec, ze: (A, A’; B',C"), = B(A,A; B',C") = (A, A"; L,BC' N AA ) qn =
C'(A,A;C,B) = (A,A;C,B), = —1, bo czworokat ABA’C jest harmoniczny.
Zatem punkt L jest punktem Lemoine’a w trojkacie A’B'C’. O

Oznaczmy przez X punkt przeciecia sie stycznych w punktach B’ i ¢’ do okregu
w. Wowczas XB' = X', a co za tym idzie punkt X lezy na osi potegowej okregow
wo 1 ws. Skoro punkt L takze lezy na osi potegowej tych dwoch okregoéw, to prosta
LX to o$ potegowa okregdéw ws i w3, a co za tym idzie punkt A takze lezy na tej
osi (bo A’ L, A, X sg wspolliniowe z definicji symediany). Zatem z potegi punktu
dostajemy, ze AB, - AB. = AC, - AC}, wiec czworokat By, B., Cy, C, jest cykliczny.
Analogicznie dostajemy, ze czworokaty B,B.A.Ap i AcAyCyC, sa cykliczne. Jesli
ktores dwa z trzech udowodnionych czworokatéw cyklicznych sa wspotsrodkowe, to
natychmiastowo otrzymujemy, ze punkty Ay, A., B, Ba, Cq, Cp leza na jednym
okregu. Przypusémy wiec, ze maja parami rézne srodki. Wowczas osie potegowe
tych okregoéw to odpowiednie boki trojkata ABC, ktore oczywiscie nie przecinajg sie
w jednym punkcie i nie sg parami réwnolegte, sprzeczno$é¢ z twierdzeniem o osiach
potegowych. Zatem punkty Ay, A., Ba, B¢, Cu, Cp lezg na jednym okregu.



‘%@;\(

(\
RN N

N

Pokazemy teraz, ze punkt M lezy na LO i spelnia LM = % - LO. Niech M’
bedzie punktem na prostej LO dzielacym ja w tym wtasnie stosunku. Chcemy wiec
pokazaé, ze M = M’. Niech Oy, O3 i O3 to $rodki odpowiednio okregow wi, wa i w3.
Prosta prostopadta do A A. przechodzaca przez punkt O; to symetralna odcinka
Ay A, zatem przechodzi przez punkt M. Analogicznie prosta prostopadta do B.B,
przechodzaca przez punkt O, to symetralna odcinka B, B, i prosta prostopadla do
C,Cyp przechodzaca przez punkt O3 to symetralna odcinka C,C}, zatem obie te pro-
ste przechodzg przez punkt M. Wystarczy nam wiec pokazaé, ze M'O; 1 ApA.,
M'Oy 1 By,B.i M'O; L C,C, (w zasadzie dwie z tych wlasnosci nam juz wy-
starcza). Pokazemy, ze M'O; L ApA., dowdd pozostatych prostopadlosci bedzie
analogiczny. Na poczatek zauwazmy, ze ze stycznosci okregdéw w i wy dostajemy, ze
punkty A’, O1 i O sg wspétliniowe. Ponadto zauwazmy, ze A’ to srodek jednoktad-
noéci dodatniej przeksztalcajacej wi na w. Zatem “X%l = ﬁ:ﬁ. W dalszym dowodzie

bedziemy korzystaé ze wspolrzednych barycentrycznych. Na poczatek wprowadzmy:
. . _ 2 b2 2
L= (a2 b2 62) = (a2+z2+c2’ a2+b2+c2> a2+22+c2)
O = (o, Yo, 20) = (a*(b* + ? —a?) : b?(c® + a® — b%) : (a® +b* — %)) =
_ a®(b24c?—a?) b2 (2 +a?—b?)
= (a2(b2+c2—a2)+b2(c2+a2—b2)+c2(a2+b2—c2) ) a2(b2+c2—a?)+b2 (2 +a2—b2)fc2 (a2 +b2—c2)
(a2 +b2—c?)
) a2(b2+c27a2)+b2(02+a27b2)+02(a2+b27c2))
Rownanie prostej przez wierzchotek A to y = kz. Zatem prosta AL ma réwnanie

Yy = g—z - z. Réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC' to ayz +b?zx + cxy = 0.

Zauwazmy, ze punkt o wspotrzednych (a? : —2b% : —2¢?) spelnia réwnanie okregu
opisanego, réwnanie prostej AL oraz jest rozny od A. Zatem

. . _ 2 721)2 —92 2
Al = (0,2 P =207 _262) - (a2—2(l);2—2027 a?—2b2—2¢2> a2—2b2c—202)
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Niech t = %. Wowcezas L =1t- A+ (1—1t)- A, rozpatrujac pierwsza wspolrzena
punktu L (wspodlrzedna A) dostajemy, ze:

T =t (1= oe

a?(a? — 2b% — 2¢?) = t(a® + b? + ¢?)(a® — 2b* — 2¢?) + a*(1 — t)(a2 + b+ %)

a?(a? —2b% —2¢? —a? — b — %) = t(a® + b* + *)(a® — 2b2 2¢%) —ta?(a® + b2 + ?)
—3a?(b* + 02) =t((a® + b* + c*)(a® — 2b* — 2¢?) — a®(a® + b + ¢?))

—3a? (b + c?) = t(a* — 2b%a® — 2c%a? + b%a? — 2b* — 2¢%V% + 2a? — 2% — 2¢* —at —

a’b? — a%c?)

—3a?(b? + ) = —2t(b*a® + c2a® + b* + 26 + b2c? + )

3a2(b? + c2) = 2t(a®(b® + 2) + b?(b? + 2) + 2 (b* + ¢?))
H.2

t= 2a2+gb2+252

A0y _ AL _ __ 3a®
Mamy wice, ze Z75 = 472 = 2o rae

_ _ ’ —a +2b2+2(' /
O1=10+(1—-1)A" = 2a2+2b2+2¢:20 + 2 A

_ —a?+2b242¢2 —a?+2b242¢2 —2b? —a?+2b242¢2
O1 = (trot Firizprine o 2b2 37 tYo T i yac ars 2b2 307 ot S gpryacT

Zatem:

i) = (tx, — __a® ty,, - b tz, + )
a2—ap2—ac2) = (Wo = gpapap2yac2: Wo T gagprrazy R0 a2+b2+c2

3 17 — 1, __a® 3 1,6 3 1, 2
- ZO + ZL - (Zxo + 4 a2FbeZ+c2 4y0 + 4  a?+b24c2? 420 + 4 a2+b2+c2)

T _ a? 3 1 a? b> 3 1 b?
O:M *(tfﬂo*W*ZIo*Z'm7tyﬁm*z%*zmatzﬁ

c’ 3, 1, __c )
a2+b2+c2? 470 4 a?+b2+c2?
2 2 2 2
a 3 1 a . b _ 3 _ 1 b .
(tﬂ?o T 2a242b242c2 1To — 4 a?2+b2+4c2 tyo + a?2+b2+4c2 1Yo 4 a?4+b2+c2

tz, + m — %zo — i . WQFCQ) = (4t(a® +b* + Az, — 3(a® + b2 + 2)w, — 3a>
4t(a?+0%+c?)yo —3(a? + b2+ c?)yo+3b% : 4t(a® +b2+c?) 2, —3(a® +b2+?) 2, +3¢?) =
(6az, —3(a® +b% + )z, — 3a? : 60y, — 3(a® +b% + )y, +3b? : 6a®z, — 3(a® +b% +
A zo+3c?) = ((a® —b* —A)ao —a® : (a® — b2 — )y, +b%: (a® — b — )z + 2) =
(a®(a?—b*—c?)(—a?+b*+c?)—a?(a®(—a?+b*+c?)+b% (a® —b*+c?) +c? (a +b2—c?)) :
b2 (a? = b —c?)(a® —b?+c?) +b?(a®(—a® +b* +c*) +b%(a® —b? +c2) + 2 (a® + b2 — c?)) :
A(a?2—b?—c)(a?+b2—c2)+2(a?(—a? + % +c2) +b% (a® = b2+ ) +c2 (a2 +b2 —c?))) =
(~4P 220 + B = Pt 1 2020 + M - ) = (-2 1+ U
1+ 5 ”2)

Chcemy pokazaé, ze OM' 1 BC, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = a?(z—
y)+z(c?—b?), gdzie W = (x,y, z) [13]. Zauwazmy, ze mozemy bez straty ogolnosci
dowolnie skalowaé z, y, z. Mozemy wiec przyjaé¢ zgodnie z naszymi wyliczeniami, ze
r=-2,y=1+ Z—Z — Z—z, z=1+ Z—z — Z—z. Podstawiajac je do naszego réwnania
dostajemy, ze:

0:a2(1—|—2—2—Z—z—l——z+2—i)—2(02—b2)
0 = 2c? — 2b% — 2¢% + 2b2, tozsamosé.
Co dowodzi, ze O1 M’ 1| BC'. Analogicznie pokazujemy, ze Oo M’ 1. CA1OsM’' L

AB, z czego dostajemy juz, ze M = M’. O

Uwaga: Dla punktu P bedacego dowolnym punktem wewnatrz trojkata ABC defi-
niujemy punkty Ay, A., Ba, Be, Cq, Cp analogicznie jak w twierdzeniu 3.3.1. Wowczas
punkty Ay, A, By, Be, Cqy, Cy leza na jednej stozkowej.
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Dowdd. Niech punkty Aj i A., beda obrazami punktéw A i A. po jednokladnosci
w punkcie A" przeksztalcajacej wi na w. Wowczas A} Al ||ApA., a zatem czworokat
A} BC Al jest trapezem roéwnoramiennym, a co za tym idzie AjA'B = AL A'C.
Wiemy wiec, ze proste A’ Ay i A’ A, sa izogonalnie sprzezone w kacie BA'C, zatem

BA, BA. _ BA? _ sinJBAA™ . o .
. = = z twierdzenia sinuséw i twierdzeniea o prostych
A,C T AC ATC? sin S A7 AC? ( prosty

izogonalnie sprzezonych). Analogicznie rozumujac dla pozostatych punktow dosta-
. . BA, BA, CB. CB, AC, AC, _ (sin<<BAA" sinJCBB sin<LACC \o _ 1
jemy, ze T8 TE A BA o on = (G " o )

sin %:A’AC sin %B’BA sin %:C’CB

A,C " A.C "B,A B,A C.,B CyB
(z trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy dla punktu P i trojkata ABC), co z
kryterium wspolstozkowosci szesciu punktéw daje nam teze. O

Twierdzenie 3.3.3. Niech ABC' bedzie trajkgtem o okregu opisanym w. Niech kq,
ky, ke bedg stycznymi do okregu w odpowiednio w punktach A, B, C. Okrgg wy
przechodzqcy przez punkt L, styczny do prostych ky @ k., przecina bok BC' w punktach
Ap i A, (jest to mniejszy okrag z dwdch mozliwych). Okrag we przechodzacy przez
punkt L, styczny do prostych k. i kq, przecina bok AC w punktach B, i B, (jest to
mniejszy okrag z dwdoch mozliwych). Okrag ws przechodzacy przez punkt L, styczny
do prostych k, i ky, przecina bok AB w punktach Cy i Cy (jest to mniejszy okrag z
dwdch mozliwych). Wowczas punkty Ay, Ac, Ba, Be, Co, Cy lezg na jednym okregu.
Okrqg ten nie jest okregiem Tuckera, a jego $rodek to punkt O.

Dowdd. Rozpoczniemy od udowodnienia nastepujacego lematu:

Lemat 3.3.4. Dany jest dowolny punkt P na plaszczyinie trojkgta ABC oraz trzy
okregi w1, we, ws przecinajgce odpowiednio proste BC', CA i AB w odpowiednio
punktach Ay i Ae, Be i By, C, i@ Cy. Niech k bedzie pewng ustalong dodatnig liczbg
rzeczywistq. Okrqg w) powstaly poprzez jednoktadnosé o skali k w punkcie P okregu
wy przecina prostq BC w punktach A} i A,. Okrgg wh powstaty poprzez jednoktadnosé
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o skali k w punkcie P okregu wo przecina prostqg AC w punktach B!, i B.. Okrag
wh powstaty poprzez jednoktadnosé o skali k w punkcie P okregu ws przecina prostq
AB w punktach C, i C}. Wowczas szesciokgt ApA.B.B,CoCy jest cykliczny wtedy i
tylko wtedy gdy szesciokat Ay A, B.B/C!C; jest cykliczny.

Dowdd. Udowodnimy to w jedna strone (dowod w druga strone jest analogicz-
ny). Przyjmijmy wiec, ze szesciokat Ay A.B.B,C,C} jest cykliczny. Skoro czworokat
C.CyB.B, jest cykliczny to punkt A lezy na osi potegowej okregdéw wo i ws3. Zatem
0§ potegowa tych dwoch okregow to prosta PA. Po jednokladnosci w P o skali k
o$ potegowa okregéw ws 1 ws sie nie zmieni (ich drugie przeciecie nadal bedzie leze¢
na prostej PA). Zatem punkt A lezy na osi potegowej wj i wh. Z potegi punktu
dostajemy wiec, ze czworokat C, B/, C} B, jest cykliczny. Analogicznie dostajemy, ze
czworokat A} ALC!C} i czworokat Aj Al BB, jest cykliczny, z czego podobnie jak w
dowodzie twierdzenia 3.3.1 otrzymujemy, ze szesciokat A; AL B. B! C!C} jest cyklicz-
ny. 0
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Na poczatek udowodnimy, ze szeSciokat Ay, A., B., Ba, Cq, Cp jest cykliczny.
Oznaczmy przez Bo, C7 punkty stycznosci okregu w; z odpowiednio prostymi k
i k¢, przez Cs, A1 punkty stycznosci okregu we z odpowiednio prostymi k. i k4, oraz
przez As, B; punkty stycznosci okregu ws z odpowiednio prostymi k, i k. Ponadto
oznaczmy przez D, E, F punkty przeciecia sie odpowiednio prostych ky i k., k¢ 1 kq,
ko 1 kp. Rozpatrzmy jednokladnosé w punkcie D przeksztalcajaca wi na w. Wowcezas
skoro punkty D, L, A sa wspoétliniowe, to punkt L przejdzie na punkt A, co implikuje,
ze BoL||AB i LC1||AC . Analogicznie dostajemy, ze A1 L||AB, LCy||BC, LAs||AC,
B1L||BC, a co za tym idzie punkty B, L, Ay; C1, L, As; By, L, Cy sa wspolliniowe
i lezg na prostych rénolegtych do odpowiednich bokow trojkata ABC. Oznaczmy
przez A, Al, B., B, C!, C; punkty odpowiednio przecie¢ LBy i LCy z BC, LC,
i LAy z CA, LAy i LBy z CA. Wowcezas punkty Aj, A, B, Bl C/, C} leza na
jednym okregu bedacym pierwszym okregiem Lemoine’a trojkata ABC. Z faktu, ze
pierwszy okrag Lemoine’a jest okregiem Tuckera dostajemy, ze CjAj jest antyrow-
nolegta do AC. Zatem 4 BCj A} = $BCA = SABF = C}A}||B1Bs. Skoro takze
BCY||B2 A}, to czworokat BBy AjC} to rownoleglobok, zatem By Aj = BC|. Row-
niez czworokat BA; LCY jest rownoleglobokiem, wigc LA = BCj. Laczac te dwie
rownosci otrzymujemy, ze BoAj = Aj L. Analogicznie dowodzimy, ze LA, = A/CY,
LB, = B.Cs, LB), = B, A1, LC|, = C} Ay, LC}; = C} B;. Rozpatrujac jednoktadnosé
o skali % w L, dostajemy z lematu 3.3.4, ze szesciokat Ay A.B:.B,C,C} jest cykliczny
wtedy 1 tylko wtedy gdy szesciokat AjALB.B.,C!C} jest cykliczny, co pokazaliSmy,
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ze jest prawda. Zatem szesciokat ApA.B,B.C,Cy jest cykliczny.

Pozostato udowodnié¢, ze §rodkiem tego okregu jest punkt O. Zauwazmy, ze wy-
starczy dowie$é, ze symetralna odcinka A, A, przechodzi przez O (pokazanie, ze
symetralne odcinkow B, B, i C,C} przechodza przez O bedzie analogiczne). Skoro
O lezy na symetralnej BC, to chcemy pokazaé¢, ze BA, = A.C, co otrzymujemy
z symetrii wzgledem dwusiecznej kata BDC'. Zatem punkt O to §rodek naszego
okregu. 0

Uwaga: Dla punktu P bedacego dowolnym punktem wewnatrz trojkata ABC' defi-
niujemy punkty Ay, A, B, By, Cy, Cp analogicznie jak w twierdzeniu 3.3.3. Wowczas
punkty Ay, Ac, Be, Bq, Cq, Cy leza na jednej stozkowej.

Dowadd. Bedziemy stosowaé analogiczne oznaczenia jak w dowodzie twierdzenia 3.3.3.
Podobnie jak wezesniej mamy, ze C A, = BA,, a zatem B4z . BA< — 1 Analogicznie

A,C T A.C

. . . CB,. . CB, __ . AC, . AC, . BAy . BA, . CB. . CB, .
dostajemy, ze: F7% - 5o = L1 g p - g = 1 azatem: 0% - 356 - % - B4
AC, | ACy, _

oI 1, co z kryterium wspoélstozkowosci szesciu punktow daje nam daje
nam teze. 0
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3.4 Odwrotne twierdzenia

Twierdzenie 3.4.1. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz trdjketa ABC o
okregu opisanym w. Oznaczmy przez A', B, C' przeciecia sie prostych AP, BP,CP z
okregiem w (rézne od A, B,C). Okrag wy przechodzacy przez punkty A’ i P, styczny
do w w punkcie A', przecina bok BC w punktach A, 1 A.. Okrgg we przechodzqcy
przez punkty B’ i P, styczny do w w punkcie B’, przecina bok CA w punktach B, i
B,. Okrqgg ws przechodzqcey przez punkty C' i P, styczny do w w punkcie C’, przecina
bok AB w punktach C, i Cy. Wowczas jesli punkty Ay, Ac, Be, Ba, Cq, Cp lezg na
jednym okregu, to punkt P jest punktem Lemoine’a trdjkqta ABC.

Dowdd. Bedziemy korzystaé¢ z analogicznych oznaczen jak w dowodzie twierdzenia
3.3.1. Niech P bedzie takim punktem, ze punkty Ay, A., B¢, Ba, Cq, Cp lezg na
jednym okregu. Wowczas z potegi punktu dostajemy, ze: AB, - AB. = AC, - ACy,
zatem A lezy na osi potegowej okregéw ws i ws. Zatem AP to o§ potegowa tych
okregow, wiec w szczegolnosci A’ lezy na ich osi potegowej. Zatem punkty X, A, P,
A’ sa wspolliniowe (leza na osi potegowej wo 1 w3). Punkt P lezy wiec na symedianie
poprowadzonej z wierzchotka A’ w trojkacie A’ B’'C” (wprost z konstruckji symediany
w trojkacie). Analogicznie dostajemy, ze punkt P lezy na symedianie poprowadzonej
z wierzchotka B’ i poprowadzonej z wierzchotka C’ w trojkacie A’B’C’. Zatem punkt
P to punkt Lemoine’a w trojkacie A’ B’C”. Z lematu 3.3.2 zastosowanego dla trojkata
A'B'C’" dostajemy, ze P to takze punkt Lemoine’a trojkata ABC. O

Twierdzenie 3.4.2. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz trdjkata ABC
o okregu opisanym w. Niech kg, ky, k. bedq stycznymi do okregu w odpowiednio w
punktach A, B, C. Okrgg wy przechodzqcy przez punkt P, styczny do prostych ky i
ke, przecina bok BC w punktach Ay i A, (jest to mniejszy okrgg z dwdch mozliwych).
Okrqg we przechodzgcy przez punkt P, styczny do prostych k. i kq, przecina bok AC' w
punktach B i B, (jest to mniejszy okrgg z dwdch mozliwych). Okrag ws przechodzqcy
przez punkt P, styczny do prostych k. i ky, przecina bok AB w punktach C, i Cy
(jest to mniejszy okrqg z dwéch mozliwych). Wowczas punkty jesli Ay, A., Bq, Be,
Cq, Cy lezg na jednym okregu to punkt P jest punktem Lemoine’a trdjkgta ABC.

Dowdd. Bedziemy korzysta¢ z analogicznych oznaczeri jak w dowodzie twierdzenia
3.3.3. Przypusémy, ze punkty Ay, A., Be, Bqs, Cq, Cp leza na jednym okregu. Z
potegi punktu dostajemy, ze: AC, - AC, = AB, - AB,, a zatem punkt A lezy na osi
potegowej okregow woy i ws, wiec AA; = AA,. Analogicznie dowodzimy, ze BBy =
BBy i CCy = CCy. Ze stycznosci okregdéw w i wy do prostych ky i k. dostajemy, ze:
ByB = C1C, a co za tym idzie DB; = DC5. Z potegi punktu dostajemy wiec, ze D
lezy na osi potegowej we 1 wz. Zatem punkty A, P, D sa wspoliniowe (bo leza na
osi potegowej okregow ws 1 ws). Analogicznie dowodzimy, ze punkt P lezy na BE i
CF, z czego otrzymujemy, ze punkt P to punkt Lemoine’a trojkata ABC. O
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Rozdzial 4

Okrag Gergonne’a—Nagela

W tym rozdziale zajmiemy sie okregami zwiazanymi z punktem G.. Rozwa-
zenie punktu Gergonne’a jako wyjSciowego punktu, dla ktérego definiujemy okregi,
okazuje sie bardzo interesujace. Mozemy wowczas znalez¢é podobne zaleznosci jak w
przypadku rozwazania punktu Lemoine’a. Powiazanie tych dwéch nie bierze sie zni-
kad — wynika z faktu, ze punkt Gergonne’a to punkt Lemoine’a w trojkacie DEF
(gdzie D, E, F to punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC z jego boka-
mi). Naszym odpowiednikiem prostej OL, na ktorej beda leze¢ $rodki rozwazanych
okregow, jest prosta G.I — 0§ Brocarda trojkata DEF [6].

4.1 Okregi Gergonne’a

Adams w 1843 roku udowodnil nastepujacy rezultat [9]:

Twierdzenie 4.1.1. Dany jest trajket ABC. Okrqg wi przechodzqcy przez punkt G
jest styczny do prostych AB i C A w punktach odpowiednio Cy i B, (jest to mniejszy
okrgg z dwdch mozliwych). Okrag we przechodzqcy przez punkt G jest styczny do
prostych BC' i AB w punktach odpowiednio Ay i Cy (jest to mniejszy okrgg z dwdch
mozliwych). Okrag ws przechodzacy przez punkt G, jest styczny do prostych C'A i
BC w punktach odpowiednio B. i A. (jest to mniejszy okrag z dwdch mozliwych).
Wowczas punkty Ay, Ae, Be, Ba, Co, Cy lezg na jednym okregu. Okrqg ten nie jest
okregiem Tuckera, a jego Srodek to punkt I.

Dowdd. 7 dowodu twierdzenia 3.3.3 wiemy, ze punkt A lezy na osi potegowej okregow
wo 1 ws. Zatem AC, = AB., takze AC, = AB, (styczne do wp). Mamy wiec, ze
AC, - ACy, = AB, - AB,, co z potegi punktu daje nam, ze czworokat C,Cy,B.B, jest
cykliczny. Analogicznie dowodzimy cyklicznosé czworokatow B, B A Ay i A ApCyCly.
Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.3.1 z cyklicznosci tych trzech czworokatow
dostajemy, ze szesciokat ApA.B.B,C,Cy jest cykliczny. Pozostalo dowiesé, ze jego
srodek to punkt I. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze symetralne CpAp, A.B. i
B,C, to odpowiednie dwusieczne trojkata ABC. Zatem punkt ich przeciecia, czyli
punkt I to srodek naszego okregu. O
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Pokazemy nowy, syntetyczny dowod okregu Angel’a Montesdeoca z 2023 roku [8]:

Twierdzenie 4.1.2. Dany jest trdjkgt ABC. Okrqg wy przechodzgcy przez punkt G,
jest styczny do prostych AB i AC' w punktach odpowiednio Ay i A (jest to wiekszy
okrag z dwdch mozliwych). Okrgg wo przechodzqcy przez punkt G, jest styczny do
prostych BC' i BA w punktach odpowiednio B. i B, (jest to wiekszy okrag z dwdch
mozliwych). Okrag ws przechodzqcy przez punkt G jest styczny do prostych CA i
CB w punktach odpowiednio C, i Cy (jest to wiekszy okrgg z dwdch mozliwych).
Wowczas punkty Ay, Ac, Ba, Be, Cq, Cp lezg na jednym okregu. Okrqgg ten nie jest
okregiem Tuckera, a jego $rodek to punkt I.

Dowdd. Niech D, E, F to punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC do
odpowiednio bokow BC, C A, AB. Na poczatek udowodnimy, ze C, Ba||EF. Niech
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proste G.F 1 G.E tna po raz drugi odpowiednio okregi ws i ws w odpowiednio
punktach X i Y. Rozpatrujac jednokladnosé w C przeksztatacajaca okrag wpisany
na ws dostajemy, ze EF||XC,. Analogicznie dostajemy, ze EF||Y B,. Przeliczajac
katy dostajemy, ze <C, XG+IB,YG.+4XG.Y = SEFG +YFEG.+4FG.E =
180°, z czego wynika, ze punkty X, C,, B,, Y sa wspolliniowe. Zatem C,B,||EF.
Skoro trojkat AEF jest rownoramienny, to takze trojkat AC, B, jest rownoramienny.
Zatem symetralna C, B, to dwusieczna kata BAC, a wiec przechodzi przez punkt
I. Zauwazmy ponadto, ze symetralna C,C, to dwusieczna kata BCA (bo trojkat
CCyC, jest rownoramienny ). Analogicznie rozumujac dla pozostalych bokéw naszego
szesciokata dostajemy, ze symetralna kazdego z jego bokéw przechodzi przez punkt
1. Zatem punkty Ay, A., B, Ba, Cy, Cp leza na jednym okregu o srodku w punkcie
1. O

4.2 Propozycja nowego okregu Gergonne’a—Nagela

Twierdzenie 4.2.1. Dany jest trdjkgt ABC. Okrqg wy przechodzgcy przez punkt G
jest styczny do prostych AB, AC' i przecina prostq BC w odpowiednio punktach Ay i
A, (jest to wiekszy okrqg z dwéch mozliwych). Okrag wo przechodzqcy przez punkt G,
jest styczny do prostych BC, BA i przecina prostqg C A w odpowiednio punktach B,
i By (jest to wiekszy okrag z dwdch mozliwych). Okrgg ws przechodzqcy przez punkt
G, jest styczny do prostych CA, CB i przecina prostg AB w odpowiednio punktach
C, i Cy (jest to wiekszy okrqg z dwdch mozliwych). Wowczas punkty Ay, A., B., Ba,
C,, Cy lezg na jednym okregu. Okrgg ten nie jest okregiem Tuckera, a jego Srodek
M lezy na prostej GeI i spetnia GeM =4 - G 1.
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Dowdd. Na poczatek udowodnimy, ze szesciokat C,CpApAcB.B,. jest cykliczny. Z
dowodu twierdzenia 4.1.2 wiemy, ze odcinki styczne z punktu A do okregow ws i
w3 sg rowne, wiec A lezy na osi potegowej tych okregéow. Zatem z potegi punk-
tu dostajemy, ze czworokat C,C,B.B, jest cykliczny. Analogicznie dowodzimy, ze
czworokaty C,CpApAc 1 ApAc.B:.B, sa cykliczne. Z czego dostajemy juz cyklicznosé
naszego szesciokata C,CpApA.B:By.

Udowodnimy teraz, ze M, I, G, sa wspollinowe. Oznaczmy srodki okregéw wy,
wa, ws przez odpowiednio O1, O, O3. Zauwazmy, ze trojkaty ABC i 010503 sa
ortologiczne, bo proste prostopadte z Oy, Oz, O3 do odpowiednio bokéw BC, C A,
AB trojkata ABC przecinaja sie w punkcie M (bo sa to symetralne odpowiednich
bokow naszgeo szeSciokata cyklicznego). Skoro A lezy na osi potegowej wo i w3 to
AG,. 1L O503. Analogicznie dowodzimy, ze proste prostopadle z odpowiednio wierz-
chotkow B i C trojkata ABC' do odpowiednio bokéw 0103 i O30 trojkata O10203
przechodzgca przez punkt G.. Zatem G, to drugi punkt ortologii trojkatow ABC' i
010503. Ponadto trojkaty ABC i 0105035 sa perspektywiczne w punkcie I (bo AOq,
BO, i CO3 to dwusieczne odpowiednich katow trojkata ABC. Zatem z twierdzenia
Sondata dla trojkatow ABC i 010203 dostajemy, ze punkty I (srodek prespekty-
wy), M (pierwszy $rodek ortologii), G, (drugi srodek ortologii) sa wspotiniowe, co
chcieliémy udowodnié.

Pozostato nam dowiesé, ze GeM = 4 - G.I. Niech D to punkt stycznosci okregu
wpisanego w trojkat ABC z bokiem AC. Rozpatrzmy jednoktadnosé¢é w B prze-
ksztalcajaca w na wy. Wowczas styczna AC do w przechodzi na styczng w X do
wo. Zatem prosta AC jest rownolegta do stycznej w X do ws, a co za tym idzie
B, X = XB,.. Zatem XO- to symetralna B,B,, wiec punkty M, Os, X sa wspotli-
niowe (leza na symetralnej B, B.). Wiemy takze, ze ID L AC, a skoro MX 1 AC to
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ID||MX. Z twierdzenia Talesa dla prostych ID i M X dostajemy, ze Céil\f = ggg
G X

Pozostalo wie dowies¢, ze =5 = 4. Punkt Y to punkt przecigcia sig AD z w (rozny
od X), a punkt E to punkt stycznosci w z AB. Oznaczmy ponadto dtugosci bokow

BC, CA, AB przez odpowiednio a, b, c. Z jednokladnosci w B przeksztalcajacej

w na we dostajemy, ze C{}g = %Ci; = G X = BGBE#. Zatem nasza teza jest

réwnowazna temu, ze BG, YD =4-G.D-BY <= XD =4.%L 7 twierdzenia
BG.  DC  AE _

G.D CA EB —

Menelaosa dla trojkata BDA i prostej E — Gg — C dostajemy, ze

GeD _ DC | AE _ atb—c . —atbtc _ (atb—c)(=atbtc) .
I = B& =¢a 5~ 2 a—brc Shla—bro) - Latem teza jest
5 ; e YD _ o (atb—c)(—atbtc) BY _ __ blazbte)
rownowazna temu, ze 5y = 2 bla—bTc) S YD T a—o(—atbie T
BD __ bla—btc)+2(atb—c)(—atbtc) YD _ 2(a+b—c)(—a+b+c) .
YD — 2(a+b—c)(—a+b+c) BD — b(a—b+c)+2(a+b—c)(—a+b+c)” Wykaze—
my, ze Y = (_a_lb_‘_c : a—%+c : CH_})_C). Niech Y’ bedzie punktem o wspotrzednych

barycentrycznych zdefiniowanych jak wyzej. Wystarczy pokazac, ze Y = Y’ czyli,
ze spelnione sg trzy nastepujace warunki: Y’ lezy na prostej AD, Y’ lezy na okregu
w, Y' # D. Zauwazmy, ze a%bﬂ # 0, zatem Y’ nie lezy na AC, czyli jest rozny od
D. Ponadto dostajemy, ze D = (85,0,48) = (a+b—c:0: —a+ b+ c). Zatem

»AC
prosta BD ma réwnanie z = f:'fb_ -+ 2. Oczywiscie Y’ lezy na tej prostej, bowiem
1 at+b—c 1

e = —arits ati—e- Pozostalo pokaza¢, ze Y’ lezy na okregu w. Okrag wpisany
ma nastepujace rownanie [13]: —a?yz —b%zx —c2zy+(x+y+2)((s—a)?z+(s—b)?y +
(s —c)*2) = 0 (gdzie s = 1(a + b+ ¢)). Podstawiajac do réwnania okregu wpisa-
—4a® b’ 4c?
aberc)(anrbfc) ~ (—a+bFo)(atb—c) (7a+b+cc)(a7b+c) +
((7¢H}b+c) + a:}ﬂrc + aﬁ)fg)( —atbe 4 g — b+ ¢4 2H0=¢) = 0. Wymnazajac otrzy-
mujemy tozsamosé [1(1].bza)t(eri1bY): V' = (e afllﬂrc Do) =
a— c)la —C

= ( (a—b+c)(a+b—c)+4(—a+b+c)(a+b—c)+(—a+b+c)(a—b+c)’

4(—a+b+c)(a+b—c)
’ (a—b+c)(at+b—c)+4(—a+b+c)(a+b—c)+(—a+b+c)(a—b+c)’

nego punkt Y’ otrzymujemy: i

(—a+b+c)(a—b+c) )
’ (a—b+c)(a+b—c)+4(—a+b+c)(a+b—c)+(—a+b+c)(a—b+c)/”
Skoro Y = % - B+ % - D, a wspoélrzedna B punktu D to zero, to % =

4(—a+b+c)(a+b—c)
(a—b+c)(a+b—c)+4(—a+b+c)(a+b—c)+(—a+b+c)(a—b+c)
do dowodzonego réwnosci otrzymujemy: CEE

2(a+b—c)(—a+b+c)
bla—b+c)+2(at+b—c)(—a+b+c)?

. Podstawiajac wyliczona wartosé %

4(—a+b+c)(a+b—c) _
a+b—c)+4(—a+b+c)(a+b—c)+(—a+b+c)(a—b+c)

co po wymnozeniu daje tozsamosé [12]. O

Twierdzenie 4.2.2. Dany jest trojkgt ABC. Okrqgg wi przechodzqcy przez punkt N,
jest styczny do prostych AB, AC' i przecina prostqg BC' w odpowiednio punktach Ay i
A. (jest to wiekszy okrag z dwdch mozliwych). Okrqg we przechodzqcy przez punkt N,
jest styczny do prostych BC, BA i przecina prostg CA w odpowiednio punktach B,
i By (jest to wiekszy okrag z dwdch mozliwych). Okrgg ws przechodzqcy przez punkt
N, jest styczny do prostych CA, CB i przecina prostg AB w odpowiednio punktach
C,, i Cy (jest to wiekszy okrag z dwdch mozliwych). Wowczas punkty Ay, Ac, Be, Ba,
Cq, Cy lezg na jednym okregu. Okrag ten nie jest okregiem Tuckera, a jego $rodek M
to punkt N,. Promien tego okretu wynosi 2r, gdzie r to promien okregu wpisanego.
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Dowdd. Udowodnimy, ze A lezy na osi potegowej okregdéw ws i wz. Niech X i Y to
odpowiednio punkt stycznosci wo z prosta AB i punkt stycznosci ws z prosta AC.
Ponadto przez I bedziemy oznaczali srodek okregu wpisanego w trojkat ABC.

Lemat 4.2.3. AI|| XN,

Dowdd. Oznaczmy przez ) okrag dopisany do trojkata ABC' styczny do boku AC.
Niech D i E to punkty stycznosci tego okregu z odpowiednio prostymi AC i AB.
7 definicji punktu Nagela mamy, ze punkty B, N,, D sa wspotliniowe. Rozpatrzmy
jednoktadnosé w B przeksztalacajaca ws na 2. W tej jednokladnosci punkt N,
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przechodzi na punkt D, a punkt X przechodzi na punkt E. Zatem N,X||ED. Z
faktu, ze AE = AD oraz faktu, ze Al to dwusieczna kata BAC dostajemy, ze
AI||ED (proste katy). Zatem AI||X N, co chcielismy dowies¢. O

Korzystajac dwukrotnie z lematu 4.2.3 dostajemy, ze N, X||AI i N,Y||AI, za-
tem punkty X, Y, N, sa wspolliniowe, wiec AI||XY. Zatem SBAI = SAXY i
JIAC = SAY X co implikuje, ze SAXY = SAY X. Zatem AX = AY, co z potegi
punktu daje nam, ze A lezy na osi potegowej okregdéw wo i ws. Ponownie korzysta-
jac z potegi punktu dostajemy, ze czworokat C,Cy,B.B, jest cykliczny. Analogicznie
dowodzimy, ze czworokaty C,CpApA. 1 ApA.B:B, sa cykliczne. Z cyklicznosci tych
trzech czworokatow dostajemy, ze szesciokat Ay A.B.B,C,Cy jest cykliczny, co chcie-
liSmy dowiesé.

Udowodnimy teraz, ze sSrodkiem tego okregu jest punkt N,. Pokazemy, ze N, lezy
na symetralnej B, B, i na symetralnej C,Cjp. Te dwa warunki sa symetryczne, wiec
wystarczy nam pokazaé, ze N, lezy na symetralnej B, B, czyli, ze N,B, = N,B..
Bedziemy uzywaé analogicznych oznaczen jak w dowodzie lematu 4.2.3. Niech [ to
styczna do we w punkcie N,. Wowczas po jednokladnosci przeksztalcajacej wo na €,
prosta [ przejdzie na AC. A zatem [||AC, czyli l||B,B., a co za tym idzie N,B, =
N,B,, zatem N, to srodek naszego okregu.

Pozostato nam udowodnié, ze promien tego okregu wynosi 2r. Oznaczmy dhu-
gosci odcinkow BC, CA, AB przez odpowiednio a, b oraz c. Niech R, ry, r to
odpowiednio promieri okregu ws, promieri okregu 2 i promieri okregu wpisane-
go w trojkat ABC. Wowczas % = BNa (z jednoktadnosci w B). Ponadto r, =

BD
a+b+c ., . . .
P e (ze wzoru na promienn okregu dopisanego lub po prostu z przeliczenia

stosunkow odcinkow stycznych). Zatem R = r - Zigfg : %%‘. Zastosujmy twierdze-
nie Menelaosa dla trojkata CDB i prostej FA (gdzie punkt F' to punkt styczno-

§ci okregu dopisanego na przeciwko wierzchotka A z bokiem BC), otrzymujemy:

r -

BN, . DA  CF _ N,D _ DA  CF _ a+4b—c a=b+tc _ a=bitc

N AC T BF = 1 > BN, = 4C ' BF — 25 atbc — a5 - Zatem
BD _ NoD _ atbtc BN, _ _2b _ 9,.._b .
BN, — LT BN, = “m =~ BD T atbie > R = 2r- ;. Niech

h to dlugos¢ wysokosci poprowadzonej z wierzchotka B w trojkacie ABC'. Niech
punkt G to rzut punktu N, na bok AC trojkata ABC. Wowcezas punkt G to $ro-
dek odcinka B,B.. Z twierdzenia Talesa dostajemy, ze N;LG = ]E“j_f) =1- %%“ =

a+2f+c = Z;gii Zapisujac pole trojkata ABC na dwa sposoby dostajemy, ze

LH;“” = — h= 7(a+bb+c)r. Zatem N,G = 7(‘17?“”. Niech ¥N,B,B, = a.

7 twierdzenia sinuséw mamy, ze % = 2R — N,B. = 2R - sina. Skoro
B,N, = N,B,., to <N,B.B, = <N,B,B, = «. 7 trojkata prostokatnego N,B.G
q aineg
dostajemy, ze sina = IJ\Z“BGC —> 2Rsina? = M = sina = W.
_ (a+c—b)r __ 2Rr(a+c—b) __ 4r2(a+c—b)b __
Zatem N,B. = 2R - \/ Smy = \/ 5 = are—hp = 2r. O]

4.3 Odwrotne Twierdzenia

Twierdzenie 4.3.1. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz trijkgta ABC.
Okrqgg wy przechodzqcy przez punkt P jest styczny do prostych AB i AC w punktach
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odpowiednio Cy, i B, (jest to mniejszy okrag z dwdch mozliwych). Okrag we prze-
chodzqcy przez punkt P jest styczny do prostych BC' i BA w punktach odpowiednio
Ap @ Cy (jest to mniejszy okrgg z dwdch mozliwych). Okrag ws przechodzqcy przez
punkt P jest styczny do prostych C A i CB w punktach odpowiednio B, i A. (jest to
mniejszy okrag z dwdch mozliwych). Wowczas jesli punkty Ay, Ac, Be, Ba, Cq, Ch
lezg na jednym okregu, to punkt P jest punktem Gergonne’a trojkgta ABC.

Dowdd. Rozpatrzmy punkt P taki, ze punkty Ay, A., B, Ba, Cqy, Cp leza na jednym
okregu. Niech D, E, F to punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC z
odpowiednio bokami BC, CA i AB. Udowodnimy, ze P lezy na AD (dowod, ze P
lezy na BE i CF bedzie analogiczny). Skoro punkty Ay, A., B, B, Ca, Ap leza na
jednym okregu i AC, = AB,, to z potegi punktu dostajemy, ze AC, = AB,, zatem A
lezy na osi potegowej wo i ws. Niech M to przeciecie prostej AP z BC'. Wowczas skoro
AP to o$ potegowa wo 1 ws, to M A, = MA,. Niech AC, =z = AB., BA, =y =
BCy, CA, =2=CB.i MAy =d = MA,.. Woéwczas CM = d + z. Z drugiej strony
CD = BEECA=AB _ 2d+z+y+2z+x_x_y = z+d. Zatem CM = CD, co implikuje, ze
D = M, z czego wynika, ze P lezy na AD. Powtarzajac analogiczne rozumowanie
dla BE i CF dostajemy, ze P to punkt Gergonnne’a w trojkacie ABC. O

Twierdzenie 4.3.2. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz tréjkata ABC'.
Okrqgg wy przechodzqcy przez punkt P jest styczny do prostych AB i AC w punktach
odpowiednio Ay i A (jest to wiekszy okrag z dwdch mozliwych). Okrgg we przecho-
dzqcy przez punkt P jest styczny do prostych BC i BA w punktach odpowiednio B, i
B, (jest to wiekszy okrag z dwéch mozliwych). Okrag ws przechodzqcy przez punkt P
jest styczny do prostych CA i CB w punktach odpowiednio C, i Cy (jest to wiekszy
okrag z dwdch mozliwych). Wowczas jesli punkty Ap, Ac, Be, Ba, Co, Cy lezg na
jednym okregu, to punkt P jest punktem Gergonne’a trdjkqeta ABC.

Dowdd. Na poczatek udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 4.3.3. Dany jest tréjkgt ABC' oraz dwa okregi wy i we styczne odpowiednio
do prostych AB, BC i AC, BC w odpowiednio punktach B, i B., C, i Cy tak,
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ze AB, = AC,. Oba punkty B, i C, lezg na bokach trojkgta albo oba poza nimi.
Wowczas 0§ potegowa wy i wo to prosta AG..

Dowdd. Na poczatek pokazemy, ze czworokat C,CyB.B, jest cykliczny. Z katéw w
czworokacie C,Cy,B.B, mamy, ze JC,CyB. + $CyB.B, + YB.B,B + $AB,C, +
JAC, B, + $CC,Cy = 360°, co korzystajac z faktu, ze trojkaty C,C»C, BB.B, i
AB,C, sa réownoramienne daje nam, ze ¥C,CyB, + ¥BB,B, + $AB,C, = 180°.
Zatem czworokat C,CyB.B, jest cykliczny. Zauwazmy zatem, ze z twierdzenia o
osiach potegowych, punkt przeciecia si¢ prostych C,C, i B.B, lezy na osi potegowej
wy 1 we. Wystarczy wiec nam pokazaé, aby wykazaé teze, ze punkt przeciecia sie
prostych C,C, i B, B, lezy na prostej AG. (bo wiemy, ze punkt A lezy juz niej
lezy). Aby to wykaza¢, bedziemy ruszaé punktem C, po prostej AC. Zauwazmy, ze
punkt w nieskonczonosci kazdej z prostych C, B,, C,C, i B.B, jest staly, niezalezny
od wyboru C, (bo katy $AC, B, $C,C,C, < B.B,B sa stale). Przez ooj, bedziemy
oznacza¢ punkt w nieskonczonosci prostej k.

Cu(AC) — Cyuooc,c, (00,c,) — Cococ,o, NAG(AG,) = C.Cpy N AG(AG,)
Ca(AC) — Cqyoog, B, (000, B,) — Ba(BA)
Bo(AB) — B,oop, B, (00B,B,) — Basoop, B, N AG.(AG.) = B.B, N AG.(AG.)
Zatem mamy nastepujace przeksztalcenie:
Coococ,c, N AG(AG.) — B,oop,p, N AG.(AG.)

Chcemy wiec pokazaé, ze powyzsza mapa rzutowa jest jednoznacznoscig. Wystarczy
to pokaza¢ w trzech przypadkach. Oznaczmy przez D, E, F punkty stycznosci okregu
wpisanego z odpowiednio bokami BC, CA i AB.

1. C, = A — trywialne.
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2. Oy =004c = B, = 004p, wowczas Cy000, 0, NAGe = 004G, = Baoop.5,N
AG,.

3. C,=E = B, = F (bozachodzi EF||C,B,), ponadto skoro trojkaty FBD i
DCE sa rownoramienne to DE||C,Cy i DF||B.By, a zatem C,000,c, NAG, =
D= BaOOBCBa N AG..

Pokazalismy, ze te trzy mapy rzutowe sa réwne w trzech punktach, wiec sa réwne
w kazdym punkcie. Dowodzi to, ze proste C,Cp i B.B, przecinaja sie na AG,, co
bezposrednio implikuje, ze AG, to o$ potegowa w; i wa. O

Przejdzmy teraz do udowodnienia naszego twierdzenia 4.3.2. Przyjmijmy, ze
punkty Ay, A., B, Bg, Cq, Cp lezg na jednym okregu. Wowcezas z potegi punk-
tu dostajemy, ze AA, - AB, = AA. - AC,, a skoro AA, = AAq, to AB, = AC,.
Ponadto skoro oba punkty A, i A. leza na odpowiednio pétprostych AB i AC, to
punkty B, i C, leza albo oba na bokach trojkata albo oba poza nimi (w przypadku,
gdy jeden lezalby na boku, a drugi nie to nasz czworokat B,C, Ay A, byltby zdegen-
rowany, przez co nie cykliczny). Korzystajac teraz z lematu 4.3.3 dla okregow wo i
w3 otrzymuujemy, ze punkt P lezy na prostej AG.. Analogicznie pokazujemy, ze P
lezy na prostych BG. i CG,. Zatem P = G.. O

Twierdzenie 4.3.4. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz tréjkgta ABC.
Okrgg wy przechodzgcy przez punkt P jest styczny do prostych AB, AC' i przecina
prostq BC' w odpowiednio punktach Ay i A. (jest to wiekszy okrag z dwdch moz-
liwych). Okrgg wo przechodzqcy przez punkt P jest styczny do prostych BC, BA i
przecina prostg CA w odpowiednio punktach B. i B, (jest to wickszy okrag z dwdch
mozliwych). Okrag ws przechodzqcy przez punkt P jest styczny do prostych CA, CB
i przecina prostg AB w odpowiednio punktach C, i Cy (jest to wiekszy okrgg z dwdch
mozliwych). Wowczas jesli punkty Ay, A., Be, Ba, Cu, Cp lezg na jednym okregu,
to punkt P jest punktem Gergonne’a lub punktem Nagela tréjketa ABC.

Dowdd. Przyjmijmy, ze punkty Ay, A, Be, Ba, Cq, Cp lezg na jednym okregu. Po-
nadto oznaczmy punkty stycznosci okregoéw wi, wo i ws z odpowiednio prostymi AB
i AC, BC'i BA, CAiCB przez odpowiednio A} 1 A., B, i B, C/ iCj. Jesli P = G,
to teza jest spelniona. Przyjmijmy wiec, ze P # G.. Z potegi punktu punktu A do-
stajemy, ze AC, - ACy, = AB, - AB.. Zatem punkt A lezy na osi potegowej ws i ws,
wiec AC), = AB],. Analogicznie dostajemy, ze BA; = BC} i CB, = CA,. Jedli co
najmniej dwie pary punktow sposrod Bj, i C7, Ay i C;, Bl i A, obie leza na bokach
trojkata albo oba poza nimi, to korzystajac dwukrotnie z lematu 4.3.3 dostaniemy,
ze P = G, co jest sprzeczne z naszym zalozeniem. Zatem dla co najmniej dwoch
par z wyzej wymienionych zachodzi warunek, ze jeden punkt z danej pary lezy na
boku tréjkata, a drugi nie. Gdy zdefiniujemy dla kazdej z powyzszych trzech par,
prosta przechodzaca przez punkty z danej pary, to dla co najmniej dwéch par, prosta
ta bedzie rownolegta do odpowiedniej dwusiecznej trojkata ABC (tak jak w dowo-
dzie twierdzenia 4.2.2). Bez straty ogoélnosci przyjmijmy, ze A;C) jest rownolegte do
dwusiecznej kata ABC' i ze Al B! jest rownolegte do dwusiecznej kata ACB.
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Niech D to punkt na boku BC taki, ze AD przechodzi przez N,. Niech X to
punkt przeciecia sie wy z AD takpunkt X lezy miedzy punktami A i D. Z lematu
4.2.3 dla punktu X dostajemy, ze X A, jest rownolegle do dwusiecznej kata AC B,
czyli rownolegle do A’ B!. Dostajemy z tego, ze punkty X, A’, B/ sa wspotliniowe.
Analogicznie dowodzimy, ze punkty X, A;, C; sa wspolliniowe. Udowodnimy teraz
nasteujacy lemat:

Lemat 4.3.5. Punkt D to Srodek odcinka C|BL.

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze skoro A/ B!, jest rownolegte do dwusiecznej kata
BCA to trojkat A,.CB. jest rownoramienny (katy). Analogicznie trojkat C;BAj
jest rownoramienny. Zatem przeksztalacajac rownowaznie tez¢: C;D = DB, <=
CyD+AA, = DB.+ AA,, <= AB+BD = AC+CD, co jest prawdziwe, bo punkt
D to punkt stycznosci okregu dopisanego, dla ktérego spetniona jest ta wlasnosé. [

Zatem z powyzszego lematu otrzymujemy, ze punkt D to $rodek C}B., a co za
tym idzie punkt D lezy na osi potegowej wso i ws3. Zatem prosta AD to 0§ potegowa
okregdéw wo 1 w3, wiec punkt P lezy na AD. Mamy dwa przypadki:

1. Jeden z punktow C! i B! lezy na boku trojkata ABC, a drugi nie. W tym
przypadku mozemy powtorzy¢ analogiczne rozumowanie jak powyzej (dwa razy
dla dwoch innych par punktow) otrzymujac, ze punkt P lezy takze na prostych
BN, i CN,, wowczas P = N,.

2. Punkty C/ i B! oba leza na bokach trojkata ABC lub oba poza. Korzystajac z
lematu 4.3.3 dla ws i w3z otrzymujemy, ze punkt P lezy na prostej AG.. Wiemy
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jednak, ze punkt P lezy na prostej AN,, wiec proste AG. i AN, to te same
proste. Z definicji prostych AN, i AG, dostajemy, ze punkt stycznosci okregu
wpisanego w trojkat ABC' z bokiem BC' to srodek odcinka BC, co z symetrii
wzgledem AD daje nam, ze trojkat ABC' jest rownoramienny.

Skoro punkt P lezy na w; i na odcinku AD), to punkt P to punkt przeciecia sie
odcinka AD 7z w1, czyli punkt X. Niech punkt X’ to punkt przeciecia sie okregu
wo z odcinkiem laczacym punkt B z punktem stycznosci okregu dopisanego do
trojkata ABC na przeciwko wierzchotka B. Wowczas z lematu 4.2.3 dostajemy,
ze prosta X' B!, jest rownolegla do dwusiecznej kata BC' A, wiec punkty X', A’
i B! sa wspolliniowe, a co za tym idzie X = X’. Zatem X lezy zaréwno na
prostej AN,, jak i BN,. Zatem X = N,, wiec P = Nj.

O
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Rozdziat 5

Okrag styczny Gergonne’a i
Nagela

5.1 Okrag styczny — punkt Gergonne’a

Pokazemy nowy, syntetyczny dowdd okregu Angel’a Montesdeoca z 2023 roku [10][8]:

Twierdzenie 5.1.1. Dany jest tréjkat ABC o okregu wpisanym w. Okrgg w1 prze-
chodzqcy przez punkt G, jest styczny do prostych AB i AC (jest to wickszy okrag z
dwdch mozliwych). Okrag we przechodzqcy przez punkt G. jest styczny do prostych
BC i BA (jest to wickszy okrqg z dwdch mozliwych). Okrqg ws przechodzqcy przez
punkt G, jest styczny do prostych CA i CB (jest to wickszy okrag z dwéch mozli-
wych). Okrag Q to okrgg styczny do wi, we i ws. Wowczas Srodek M okregu €2, lezy
na prostej IG. 1 spetnia GeM = 4G 1. Promien tego okretu wynosi 4r, gdzie r to
promien okregu wpisanego.
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Dowdd. Niech D, E, F to punkty stycznosci okregu w z odpowiednio bokami BC C'A,
AB. Ponadto niech punkty X, Y, Z to drugie przeciecia sie odpowiednio prostych
G.D,G.FE, G.F z odpowiednio okregami wy, ws i w3. Wowczas z dowodu twierdzenia
4.2.1 wiemy, ze ngg gzg = geg = %. Takze z dowodu twierdzenia 4.2.1 wiemy,
ze styczna w X do wq, styczna w Y do ws i styczna w Z do ws jest réwnolegta do
odpowiednio prostej BC', CA i AB. Rozpatrzmy wiec jednoktadnosé w G, o skali 4.
Woéwcezas punkt D przechodzi na punkt X, a zatem prosta BC' przechodzi na styczna
w punkcie X do ws. Po tej jednokladnosci w przechodzi wiec na okrag styczny do ws.
Analogicznie pokazujemy, ze po tej jednokladnosci, okrag w bedzie styczny do ws i
ws. Zatem jest to szukany okrag z naszego twierdzenia. Jego $rodek M lezy zatem
na prostej Gl ispelnia Go.M = 4G .I. Promien teg okregu jest cztery razy wiekszy
od promienia okregu wpisanego, czyli wynosi 4r. O

Whiosek: G, to srodek jednokladnosci dodatniej przeksztalcajacej w na .

5.2 Propozycja nowego okregu stycznego — punkt
Nagela

Twierdzenie 5.2.1. Dany jest trajkgt ABC o okregu wpisanym w. Okrgg wi prze-
chodzqcy przez punkt N, jest styczny do prostych AB i AC (jest to wickszy okrag z
dwdch mozliwych). Okrgg wa przechodzqcy przez punkt N, jest styczny do prostych
BC i BA (jest to wiekszy okrag z dwdch mozliwych). Okrqg ws przechodzgcy przez
punkt N, jest styczny do prostych CA i CB (jest to wickszy okrqg z dwdch moz-
liwych). Okrgg Q to okrgg styczny do wy, wy @ ws. Wdwczas $rodek M okregu €,
lezy na prostej IN,. Promien tego okretu wynosi %, gdzie r to promien okrequ
wpisaneqgo.

Uwaga: Jesli r = IN, to nasz okrag to prosta, ktéory mozna interpretowaé jako
okrag o $rodku w punkcie w nieskoniczonosci i nieskonczonym promieniu.




Dowdd. Niech D, E, F to punkty styczno$ci w z odpowiednoo bokami BC, C'A i
AB trojkata ABC. Niech X, Y, Z to punkty stycznosci 2 z odpowiednio okregami
w1, ws 1 ws. Rozpatrzmy inwersje wzgledem okregu Gergonne’a—Nagela punktu N, .
Wowcezas wi, ws, ws przechodzg na odpowiednio proste BC, CA i AB. Zatem okrag
Q przeszed! na okrag styczny do prostych BC, CA i AB, czyli na okrag w. Zatem
punkty X, D, N,; Y, E, N,; Z, F, N, sa wspolliniowe (nie korzystamy potem juz
z tego faktu, ale jest to tadna wlasnosé¢). Punkt M lezy wiec na prostej IN,.
Pozostalo nam wyznaczyé¢ promien tego okregu. Jesli IN, = r, to nasz okrag
przejdzie na prosta, czyli okrag o nieskoriczonym promieniu. W dalszym ciagu przyj-
mijmy, ze IN, # r. Ponadto przyjmijmy bez straty ogolnosci, ze IN, < r (je-
§li IN, > r to rozumowanie jest analogiczne). Niech P i () to punkty przeciecia
sie prostej] IN, z w tak, ze punkty P, I, N,, R leza w tej kolejnosci na prostej
IN,. Niech P’ i @’ to obrazy tych punktéw po naszej inwersji. Mamy wowczas, ze:
(Nal + 1) (NgP') = 412 = N,P' = {2 N,Q - N,Q' = 4 = N,Q =

4r” _ Srodek okregu € to $rodek odcinka P’Q’, zatem promieri tego okregu wy-

r—IN,
ar? + ar? 3
s T—IN, Noltr 1 1 2 4 salié
10s1 afa*— = 27‘2 . (m + m) = 27”2 . T27;N3 = TQJ}Ng, CcO ChClehSHly
dowies¢. O

Whniosek: N, to $rodek jednokladnosci przeksztalcajacej w na €.

ar3
< . . 2_IN2 e s .
Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze ]}[“NJY = Ir = sl Przyjmijmy analogiczne ozna-
czenia i konfiguracje jak w dowodzie powyzszego twierdzenia. Wowczas N, M =
4r2 + ar? P o 2
r—INg ' Nqltr _ _ 4r . 2r __2r _ 27,2 3 ( 1 _ 1 ) _ 27“2 .21 IN, __
2 NoI+r = r—IN, NoI+r — r—IN, NoI+r/ — r2—IN2 —
2 4r3 4r2.IN,
4r=-IN, . . . . . NoM _  [r2-IN2| r2—IN2
PToING Przeksztalcajac réwnowaznie teze: N, = - — ™, =
2 . 2 2
TQE+N3, tozsamosc. O
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28a72Bb-c%29%28-a%,2Bb’%2Bc%29%29

Max Schindler, Evan Chen, Barycentric Coordinates in Olympiad Geometry,
https://web.evanchen.cc/handouts/bary/bary-full.pdf
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