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Rys. 1. Konstrukcja drzewa trie dla
kolejnych prefikséw stowa ABAA.
Krawedzie dodawane w kolejnych

krokach zaznaczono kolorem; wynikowe
drzewo ma w = 10 wezléw

Rozwigzanie zadania F 1003.
Spadek z wysokosci hg trwa

to = 2ho /g, po czym nastepuje odbicie

z predkosciag vi = k4 /2ghg, a nastepnie
ruch w gére do wysokosci hy = k% ho

(po odbiciu energia kinetyczna wynosi

k2 energii przed odbiciem) i ponowne
spadanie. Calkowity czas pomiedzy
pierwszym i drugim odbiciem wynosi wiec

t1 = 24/2h1/g = 2k+/2ho/g.

Analogicznie czas pomiedzy odbiciem n
in 4+ 1 wynosi:

tp = kty,_1 = 2k™ A/ 2}10/g.

Catkowity czas t, jaki uptynie do
wyttumienia podskokéw, réowny jest:

oo
2k
t =ty + E 1‘,7,,:\/211,()/g(l+m>.
n=1

‘W obliczeniach skorzystaliSmy ze wzoru
na sume szeregu geometrycznego. Po
podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy t ~ 2,6 s. Model Newtona
jest nieco uproszczony i nie uwzglednia
wzrastania wspélczynnika restytucji od
0,7 do 1 wraz ze zmniejszaniem predkosci
zderzajacych si¢ cial.

Zliczamy podciagi Tomasz IDZIASZEK*

Zaczniemy od takiego zadania: dla danego n-literowego stowa s chcemy znalezé
liczbe jego réznych podciagdéw. Innymi stowy, chcemy odpowiedzie¢ na pytanie,
ile r6znych stéw mozemy uzyskaé¢ poprzez wykreslanie niektorych liter ze stowa s.
Dla przyktadu rozwazmy stowo ABAA. Ma ono doktadnie 10 réznych podciagdw:
stowo puste, A, B, AA, AB, BA, AAA, ABA, BAA oraz ABAA. Dla uproszczenia
bedziemy rozwazaé stowa zlozone z liter A i B, ale nasze rozwiazania beda
dziala¢ dla dowolnego A-literowego alfabetu.

Zaczniemy od algorytmu, ktory bedzie konstruowat mozliwe do uzyskania
podciagi dla kolejnych prefikséw stowa s (rys. 1). Wygodnie jest trzymac te
podciagi na drzewie, w ktorym krawedzie sa etykietowane literami, a kazda
Sciezka od korzenia do dowolnego wezta odpowiada jednemu podciagowi (czyli
na tzw. drzewie trie). Tak wiec liczba wezléw w tego drzewa bedzie oznaczala
liczbe ré6znych podciagdéw (wlaczajac korzen drzewa odpowiadajacy podciagowi
pustemu).

Przypusémy, ze skonstruowalidémy drzewo dla prefiksu p = s182...s;_1 i chcemy
doda¢ kolejna litere ¢ = s;, aby uzyskaé drzewo dla prefiksu pc = s1s2...5;-15;.
Wszystkie podciagi z pc beda albo podciagami wystepujacymi juz w p, albo tymi
samymi podciagami rozszerzonymi o litere c. Tak wiec, gdy w drzewie dla p do
kazdego wezla dodamy krawedz o etykiecie ¢, uzyskamy drzewo dla pc. Moze
sie zdarzy¢, ze w niektorych weztach taka krawedz juz istniala — oznacza to,

ze odpowiadajacy podciag juz wystepowal w p, zatem nie nalezy go dodawac
ponownie.

Taki algorytm, cho¢ poprawny, ma ztozono$é wyktadnicza wzgledem n. Istotnie,
stowo ztozone z n réznych liter ma 2" podciggéw. Ale dla dwuliterowego
alfabetu nie jest duzo lepiej: stowo (AB)™/? (AB powtérzone 5 razy) ma wigcej
niz 2"/2 podciagéw (w szczegblnoéci zawiera wszystkie mozliwe 5-literowe stowa
jako podciagi).

Okazuje sig, ze aby znalez¢ liczbe podciagdéw, nie musimy trzymaé w pamieci
calego drzewa. Niech w. oznacza liczbe wezléw drzewa, z ktorych wychodzi
krawedz z litera ¢ (jest to tez po prostu liczba krawedzi z etykieta ¢). Gdy
dodajemy litere ¢, dodajemy nowg krawedz do doktadnie w — w. weztow,

a zatem zwiekszamy sumaryczna liczbe wezléw (tym samym liczbe podciagdw)
z w na 2w — w,. Ponadto zwigkszamy liczbe krawedzi z etykieta ¢ z w,. do

we + (W —we) = w.

Wystarczy wiec, ze bedziemy trzymali w pamieci wektor (w,wy, ws), poczatkowo
réwny (1,0,0). Gdy dodajemy nowa litere A, to zastepujemy ten wektor

przez (2w — wy, w, wy), a dla litery B przez wektor (2w — wg, wy, w). Poniewaz
zawsze zmieniamy tylko dwie wspolrzedne wektora, to dostajemy rozwiazanie

o zlozonosci czasowej O(n + A).

W konkursach programistycznych panuje moda na utrudnianie zadan z ciagami
przez rozwazanie wielu zapytan o fragmenty stowa. Sprébujmy zmierzy¢ sie

z taka wersja zadania. Dostajemy zatem ¢ zapytan, kazde postaci (I,7), o liczbe
roznych podciagéw dla fragmentu s;8;41 ... S,. Przy czym q jest duze, wiec

nie mozemy sobie pozwoli¢ na uruchomienie algorytmu liniowego dla kazdego
zapytania oddzielnie.

W algorytmie dla jednego zapytania utrzymujemy wektor (w,w,,ws). Poniewaz
wspdélezynniki nowego wektora (po dodaniu litery) sa kombinacjami liniowymi
wspolezynnikéw oryginalnego wektora, wiec mozemy zamiane wektora zastapicé
mnozeniem go z prawej strony przez jedna z ponizszych macierzy:

2 10 2 01
MA = 71 O 0 5 MB = O 1 0
0 0 1 -1 0 0

Naduzywajac nieco notacji, oznaczmy przez M; macierz odpowiadajaca i-tej
literze stowa s, czyli M; = M,,. Zaczynajac od wektora (1,0,0), mnozymy go
przez kolejne wartosci M;, uzyskujac na koricu wektor (w,w,,ws) dla calego stowa.
Pomnozywszy go skalarnie przez (1,0, 0), dostajemy warto$¢ w, czyli szukana
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Konstrukcje drzewa przedziatowego
przechowujacego macierze opisywaliSmy
m.in. w informatycznym kaciku
olimpijskim w A?O‘

Macierz M jest odwracalna, jesli istnieje

liczbe podciagéw. Poniewaz macierze sg rozmiaréw (A + 1) x (A + 1) i umiemy
pomnozy¢ dwie takie macierze w czasie O(A43), to caty algorytm, sprowadzajacy
sie do obliczenia wzoru

(1,0,0) My My -+~ M, 1M, (1,0,0)",
zadziata w czasie O(nA3?). Jest to istotnie gorsza zlozonoéé, niz mielismy
wczedniej, ale przedstawienie obliczen w postaci macierzowej daje nam wigksza
elastycznos¢. Obliczenie odpowiedzi dla fragmentu s;s;11 ... s, wymaga bowiem
przemnozenia macierzy (1,0,0) M;M;, 1 ---M,_1 M, (1,0,0)T. Poniewaz mnozenie
macierzy jest operacja taczna, wiec w tym celu mozemy uzy¢ struktury danych
zwanej drzewem przedziatlowym. W lisciach drzewa bedziemy trzymaé macierze
My, Ms, ..., M,, aw weztach wewnetrznych przemnozone macierze z dzieci.
Dzieki temu bedziemy mogli odpytywac o iloczyn macierzy dla dowolnego
fragmentu w czasie O(A3logn), gdyz dzielimy go na O(logn) przedzialéw
bazowych, ktérych macierze mnozymy w czasie O(A3?). Z kolei sama konstrukcja
drzewa zajmie czas O(nA?), wiec algorytm bedzie dzialal w sumarycznej
ztozonoéci czasowej O(nA3 + gA3 logn).

Mozna ja jeszcze troche przyspieszyé, korzystajac ze standardowej sztuczki dla
zapytan o iloczyny macierzy. Tak naprawde nie pytamy sie o cala macierz,

a o jeden z jej elementéw (dlatego mnozymy obustronnie przez wektor).
Poniewaz mnozenie macierzy przez wektor dziala w czasie O(A?), jest wiec
szybsze niz mnozenie macierzy przez macierz (i daje w wyniku wektor), mozemy
zatem macierze dla przedzialéw bazowych od razu domnazaé¢ do jednego z tych
wektoréw. Tym sposobem algorytm bedzie dzialal w czasie O(nA? + gAZ? logn).

Wilasnos¢ mnozenia macierzy, ktéra wykorzystujemy w drzewie przedzialowym,

taka macierz M ", ze iloczyny M - M~1!
oraz M~ M sa réwne macierzy
identycznosciowej.

Dla odwracalnych macierzy My i M»
mamy (M; - Mo)™' = Myt M

oraz

to taczno$é. Gdyby dodatkowo nasze macierze M, i My byly odwracalne,
to zamiast drzewa przedzialowego mogliby$my wykorzystaé¢ zwykle
sumy (a wilasciwie iloczyny) prefiksowe. Jesli przyjmiemy oznaczenie

Pi = M1M2 < 'Mi—lMi oraz Qz = 1:)1-_1, to wtedy QZ =

MM My M

(1,0,0) M;M 4y --- M,_1 M, (1,0,0)" = (1,0,0) Q;_1 - P, (1,0,0)7.

Niestety, nie wszystkie macierze sa odwracalne. Ale
popatrzmy na macierz M, jako przeksztalcajaca

wektor v = (w, w,, wg) na wektor v/ = (W', wy, wg),
gdzie w' = 2w — wy, wy = w i wy = we. GdybySmy
dostali wektor v/, to czy umieliby$my na jego podstawie
odtworzy¢ wektor v? Odpowiedz jest twierdzaca —
proste przeksztalcenia prowadza do wzoru w = wy,

wy = 2wy — w' 1 wg = wg. Sa to réwniez przeksztalcenia
liniowe, wigc mozemy je zapisa¢ w formie macierzy, ktéra
musi byé zatem macierza odwrotna do M, (tak samo
odwracamy macierz Mg):

0 -1 0 00 -1
Mit=(1 2 o], M'=[0 1 0
0 0 1 10 2

Mozemy wiec w czasie O(nA3) wyznaczyé wszystkie P,
biorac P; = P;_1M;. Macierz odwrotna Q; = PZ-_1
mozemy réwniez obliczyé w czasie O(A?), ale jest to
bardziej klopotliwe niz mnozenie. Aby tego uniknacé,
wyznaczymy ;, korzystajac ze wzoru

Qi = (Pi—lMi)il = Mi_lpi__ll = Mi_lQi—l-

Teraz jedno zapytanie bedzie dziataé w czasie O(A3)
lub nawet w czasie O(A?), bo dla wyniku potrzebujemy
wykonaé¢ mnozenie (1,0,0) ;—1 oraz mnozenie

P, (1,0,0)T, a nastepnie pomnozy¢ skalarnie uzyskane
wektory. Ale jesli przyjrzymy sie temu wzorowi blizej,
to tak naprawde mnozymy w nim pierwszy wiersz
macierzy ;—1 przez pierwsza kolumne macierzy P,
zatem mozemy to bezposrednio zrobi¢ w czasie O(A).
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Dostajemy zatem algorytm o zlozonosci czasowej
O(nA3 + qA).

Przypomnijmy, ze zaczeliémy od rekurencji liniowej,
ktora zapisaliSmy w postaci macierzy, aby skorzystaé

z ich wlasnosci (lacznoéei dla drzewa przedziatowego

i istnienia odwrotnosci dla iloczynéw prefiksowych).
Zauwazmy, ze o ile w drzewie przedzialowym
potrzebowalismy umie¢ mnozy¢ dowolne macierze,

to w algorytmie sum prefiksowych wystarczy nam
domnazanie przez macierze M; oraz Mi_l, wiec znowu
mozemy skorzystaé z faktu, sa one szczegdlnej postaci.
Domnazanie macierzy P przez M; modyfikuje jedynie
dwie kolumny macierzy P (przykladowo dla M,

na druga kolumne kopiujemy pierwsza, a pierwsza
mnozymy przez 2 i odejmujemy druga). Zatem mozemy
skopiowaé macierz P;_; do macierzy P; w czasie O(A?),
a nastepnie zrobi¢ uaktualnienie dwoéch kolumn w czasie
O(A). (Analogicznie dla macierzy Q.) Tak wigc faze
obliczen wstepnych mozemy zrealizowaé w czasie
O(nA?), co da nam algorytm o ztozonoéci O(nA? + qA).

Czas na ostatnia obserwacje: wcale nie musimy
pracowicie kopiowa¢ calych macierzy. Poniewaz

z macierzy ; potrzebujemy jedynie pierwszego

wiersza, a z macierzy P; jedynie pierwszej kolumny,
zatem wystarczy te macierze modyfikowaé w miejscu
(czyli nadpisujac nieaktualne wartosci nowymi w tym
samym miejscu), a kopiowaé jedynie potrzebne wiersze

i kolumny, co zajmie czas O(A). Zatem ostatecznie
dostajemy rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(nA + gA).



