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Zadania z matematyki nr 645, 646

Redaguje Marcin E. KUCZMA
645. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Boki BC' i C'D maja jednakowsa
dtugosé. Na przedluzeniu odcinka AB odkladamy odcinek BE dlugosci
— 44 |BE| = |AD|. Dowiesé, ze |AC| = |CE].
o

646. Niech f bedzie funkcja o wartosciach rzeczywistych, okreslona na
zbiorze liczb dodatnich, dwukrotnie rézniczkowalna, spelniajaca warunek
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Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2012
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5 dla z > 0. Czy taka funkcja moze mie¢ asymptote przy z — oo?

Zadanie 646 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
633 (WT = 2,10) i 634 (WT = 1,33)
z numeru 1/2012

Rozwigzania zadan z numeru 5/2012

Przypominamy tresé¢ zadan:

Tomasz Tkocz Rybnik 42,75 641. Na plaszczyznie dane sa punkty A, B. Rozwazamy wszystkie czworokaty wypukte ABC D, polozone
Roksana Stowik  Knuréw 40,04 w ustalonej péltptaszczyznie o krawedzi AB, symetryczne wzgledem prostej BD, z katem prostym
Zbigniew Skalik ~ Wroctaw 38,93 przy wierzchotku D. Wykazaé, ze istnieje punkt wspdlny wszystkich uzyskanych prostych C'D.
Michal Miodek Zawiercie 37,56
eha 1o e. aw1,er01e ’ 642. Dana jest liczba naturalna nieparzysta n. Ala i Bartek graja w gre, wykonujac ruchy na
Adam Dzedzej Gdansk 36,77 ) . St v st liczl kowita i zmieni ey trakeic o G 2. do kté
Tomasz Wietecha Tarnéw 33,02 przemian. Stan gry jest liczby calkowity i zmienia swa, wartos¢ w trakcie gry. Gracz, do ktérego
nalezy ruch, moze do tej liczby zastosowaé jedng z dwéch operacji: odjaé¢ od niej dowolng dodatnia
liczbe calkowita, mniejsza niz n, albo podzieli¢ jg przez n i zaokragli¢ wynik do najblizszej liczby
P calkowitej (wobec nieparzystosci n, kierunek zaokraglenia jest zawsze dobrze okreslony). Powstala
nowa warto$¢ przechodzi do dyspozycji przeciwnika. Wygrywa, kto pierwszy uzyska wartosé¢ 0.
F--——=—=-==-=-=-=-=-= E/ Rozpoczyna Ala, startujac od liczby n™. Kto ma strategie wygrywajaca?
1 ™~
X C //’ 641. Z punktu B prowadzimy potprosta p, prostopadta do AB, polozong
' P w rozpatrywanej péiptaszczyznie. Niech ABC'D bedzie jednym z rozwazanych
D : // czworokatéow. Tréjkat ADC jest prostokatny, réwnoramienny. Stad (i z wypuktosci
P czworokagta ABC D) wynika, ze punkt D lezy po tej stronie p, co punkt A.
! ’ , — . . .
I > Poétprosta DC™ przecina wigc p w pewnym punkcie F, tworzac czworokat wypukty
1 . . . . A
| // ABED. Ma on katy proste przy wierzchotkach B i D; mozna na nim opisaé¢ okrag.
Vid Zatem |XAEB| = |XADB| = 45° (ostatnia réwnos¢ zachodzi, bo BD jest symetralna
A B

odcinka AC). Stad wniosek, ze F jest wierzchotkiem kwadratu, ktérego jednym bokiem

jest odcinek AB. Jest to szukany punkt wspélny wszystkich mozliwych prostych CD.

642. Kazdy ruch zmniejsza warto$¢ przekazywanej liczby.
Gra sie¢ zatem zawsze konczy, a ktérys z graczy ma strategie
wygrywajaca. Dodatnig liczbe catkowita nazwijmy zielong,
jesli — startujac od tej liczby — gracz rozpoczynajacy ma
strategie zwycieska; nazwijmy ja czerwong, gdy strategie
zwycieska ma jego przeciwnik; roéwniez liczbe 0 bedziemy
uwazad za czerwong. Wykazemy, ze liczba n™ jest zielona; a wiec
(jak zwykle w tego typu zadaniach) wygrywa dziewczyna.

Rozbicie zbioru liczb catkowitych nieujemnych na liczby
zielone i czerwone jest scharakteryzowane przez wtasnosci:

(1) od kazdej liczby zielonej mozna przejsé jednym ruchem
do czerwonej;

(2) od kazdej liczby czerwonej wszystkie ruchy prowadza do
liczb zielonych.

Wsréd liczb mniejszych od n? liczbami czerwonymi sa
wielokrotnosci liczby n, i tylko one; sprawdzenie wlasnosci
(1), (2) jest natychmiastowe. Sama liczba n? jest wszelako
zielona (dzielenie przez n prowadzi do czerwonej liczby n).
Liczby z przedziatu (nz; n? + %) tez sa zielone (dzielenie
z zaokragleniem prowadzi do n). Zajmiemy sie teraz
liczbami wigkszymi.

Przyjmijmy n = 2k — 1, czyli k = [n/2]. Wezmy pod uwage
zbidr

Z={zreN:z>n">—n,z#k (mod n)}.
Udowodnimy, ze wszystkie liczby w zbiorze Z sa zielone.
Przypusémy, ze tak nie jest. Niech ¢ bedzie najmniejsza
liczba czerwona w zbiorze Z. Wiemy juz, ze zielone sa
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wszystkie liczby od n? —n 4+ 1 do n? + k — 1; tak wiec

¢ > n? + k. Niech b bedzie najwicksza liczba spetniajaca
warunki b < ¢, b = k (mod n); zatem b > n?* + k. Jest ona
osiggalna z liczby ¢ ruchem odejmowania.

Dzielenie przez n z zaokragleniem, zastosowane do kazdej

z liczb b, ¢, daje w wyniku te sama liczbe a; konkretnie:
liczbe a = (b+ k — 1)/n. Liczba c¢ jest czerwona, wiec w mysl
wlasnosci (2) liczby b i a (osiagalne z ¢) sa zielone. W mysl
wlasnosci (1), istnieje ruch, prowadzacy od liczby b do
jakiejs liczby czerwonej. Nie jest to dzielenie z zaokragleniem
(ktére daje liczbe a); za$ odejmowanie od b liczb 1,...,n—1
nie wyprowadza ze zbioru Z (skoro b > n? 4 k oraz b = k).
Ktéras z tak uzyskanych réznic powinna by¢ liczba czerwong,
— whrew okresleniu ¢ jako najmniejszej liczby czerwonej

w zbiorze Z.

Sprzeczno$¢ dowodzi, ze istotnie caty zbidér Z jest zielony.
Oczywiscie n™ € Z. Ala wygrywa.

Uwaga. Niektére liczby zielone (> n2) sa takze poza zbiorem Z
(na przyktad liczba 2n? — n + k jest zielona). Mozna wykazaé, ze
oprécz liczby 0, czerwone sa liczby nastepujacych dwéch postaci,
i tylko one:
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Sprawdzenie wlasnosci (1), (2) wymaga ucigzliwego rozpatrywania
wielu przypadkow.



