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Trzy rodzaje indukcji matematycznej
Barttomiej BZDEGA

Dodajac obustronnie n 4+ 1 do réwnoéci 1 +2+...+n = %n(n + 1), dowodzimy
implikacji
=

1 1
1+2+...+n:§n(n+1) 1+2+...+(n+1):§(n+1)(n+2).

T(n) T(n+1)
Zwroémy uwage, ze druga rownosé jest analogiczna do pierwszej, z ta jedynie
r6znica, ze kazde n zostalo zastapione przez n + 1. To tlumaczy nazwy T'(n)
i T(n+ 1), ktére zostaly tym réwnosciom nadane.

Zauwazmy, ze T(1) jest réwnoscia prawdziwa: 1 = % -1-2. Wyzej udowodniona
implikacja dla n = 1 ma postaé¢ T'(1) = T'(2), zatem i réwnos¢ T(2) jest
prawdziwa. Nastepnie biorac n = 2, wnioskujemy prawdziwos¢ T'(3) i tak
dalej, przez caly zbidr liczb naturalnych. To oznacza, ze T'(n) jest zdaniem
prawdziwym dla kazdego naturalnego n.

Powyzsze rozumowanie jest przykladem dowodu przez indukcje. Ogdélniej, zasada
indukcji matematycznej moéwi, ze jesli chcemy wykazaé¢ prawdziwosé jakiegos
stwierdzenia T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych n > ng (zwykle ng = 1),

to wystarczy udowodnié T'(ng) (baza indukcji), a nastepnie dla wszystkich
naturalnych n > ng dowie$é, ze T'(n) = T(n + 1) (krok indukcji; stwierdzenie
T'(n) nazywamy tu zalozeniem indukcyjnym, a T'(n + 1) — teza indukcyjna).

Przedstawiamy ponizej jeszcze dwa rodzaje indukcji. Indukeje o glebokosci d > 1
stosujemy w zadaniach 3 i 8, a silna indukcje w zadaniach 9 i 10.

Indukcja o gleboko$ci d. Baze indukcji stanowia stwierdzenia
T(no), T(no+1),...,T(ng+d—1), a wkroku indukcyjnym dowodzimy
implikacji T(n) AT(n+1)A...AT(n+d—1) = T(n+d) dlan > no.

Silna indukcja. Baza jest stwierdzenie T'(ng), a krokiem indukcyjnym
T(ng) NT(no+1)A...AT(n—1)=T(n) dlan > no.

Zadania. (Uwaga. Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczbg naturalna.)

1. Niech n bedzie liczba naturalna. Udowodnié¢ przez indukcje, ze:
(a) 3" +4" < 5™ dlan > 3, (b) 12| 7™ + 6n — 1.

2. Udowodnié¢ nieréwnosé Bernoulliego: (1 + )™ > 1 4+ nx dla wszystkich liczb
rzeczywistych x > —1 i liczb naturalnych n.

3. Wiadomo, ze a1 = 5, as = 13 oraz an42 = dany1 — 6a, dla n > 1. Wykazaé, ze
an, = 2" 4 3™ dla wszystkich naturalnych n.

4. Dowie$é, ze n > 1 réznych okregéw dzieli plaszczyzne na co najwyzej n? —n + 2
obszarow.

5. Nazwijmy L-ka figure ztozong z trzech kwadratéw jednostkowych, w ksztalcie
litery L. Niech n bedzie liczba naturalna. Udowodnié, ze szachownice
o wymiarach 2™ x 2" z jednym usunietym polem mozna rozciaé na L-ki.

6. Udowodnié¢ male twierdzenie Fermata: p | n? — n dla kazdej liczby pierwszej p
i liczby naturalnej n.

7. Niech n bedzie liczba naturalna. Dowiesé, ze istnieje n-cyfrowa wielokrotnosé
liczby 2™, w ktoérej zapisie dziesietnym wystepuja tylko cyfry 11 2.

8. Wykazaé, ze dla n > 7 mozemy tak umiesci¢ w wierzchotkach n-kata foremnego
rézne liczby od 1 do n, by warto$é¢ bezwzgledna réznicy liczb z kazdych
dwoch sasiednich wierzchotkéow byta kwadratem liczby naturalne;j.

9. Na stole lezy n > 1 stos6w monet, po jednej w kazdym. W danej chwili
mozemy polaczy¢ dwa dowolnie wybrane stosy w jeden. Jedli polaczymy
stos a monet ze stosem b monet, to zapisujemy iloczyn ab. Te czynnosci
wykonujemy az do uzyskania jednego stosu n monet. Dowie$é, ze suma
zapisanych iloczynéw wymnosi %n(n —1).

10. Kazda liczbe naturalna pomalowano pewnym kolorem w taki sposéb, ze
jesli a,b > 2 sa liczbami naturalnymi, to liczby a 4+ b i ab maja ten sam kolor.
Dowiesc¢, ze wszystkie liczby naturalne wigksze od 4 maja ten sam kolor.
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