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797. W tréjkacie ABC wysokosé poprowadzona z wierzchotka C' ma dlugosé h.
Punkty M i N to (odpowiednio) $rodki bokéw AC i BC. Okrag przechodzacy
przez punkty B i N, styczny do prostej BM, przecina prosta AB ponownie

w punkcie P. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe A, dla ktérej (przy kazdej takiej

konfiguracji) odcinek AP ma dlugos$¢ nie mniejsza niz Ah.

798. W nieograniczonym trojkatnym diagramie
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w goérnym wierszu jest pojedyncza jedynka; a dalej kazdy element jest suma
A trzech liczb znajdujacych sie nad nim w poprzednim wierszu (N, |, ). Wiersze

’ sg numerowane od zera; zatem w n-tym wierszu jest 2n + 1 liczb dodatnich.
D (a) Wykazaé, ze w kazdym wierszu, poza zerowym i pierwszym, jest jakas liczba
. E parzysta.

nieparzyste.

(b) Wyznaczyé¢ numery tych wierszy, w ktérych sa dokladnie trzy liczby

Zadanie 798 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktoéra przystal pan
Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2019

Przypominamy tresé zadan:

789. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R spelniajace rownanie
f(f(:l:) + g) =4yf(x) + f(.’l;2 —y) dla =z,y €R.

790. Na bokach AB, AC tréjkata ostrokatnego ABC, po jego zewnetrznej stronie, zbudowano
tréjkaty prostokatne rownoramienne ABD, ACE z katami prostymi przy wierzchotkach D, E.
Odcinki CD i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty M i N sg $rodkami odcinkéw BC i DE.
Udowodni¢, ze kazda z prostych M N, AP jest prostopadia do prostej DE.

789. Podstawmy, kolejno, y = —f(z) oraz y = x?;
otrzymujemy réwnania

f(0) = —4f(@)* + f(2* + f(2))
F(f (@) + %) = 42 f(z) + f(0),

ktore po dodaniu stronami i redukcji daja zwiazek
f(@)(f(z) —2?) = 0. Zatem dla kazdej liczby € R
ma miejsce alternatywa: f(x) =0 lub f(z) = 2%. Stad,
w szczeg6lnosci, f(0) = 0.

oraz

Jedli z = 0 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f,

to f(x) = 2% dla wszystkich z. Latwo sprawdzié, ze ta
funkcja spelnia zadane réwnanie. Pozostaje przypadek,
gdy f ma jeszcze jakies miejsce zerowe a # 0. Wykazemy,
ze wowczas f jest tozsamo$ciowo réwna zeru.

Przypusémy, ze f(b) # 0 dla pewnego b. Biorac

w zadanym réwnaniu z = a, y = b, dostajemy

f(b) = f(a® — b); ta liczba nie jest zerem, wiec

z wezedniejszej alternatywy wynika, ze wynosi ona
jednoczesnie b? oraz (a? — b)%. Przyréwnanie tych
wartoéci daje réwnosé 2b = a?. To liczba dodatnia;
stad f = 0 w przedziale (—oo, 0]. WeZzmy teraz dowolna
liczbe ¢ > 0 i w wyjSciowym réwnaniu podstawmy
y=c, x = —+/c (juz wiemy, ze f(—y/c)=10). Wychodzi
f(e) = 0. Tak wiec f =0 takze w przedziale (0, 00).
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Whiosek (odpowiedz): jedynymi funkcjami spelniajacymi
podane réwnanie sa: f(z) = 0 (dla wszystkich x) oraz
f(x) = 22 (dla wszystkich z).

790. Niech punkty J, K, L beda rzutami prostokatnymi
punktéw A, B, C na prosta DE. Trojkat prostokatny
AJD jest przystajacy do tréjkata DK B; analogicznie,
trojkat AJE przystaje do ELC. Zatem |JD| = |K B,
|JE| = |LC|, |AJ| = |DK| = |EL|. Z ostatniej réwnosci
wynika, ze srodek N odcinka DF jest tez srodkiem
odcinka KL, i wobec tego MN 1 DF.

Prosta AJ przecina odcinki CD i BE w punktach, ktére
nazwiemy odpowiednio X i Y. Z proporcji
|lJX| |LC|  |JE| |lJY| |KB| |JD|
|DJ|  |DL| |DL| |EJ|  |EK| |EK]|

wyznaczamy

|JD| - |JE|
DL

Skoro za$ |DK| = |EL|, zatem |DL| = |EK]|, i w takim
razie |JX| = |JY|. To oznacza, z2e X =Y = P,

a prosta AP to prosta AJ, prostopadia (z definicji)

do DE.

|JD| - |JE|
[EK|

|JX| = oraz |JY| =



