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Nic nie moze przeciez wiecznie trwac
Barttomiej BZDEGA

W 6smym kaciku pisatem o niezmiennikach, czyli o tych wlasnosciach obiektow,
ktére zostaja zachowane po poddaniu ich wybranym przeksztalceniom. Teraz
pora na pdtniezmienniki, ktére sa bliskimi krewniakami niezmiennikéw — ale

w odréznieniu od nich moga (a czasem nawet musza) sie zmieniaé, jednak zmiana
ta jest w jaki$ sposob kontrolowana.

Zajmiemy si¢ tu takimi poiniezmiennikami, ktére robia co$ zupelnie innego niz
niezmienniki — sa narzedziami w dowodzeniu, ze z danego obiektu, przy uzyciu
wybranych przeksztalcen, jest mozliwe — lub wrecz nieuniknione — osiagniecie obiektu
o pozadanej wtasnosci.

Nastepujacy przyktad powinien to rozjasni¢. Na plaszczyinie narysowano

n odcinkow, ktorych konce sq rozne i Zadne trzy konce nie leZg na jednej prostej.
Ruch polega na wybraniu dwéch przecinajgcych sie odcinkéw — powiedzmy AB ¢ CD —
i zastgpieniu ich odcinkami AC i BD. Wykazaé, Ze nieuniknione jest osiggniecie
stanu, w ktorym Zadne dwa z tych odcinkéw sie nie przecinajq.

7Z kazdym ruchem maleje suma dlugosci narysowanych odcinkéw (to jest
poszukiwany péiniezmiennik), ktéra moze przyjaé jedynie skoniczenie wiele réznych
wartosci. Z tego wynika, ze w pewnym momencie nie bedzie juz mozna wykonaé
ruchu — a to $wiadezy o tym, ze zadne odcinki sie nie przecinaja.

W zadaniach 1, 2, 5 i 6 stosujemy podobne rozumowanie, by wykazaé¢ nieuniknionosé
konca niezaleznie od tego, ktére z dostepnych przeksztalcen w danym momencie
wybrano. W pozostalych zadaniach musimy sterowaé przeksztalceniami

w odpowiedni sposéb.

Zadania

1. Na okregu znajduje si¢ n > 2 punktéw czarnych i n biatych. Rysujemy n cieciw,
z ktorych kazda ma jeden koniec bialy a drugi czarny. Udowodnié¢, ze mozna
zrobi¢ to tak, by kazde dwie narysowane cigciwy przecinaty sie.

2. 7Z n? plytek w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku 1 utozono tréjkat
réwnoboczny o boku n. Kazda plytka jest z jednej strony czerwona, a z drugiej
niebieska. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych czynnosci: wybieramy
plytke P majaca wspoélne boki z co najmniej dwiema ptytkami, ktérych widoczne
strony maja kolor inny niz widoczna strona plytki P. Nastepnie odwracamy
plytke P na druga strone. Czy ta zabawa moze trwaé bez konca?

3. W kazdym polu tabeli m x n wpisano pewna liczbe rzeczywista. W danej
chwili mozemy wybra¢ jedna kolumne lub wiersz tej tabeli i zmienié¢ znaki
wystepujacych w nim liczb na przeciwne. Wykazaé, ze stosujac takie operacje,
mozna doprowadzi¢ do tego, by suma liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
byla nieujemna.

4. Dana jest pewna skoriczona rodzina zbioréow skonczonych, niekoniecznie
roztacznych. Kazdy element kazdego ze zbiorow tej rodziny jest czerwony lub
niebieski. Ruch polega na wybraniu jednego ze zbioréw i zamianie koloru —
czerwonego na niebieski, a niebieskiego na czerwony — wszystkich jego elementéw.
Udowodnié, ze w skonczonej liczbie ruchéw mozna doprowadzi¢ do tego, by kazdy
zbiér w tej rodzinie mial co najmniej tyle elementéw niebieskich co czerwonych.

5. W szeregu stoi n zolnierzy. Na komende Na lewo patrz! cze$é z nich odwraca sie
w lewo, a cze$¢ w prawo. Nastepnie co sekunde wszyscy zolnierze, ktorzy stoja
obok siebie i sa zwrdceni do siebie twarzami, obracaja sie o 180°. Wykazad, ze po
pewnym czasie zolnierze przestana si¢ obracac.

6. Mamy dany wielokat wklesty. Ruch polega na wyborze przekatnej AB lezacej
na zewnatrz tego wielokata, przy czym caly wielokat poza punktami A i B musi
lezeé po jednej stronie prostej AB. Nastepnie jedna z tamanych, na ktére punkty
A i B dziela brzeg wielokata, odbijamy srodkowosymetrycznie wzgledem $rodka
odcinka AB, otrzymujac nowy wielokat. Dowies¢, ze po pewnej, skoficzonej liczbie
takich operacji, otrzymamy wielokat wypukty.

7. Na tablicy napisano trzy nieujemne liczby catkowite. Wybieramy z tej tréjki dwie
liczby k, m i zastepujemy je liczbami k +m i |k — m|, a trzecia liczba pozostaje
bez zmiany. Z otrzymana tréjka postepujemy tak samo. Rozstrzygnadé, czy
z kazdej poczatkowej trojki liczb catkowitych nieujemnych mozna w ten sposéb
otrzymac tréjke, w ktorej co najmniej dwie liczby sa zerami.
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