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Twierdzenie Bézouta
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy wielomian P(z) = an,a™ + ...+ a1x + ap. Korzystajac ze wzoru
oy e I
mozemy zapisac
P(z) = P(y) = (x — y)F(x,y), gdzie F(z,y) = Y airjp12'y’
i,j>0

= (z

(przyjmujemy, ze ar = 0 dla k wigkszych od stopnia wielomianu P). Dzigki tej
tozsamosci mamy trzy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego wielomianu P w wyrazeniu P(x) — P(y) mozna
wylgczyé przed nawias roZnice T — .

Twierdzenie 2. Jesli wielomian P ma wspdlczynniki catkowite, to dla réinych
liczb calkowitych a i b zachodzi podzielno$¢ liczb calkowitych a — b | P(a) — P(b).
W szczegdlnosdcei, jesli d | P(n), to d | P(n+d) dla calkowitych d # 0 i n.

Twierdzenie 3 (Bézouta). Wielomian P(x) dzieli si¢ przez dwumian z — o
wtedy 7 tylko wtedy, gdy P(a) = 0.

Twierdzenie 1 juz zostalo wykazane. Aby udowodnié¢ twierdzenie 2, wystarczy
zauwazy¢, ze w wyrazeniu F'(a,b) wszystkie wspélezynniki sa jednoczesnie
wspolczynnikami wielomianu P, wiec sg caltkowite. Zatem wartos¢ tego
wyrazenia jest réwniez liczba catkowita.

Kolej na dowdd twierdzenia Bézouta. Niech y = a bedzie stala. Wtedy wyrazenie
F(z,a) jest wielomianem zmiennej x, a zapis P(z) = (x — a)F(x,a) + P(«a) jest
dzieleniem wielomianu P(x) przez dwumian x — « z reszta P(«).

Uwaga. Jesli wielomian P o wspélczynnikach catkowitych ma pierwiastek
catkowity ¢, to wielomian P(z)/(x — ¢) réwniez ma wspolczynniki catkowite.
Dowdéd pozostawiamy Czytelnikowi.

Zadania

1. Wielomian P ma wszystkie wspélczynniki catkowite i dla kazdej liczby
naturalnej n zachodza nieréwnosci P(—n) < P(n) < n. Wykazaé, ze
P(—n) < —n dla wszystkich naturalnych n.

2. Wielomian P o wspoélczynnikach catkowitych przyjmuje wartosci nieparzyste
dla pewnych dwdéch kolejnych liczb naturalnych. Udowodnié, ze ten
wielomian nie ma pierwiastkéw bedacych liczbami catkowitymi.

3. Wielomian P o wspoélczynnikach catkowitych przyjmuje wartosé¢ 2019 dla
pieciu réznych argumentéw bedacych liczbami catkowitymi. Dowiesé, ze ten
wielomian nie ma pierwiastkéw catkowitych.

4. Wielomian P ma trzeci stopien i wszystkie wspdélczynniki catkowite oraz
spelnia réwnoéci: P(1) =1, P(2) =2 i P(3) = 3. Wyznaczy¢ najmniejsza
mozliwg warto$¢ |P(4)].

5. Znalez¢ taki wielomian P, ktéry ma czwarty stopien i spelnia réwnosci:
P(0)=0,P(1)=1% P22)=2, P(3) =2, P(4) = 2.

6. Roézne wielomiany P i @ spelniaja warunek P(Q(x)) = Q(P(z)). Wykazad, ze
wielomian P(P(z)) — Q(Q(x)) jest podzielny przez wielomian P(z) — Q(z).

7. Wielomian P o wspdlczynnikach catkowitych ma te wlasnosé, ze P(n)
jest liczba pierwsza dla wszystkich naturalnych n. Dowiesé, ze P jest
wielomianem statym.

8. Ustalmy liczbe catkowita dodatnig a. Niech P(x) = 2% + x — a. Udowodnié,
ze jedli dla pewnego naturalnego n > /a liczby P(0), P(1),...,P(n—1) sa
wzgledne pierwsze z P(n), to liczba P(n) jest pierwsza.

9. Wyznaczy¢ wszystkie niestale wielomiany P o wspoétczynnikach catkowitych,

spelniajace warunek: Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n co najwyzej

jedna z liczb P(1), P(2),...,P(2n — 1) dzieli sie przez n.

Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspoélczynnikach catkowitych, ktore

dla kazdego naturalnego n spelniaja podzielnosé P(n) | 2™ — 1.

10.

25



