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Obrazem punktu A # S w inwersji
wzgledem okregu I' = O(S, r) jest
taki punkt A* na pélprostej SA™, zZe
SA-SA* = r?. Niektére wlasnosci
inwersji:

— obrazem punktu A* jest punkt A,

— jesli A lezy na okregu I', to A® = A,

— obraz figury zawartej w pewnym kacie
XSY tez jest wewnatrz tego kata,

— obrazem prostej przechodzacej przez
punkt S jest ta sama prosta,

— obrazem okregu przechodzacego przez
punkt S jest prosta nieprzechodzaca
przez S (i na odwrét),

— obrazem okregu nieprzechodzacego
przez S jest okrag nieprzechodzacy
przez S; moze to by¢ ten sam okrag.

Punkt S nazywa si¢ $rodkiem inwersji.
Nie definiujemy jego obrazu S™.

O inwersji przeczyta¢ mozna
m.in. w deltoidzie 5/2013.

Inne rozwiazanie tego zadania opisano
w deltoidzie 3/2010.
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Identyczne rysunki Joanna JASZUNSKA

Czy dwa identyczne rysunki mogg sie przyda¢ w jednym zadaniu? Moga,
na przyktad gdy drugi jest obrazem pierwszego po pewnej, sprytnie dobranej inwersji
(na marginesie przypomnienie gléwnych wlasnosci tego przeksztalcenia).

1. Okregi I i I'» sg roztaczne zewnetrznie, a ich wspélne styczne zewnetrzne
przecinaja sie w punkcie S. Okrag I jest styczny zewnetrznie do okregdéw [ i [5
odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz, ze punkty S, P, Q sa wspétliniowe.

2. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie BC' i okrag [} opisany na tym
trojkacie. Okrag I jest styczny do prostej BC, ale nie do odcinka BC, oraz do tego
tuku BC okregu I7, do ktérego nalezy punkt A. Prosta [, przechodzaca przez punkt A,
jest styczna do okregu I'> w punkcie D. Wykaz, ze AD = AB.

3. Okregi I'a, ', I'c, I'p sa styczne wewnetrznie do okregu I" odpowiednio w punktach
A, B,C, D. Ponadto okregi I'4 i I'c sa styczne zewnetrznie do obu okregéw I's i I'p.
Proste styczne do okregu I' w punktach A i C' przecinaja sie w punkcie S. Udowodnij,
ze punkty S, B, D leza na jednej prostej.

4. Okregi I i I'> sa styczne zewnetrznie i styczne do prostej k& odpowiednio
w punktach A i B. Odcinek AC' jest srednica okregu I'i. Prosta [ przechodzi przez
punkt C' i jest styczna do okregu I'> w punkcie D. Wykaz, ze CA = CD.

Rozwigzania i wskazéwki

R1. Niech A i B beda punktami stycznosci okregdéw odpowiednio I i I'> do jednej
z danych prostych (rys. 1). Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o $rodku S

i promieniu v SA - SB. Obie rozpatrywane proste styczne sa stalte, bo przechodza
przez §rodek inwersji S. Punkt A* lezy na pOlprostej SA™ i spelnia warunek
SA-SA*=+SA- SBQ, stad A* = B. Obrazem okregu I jest okrag (bo I

nie przechodzi przez punkt S), styczny do danych prostych (bo sa one state)

i przechodzacy przez punkt A* = B. Wobec tego I} = I3, stad takze Iy = I7.

Punkt S lezy na zewnatrz okregu I'; niech k i [ bedg prostymi stycznymi do I,
poprowadzonymi z S. Obrazem I jest okrag styczny do I'Y = I», [y = I, k™ = k oraz
I* = 1. Jedynym takim okregiem jest wtasnie I', czyli I'™" = TI.

Punkt P to punkt stycznosci It i I', wiec jego obrazem jest punkt stycznosci 7 = I
iI™ =T, czyli Q. Srodek inwersji S, punkt P i jego obraz @ sg wspo6tliniowe. [
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Wszystkie rysunki sa takie same przed inwersja i po, zmieniaja si¢ jedynie oznaczenia na nich (pojawia si¢ B* zamiast A itp.).

Zadanie 4 pochodzi z obozu naukowego
Olimpiady Matematycznej z roku 2004.

R2. Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o srodku A i promieniu AB (rys. 2).
Obrazem okregu I, przechodzacego przez srodek inwersji A oraz przez punkty B i C,
jest prosta przez punkty B* = B i C* = C, czyli prosta k = BC. Stad tez k™ = I1.

Niech m # [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt A i styczna do I5. Obrazem
okregu I, nieprzechodzgcego przez $rodek inwersji, jest okrag styczny do I'7 = k,
k* =TI, 1" =1 oraz m™ = m. Jedynym takim okregiem jest I, stad Iy = I%.
Punkt D to punkt stycznosci prostej [ i okregu I, wiec jego obrazem jest punkt

stycznosci [* = [ oraz Iy = I3, czyli on sam: D* = D. Wobec tego z warunku
AD - AD* = AB? wynika, ze AD = AB. O

Wskazéwka 3. W inwersji wzgledem okregu o $rodku S i promieniu SA (rys. 3),
okregi I'a, I'c i I sa state. Stad I'y = I'p oraz B* = D, co daje teze.

Wskazéwka 4. Okrag I jest staly przy inwersji wzgledem O(C,CA).
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