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Rys. 5. [F] oznacza pole figury F.

Zadanie 2 pochodzi z LIII Olimpiady
Matematycznej, dwa inne rozwigzania
opisano w deltoidach 17 i 29

(Delta 5/2009 i Delta 5/2011.

Niby nic Joanna JASZUNSKA

W dowolnym trdjkqcie odcinek lgczqcy $rodki dwdch bokow jest
réownolegly do trzeciego boku 1 dwukrotnie od niego krétszy.
Ten prosty fakt okazuje si¢ zadziwiajaco przydatny.

1. Punkty X, Y sg érodkami odpowiednio bokéw AD i BC' czworokata
wypuklego ABCD. Udowodnij, ze XY < %(AB + CD), przy czym réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy AB || CD.

2. Na bokach AB i AC tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie,
kwadraty ABDE i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio $rodkami odcinkéw
DG i EF. Wyznacz mozliwe wartosci wyrazenia M N : BC.

3. Przekatne AC' i BD czworokata wypuklego ABCD sa réwnej dhugosci.
Punkty E i F' sa odpowiednio $rodkami bokéw AD i BC. Udowodnij, ze prosta
EF tworzy réwne katy z przekatnymi AC' i BD.

4. Czworokat ABC D nie jest rownoleglobokiem oraz AB = C'D. Punkty F i F
sa odpowiednio $rodkami przekatnych AC i BD. Wykaz, ze rzuty prostopadle
odcinkéw AB i C'D na prosta E'F sa réwnej dlugosci.

5. W szesciokacie wypuklym ABCDEF o polu 1 punkty K, L, M, N,O, P sa
srodkami odpowiednio przekatnych AC, BD,CFE,DF,EA, FB i tworza sze$ciokat
wypuklty KLM NOP. Wyznacz jego pole.

Rozwigzania

R1. Niech Z bedzie $rodkiem przekatnej AC (rys. 1). Wéwczas X7 || CD,

X7 = %CD, ZY || AB oraz ZY = %AB. Stad na mocy nieréwnosci trojkata
dla punktéw X, Y, Z mamy XY < XZ + ZY = %(AB + CD), przy czym réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy XZ || ZY, czyli gdy AB || CD. O

R2. Niech P bedzie érodkiem odcinka EG (rys. 2). Wéwcezas PM || ED || AB,
PM = $ED = JAB, PN || GF || AC oraz PN = }GF = ; AC. Wobec tego
tréjkaty PM N i ABC sa podobne w skali 1: 2, a wiec MN : BC =1:2. O

R3. Oznaczmy $rodek boku C'D przez M (rys. 3). Wéwczas M E = %AC =
= %BD = MF. Wobec tego tréjkat M EF jest réwnoramienny i podstawa EF
tworzy réwne katy z bokami ME i MF. Jednoczesnie ME || AC oraz MF || BD,

co konczy dowdd. [

RA4. Niech M bedzie $rodkiem boku BC. Wéwczas ME | AB, MF || CD
oraz ME = $AB = £CD = MF (rys. 4). Wobec tego tréjkat MEF jest
réwnoramienny (E # F, gdyz ABCD nie jest réwnoleglobokiem). Stad rzut
M na prosta E'F jest srodkiem podstawy EF', a wigc rzuty bokéw ME i M F
na prosta E'F sa réwnej dlugosci jako potéwki podstawy. Wobec tego réwniez
dwukrotnie od nich dluzsze rzuty odcinkéw AB i C'D sa réwnej diugosci. [
R5. Niech « oznacza miare nie wigkszego z katéw pomiedzy przekatnymi AC
i BD, wéwezas [ABCD] = $AC - BD - sina (rys. 5). Jednoczesnie MO || AC,
MO = %AC, NP || BD oraz NP = %BD, zatem kat pomiedzy odcinkami MO
i NP takze jest rowny « oraz

[MNOP]={MO-NP-sina = £AC-BD -sina = {[ABCD).
Analogicznie [PKLM| = {[DEFA], stad [KLMNOP| = {[ABCDEF]| = 1. O

Zadania domowe

6. Niech K, L, M, N beda srodkami kolejnych bokéw czworokata ABCD.
Wykaz, ze KLMN jest réwnoleglobokiem, ze AC L BD < KM = LN, ze
AC = BD < KM 1 LN oraz wyznacz stosunek pél [KLMN|: [ABCD].

7. Dany jest trojkat ABC o bokach AB = 2 oraz AC = BC = 3. Punkt K jest
$rodkiem boku BC, punkt L lezy na boku AC oraz KL = 1. Wyznacz dlugosé
odcinka AL.

Wskazéwka. AL = % to tylko jedna z mozliwosci.
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