Matematyka jest jedna: metoda probabilistyczna

Tomasz KOBOS

W pierwszej czesci cyklu (Delta 2/2015) mieli$my okazje
przyjrzeé sie wybranym przykladom zaskakujacych
potaczen, z ktérymi mozemy spotkaé sie w Swiecie
matematyki. W drugiej czesci zapoznamy sie¢ z jednym

z takich potaczen duzo dokladniej. Mowa tu o metodzie
probabilistycznej, wiazanej czesto z nazwiskiem

Paula Erdésa, ktéry w trakcie swojej kariery naukowe;j
korzystal z niej niezliczona liczbe razy. Wiekszos$¢ uczniéw
szkét Srednich, nawet tych startujacych w konkursach

i olimpiadach, rachunek prawdopodobienstwa kojarzy
gléwnie z niezbyt porywajacymi zadaniami typu: ,Rzucamy
3 razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia,

w ktorym...”. Sytuacja zmienia si¢ na studiach wytacznie
odrobineg, gdy dochodza pojecia zmiennej losowej i jej
rozkladu czy wartosci oczekiwanej. Repertuar poszerza sig
wiec o zadania, w ktérych trzeba znalezé rozklad czy
wartos¢ oczekiwang pewnej zmiennej losowej, ale dalej

nie powoduje to u wiekszosci okrzykéw zachwytu.

Méwiac krétko — rachunek prawdopodobienstwa,
przecietnemu uczniowi czy studentowi nie kojarzy sie

z niczym fascynujacym.

Jezeli tak jest i w Twoim przypadku, Drogi Czytelniku, to
ten artykul jest wlasnie dla Ciebie. Jego celem jest bowiem
ukazanie zupelnie zaskakujacych mozliwosci zastosowania
rachunku prawdopodobienstwa w zagadnieniach, ktére

nie tylko nie maja zwiazku z zadnymi kostkami i monetami,
a nawet nie ma w nich stowa o jakimkolwiek
prawdopodobienstwie. Jedno z najbardziej typowych
zastosowan metody probabilistycznej dotyczy sytuacji,

w ktérej chcemy udowodnié istnienie obiektu o pewnej
zadanej wlasnoéci. Czesto taki obiekt skonstruowac jest
bardzo trudno. Zamiast tego mozemy udowodnié, ze. ..
prawdopodobienstwo jego istnienia jest dodatnie! Brzmi to
by¢ moze na tyle nieprawdopodobnie (!), ze lepiej bedzie
zobaczy¢ to na przykladzie.

Zadanie 1. Dowiesé, ze mozna pokolorowaé¢ kazdy element
zbioru {1,2,3,...,2015} na jeden z czterech koloréw w taki
sposob, ze zaden rosnacy 10-wyrazowy ciag arytmetyczny
o wyrazach z tego zbioru nie sklada sie z elementéw

o jednakowym kolorze.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze jezeli kazdy element zbioru
{1,2,3,...,2015} pokolorujemy na jeden z czterech koloréw
w sposob losowy, to prawdopodobienstwo zdarzenia,

w ktérym zaden rosnacy 10-wyrazowy ciag arytmetyczny

o wyrazach z tego zbioru nie sklada sie z elementow

o jednakowym kolorze, jest dodatnie. Zaktadamy przy tym,
ze kazdy element malujemy na dowolny z czterech koloréw

z prawdopodobienstwem i i ze losowania sa niezalezne.

Ustalmy chwilowo pojedynczy 10-wyrazowy ciag
arytmetyczny. Jest 4'0 wszystkich mozliwych pokolorowai
tego ciagu, z ktérych doktadnie 4 skladaja si¢ wylacznie

z elementow o jednakowym kolorze. Prawdopodobienstwo
tego, ze ustalony ciag sklada sie z elementéw o jednakowym
kolorze, wynosi zatem 4%‘ Oszacujmy od géry liczbe N
wszystkich rosnacych 10-wyrazowych ciagéw
arytmetycznych o wyrazach w danym zbiorze. Kazdy taki
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ciag jest wyznaczony przez swoj wyraz poczatkowy a oraz
roznice r > 0. Spelnione sa przy tym nieréwnosci

1 < a <2006 oraz a + 9r < 2015, czyli r < 203=¢_ Dla
ustalonego a istnieje wiec co najwyzej 2013’“ ciagéw,
ktérych pierwszym wyrazem jest a. Otrzymujemy zatem

nier6wnosé
N<2015_1+2015_2+2015_3+ +2015_2006—
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Ponumerujmy wszystkie N z rozwazanych ciggéw w sposéb
dowolny i dla 1 <7 < N oznaczmy przez A; zdarzenie,

w ktorym i-ty ciag zawiera elementy wylacznie jednego
koloru. Z podstawowej wlasnosci prawdopodobienstwa

(tzw. subaddytywnosci) otrzymujemy wéwczas

P(A1UAoU. . UAN) < P(A1)+P(A2)+.. +P(ANn) = % <1
Prawdopodobienstwo zdarzenia, w ktéorym pewien ciag
pomalowany zostal z uzyciem wylacznie jednego koloru, jest
mniejsze niz 1. Prawdopodobienistwo dopelnienia tego
zdarzenia jest wigc dodatnie, co oznacza, ze w pewnym
kolorowaniu zaden z rozwazanych ciggéw nie jest
jednokolorowy. Koniczy to dowdd.

W tym przykladzie wyraznie rzuca sie¢ w oczy bardzo
istotna cecha metody probabilistycznej: za jej pomoca

z reguly dowodzimy, ze co$ istnieje, ale nie wskazujemy
tego. Ten schemat rozumowania w zadnym wypadku

nie wyczerpuje jednak wszystkich jej mozliwych zastosowan.
Aby to zademonstrowaé, przyjrzyjmy sie, jak korzystajac

z rachunku prawdopodobienstwa, mozna udowodnié¢ réwnosé
dotyczaca wielokatéw wypuktych, ktérych wierzchotki
znajduja sie w ustalonym zbiorze punktow na plaszczyznie.

Zadanie 2. Na plaszczyznie dany jest skonczony zbiér
punktéw, wsrod ktorych zadne trzy nie leza na jednej
prostej. Niech S oznacza zbiér wszystkich wielokatow
wypuklych o wierzchotkach w tym zbiorze (jako wielokaty
wypukle traktujemy réwniez zbior pusty, pojedyncze punkty
oraz odcinki). Dla dowolnego wielokata P € S przez
a(P) 1 b(P) oznaczamy odpowiednio liczb¢ punktéw
z danego zbioru, ktore leza na obwodzie i na zewnatrz
wielokata P. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
zachodzi réwnosé

Z 2P (1 — 2)*P) =1,

PeS

Rozwigzanie. Dla ustalonego, skoficzonego zbioru punktow
na plaszczyznie wyrazenie

Z 24P)(1 — )bP)

Pes
jest wielomianem zmiennej x. Aby wykazaé, ze jest to
wielomian stale réwny 1, wystarczy sprawdzié, ze zadana
réwnosé zachodzi dla liczb « w przedziale (0, 1).

Rozwazmy losowe kolorowanie kazdego z danych punktow
na biato lub czarno. Zalézmy przy tym, ze dowolny punkt
malujemy na bialo z prawdopodobienstwem x, na czarno



z prawdopodobienstwem 1 — x oraz ze wszystkie losowania
odbywaja sie niezaleznie. Zauwazmy, ze woéwczas dla
ustalonego wielokata P € S liczba 2¢(F) (1 — 2)%(P) jest
prawdopodobienstwem zdarzenia, w ktérym wszystkie
wierzchotki P zostaly pomalowane na bialo, a punkty lezace
na zewnatrz P na czarno. Co wiecej, dla dwdch réznych
wielokatéw Py, P, € S tego typu zdarzenia wykluczaja sie
wzajemnie. Dla dowolnych dwéch réznych wielokatow
wypuktych istnieje bowiem wierzchotek jednego z nich,
ktéry nie nalezy do drugiego. Gdyby opisane zdarzenia

nie byly rozlaczne, to wierzcholek ten musiatby by¢
pomalowany na dwa kolory, co jest, oczywiscie, niemozliwe.

Z 24P)(1 — )bP)

Pes
jest w tej sytuacji prawdopodobienstwem zdarzenia,
w ktérym wierzchotki jednego z wielokatéw P ze zbioru S
zostaly pomalowane na biato, zas punkty lezace
na zewnatrz P na czarno. Do rozwiazania zadania wystarczy
wiec stwierdzié, ze jest to zdarzenie pewne — co oznacza, ze
w dowolnym pokolorowaniu taki wielokat istnieje.

Suma

Szukanym wielokatem jest wielokat P bedacy otoczkq
wypukig bialych punktow — czyli najmniejszym wielokatem
wypuklym, ktéry zawiera punkty biate (w przypadku gdy
liczba punktéw bialtych jest réwna 0, 1 lub 2 ich otoczka
wypukla jest odpowiednio zbiér pusty, punkt i odcinek).
Jego wierzcholki sa koloru biatego, a kazdy inny punkt bialy
znajduje si¢ w jego wnetrzu. Konczy to dowdd.

W dalszych przyktadach wykorzystamy pojecia zmiennej
losowej oraz jej wartosci oczekiwanej. Precyzyjne definicje
Czytelnik znajdzie bez problemu w Internecie lub

w dowolnym podreczniku rachunku prawdopodobienstwa,

a wiec jedynie pogladowo przypomnimy znaczenie tych
pojeé. Na zmienna losowa mozemy patrzeé jako na funkcje
liczbowg zwiazana z losowaniem. Na przyklad rzucamy
trzy razy kostka. Zmienng losowa jest wowczas, powiedzmy,
suma wyrzuconych oczek, iloczyn wyrzuconych oczek, liczba
kostek, na ktorych wypadta széstka i tak dalej. Wartoscia
oczekiwana F[X] zmiennej losowej X jest jej wartosé
SSrednia” — czyli jezeli zmienna losowa X przyjmuje
wartosé i z prawdopodobiefstwem z;, to E[X] =, ix;.
Nietrudno udowodnié, ze warto$é¢ oczekiwana jest liniowa,
tzn. E[X 4+ Y] = E[X] + E[Y] dla dowolnych zmiennych
losowych X, Y. Dla nas jest jeszcze istotna jej inna
oczywista wlasnos$¢: zmienna losowa zawsze przyjmuje
pewna warto$¢ nie mniejsza (1 pewna nie wieksza) niz jej
wartosé¢ oczekiwana.

Zadanie 3. W 1600-osobowym stowarzyszeniu dziata 16000
komisji, z ktorych kazda ztozona jest z 80 oséb. Udowodnié,
ze pewne dwie rézne komisje maja przynajmniej czterech
wspolnych czlonkéw.

Rozwigzanie. Rozwazmy takie losowanie par réznych
komisji, ze dla dowolnych dwéch par prawdopodobienstwo
ich wylosowania jest jednakowe. Wylosujmy w ten sposéb
pewna pare komisji i oznaczmy przez X liczbe wspdlnych
czlonkéw tej pary. Niech X; € {0,1} bedzie funkcjg
charakterystyczng i-tej osoby, czyli X; = 1, jezeli i-ta osoba
nalezy do obu wylosowanych komisji oraz X; =0

w przeciwnym przypadku. Funkcje X oraz X; sg zmiennymi
losowymi. Poniewaz X = 2112(10 X;, wiec zachodzi réwnoéé

6

EX] = Zjiqo E[X;]. Jednocze$nie wprost z definicji
wartoSci oczekiwanej wynika, ze liczba E[X;] jest
w rzeczywistosci prawdopodobienstwem tego, ze i-ta osoba
nalezy do obu z wylosowanych komisji. Jedli przez x;
oznaczymy wiec liczbe komisji, do ktorych nalezy i-ta osoba
ze stowarzyszenia, to zachodzi réwnosé
(5)
(16200)
Skoro kazda komisja zawiera 80 czlonkéw, to mamy ponadto
Z;gio x; = 16000 - 80. Wykorzystujac nieréwnos$¢ miedzy
$rednia arytmetyczng a kwadratowa, otrzymujemy
1600 1600 (z) 1600
ElX] = ZE[XZ] = Z (16300)
i=1 i=1 \ 2
i) Sm
~ 16000 - 15999 - 1600 16000 - 15999
_ 802 - 16000 80 64000 — 80 63920 3
T 150991600 15999 15999 15999
Zmienna losowa X przyjmuje wylacznie wartosci catkowite,
a wiec skoro jej wartosé oczekiwana jest wigksza niz 3, to
co najmniej raz przyjmuje ona wartosS¢ nie mniejsza niz 4.
Istnieje wigc para réznych komisji, ktéra ma przynajmniej
czterech wspolnych cztonkéw.

E[X;] =

=3 S0 >
- 16000 - 15999 ~

i=1

Na zakonczenie rozwazymy przyktad o bardziej
teorioliczbowym charakterze.

Zadanie 4. Dana jest liczba calkowita dodatnia n > 1.
Niech A bedzie ustalonym zbiorem n reszt z dzielenia
przez n?. Udowodnié, ze istnieje zbiér B zlozony z n reszt
z dzielenia przez n?, ktéry spetnia nastepujacy warunek:
co najmniej polowa reszt z dzielenia przez n? przystaje
do liczby postaci a +b dla a € A oraz b € B.

Rozwigzanie. Dokonajmy n niezaleznych losowan ze zbioru
reszt z dzielenia przez n?, zakladajac przy tym, ze
prawdopodobienistwo wylosowania dowolnej z reszt jest
réwne n% 7 uzyskanych reszt tworzymy zbiér B. Poniewaz
losowania sg niezalezne, moze on skladaé si¢ z mniej niz

n reszt, gdyz pewna reszta mogla zosta¢ wylosowana wiecej
niz jeden raz. Jezeli spelniony jest jednak warunek,

w ktérym co najmniej polowa reszt moze byé zapisana

w postaci a + b dla a € A oraz b € B, to mozemy dopelnié
zbiér B do zbioru n-elementowego w dowolny sposéb

i warunek ten pozostanie spelniony.

Niech X bedzie liczba reszt, ktére przystaja do liczby
postaci a + b dla a € A oraz b € B. Wystarczy udowodnié,
ze wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X wynosi

co najmniej "2—2 Ustalmy dowolng reszte 0 < i < n? — 1.
Poniewaz zbiér A sktada sie z n elementéw, wiec istnieje
dokladnie n takich reszt b, ze i = a + b (mod n?) dla
pewnego a € A. Prawdopodobiefnistwo tego, ze ustalona
reszta i nie moze by¢ zapisana w zadane]j postaci,

wynosi zatem ( — %)n = (1 — %)n Co za tym idzie,
prawdopodobienistwo tego, ze moze by¢ ona tak zapisana,
wynosi 1 — (1 — %)n Korzystajac z definicji wartosci
oczekiwanej oraz nieréwnosci e” > 1+ dla x € R,
dostajemy

E[X] = n? (1— (1—711)”) >n?(1—e ') > n? (1—;) = ”;

To koniczy dowdd.



Chociaz metoda probabilistyczna stynie przede wszystkim
ze swoich zastosowan w kombinatoryce, jej mozliwosci sa
duzo wigksze. Na stronie angielskiej Wikipedii zebrane
zostaly przyklady powaznych twierdzen, ktére mozna
udowodnié z uzyciem rachunku prawdopodobienstwa. Lista
jest doprawdy imponujaca i zawiera przyktady z dziedziny
analizy, algebry, teorii liczb czy nawet topologii.

Do najbardziej fascynujacych ilustracji tej metody na pewno
mozna zaliczy¢ twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji
funkcji ciagltych wielomianami, ktére mozna udowodnié

z uzyciem tzw. prawa wielkich liczb. Bardzo intrygujacy
moze by¢ réwniez dowdd zasadniczego twierdzenia algebry
z uzyciem dwuwymiarowych ruchéw Browna.

Metoda probabilistyczna nie jest jedynie kolejna technika
rozwiazywania zadan olimpijskich, a poteznym narzedziem
stosowanym wspdlczesnie w wielu dziatach matematyki.
Bardzo duza czesé obecnie intensywnie badanej
wielowymiarowej geometrii wypuklej opiera si¢ na
metodach losowych.

Czytelnik zainteresowany bardziej zaawansowanymi
zastosowaniami tej metody moze zajrze¢ do

doskonatej ksiazki Nogi Alona i Joela H. Spencera:
The Probabilistic Method oraz sprébowaé swoich sit

m Zadania

w dwbch interesujacych zadaniach pozostawionych do
samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 5. Dwustu uczniéw wzieto udzial w konkursie
matematycznym. Mieli oni do rozwiazania 6 zadan. Kazde

z zadan zostalo rozwiagzane przez przynajmniej 120 uczniéw.
Udowodnié, ze istnieja tacy dwaj uczniowie, ze kazde z zadan
zostalo rozwiazane przez przynajmniej jednego z nich.

Podpowiedz. Rozwaz dwoch losowych uczniéw i oszacuj
prawdopodobienistwo tego, ze nie rozwiazali oni oboje
zadania pierwszego. Postap podobnie dla pozostalych zadan
i wykorzystaj fakt, ze prawdopodobienstwo sumy
mnogosciowej nie przekracza sumy prawdopodobienstw.

Zadanie 6. W kole o promieniu 16 znajduje sie

650 punktéw. Mamy do dyspozycji pierscien, ktory powstat
przez usunigcie kota o promieniu 2 ze wspoétérodkowego

z nim kota o promieniu 3. Wykazaé, ze 6w pierscien mozna
umiesci¢ na plaszczyznie w taki sposéb, ze przykrywa on
przynajmniej 10 z danych punktéw.

Podpowied?. Rozwaz losowy punkt w kole o promieniu 19,
ktore jest wspéltsrodkowe z danym. Udowodnij, ze jezeli
$rodek pierscienia umiescimy w tym punkcie, to wartosé
oczekiwana liczby przykrytych punktéw jest wicksza niz 9.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1453. W trapezie ABC'D boki AB i CD sa réwnolegte oraz AB =2 - CD.

Punkt E jest srodkiem boku BC'. Udowodnié, ze jesli AB = BC, to w czworokat

AECD mozna wpisaé okrag.

D ¢ Rozwiazanie na str. 17
M 1454. Niech z1,..., 2, beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, przy czym n > 3.
E Dla wygody przyjmijmy dodatkowo, ze xn4+1 = 21, Tnt2 = z2. Udowodnié, ze
n
yoom
= Thy1 + T2 4
h B Rozwiagzanie na str. 9

M 1455. 12 rycerzy siedzi przy okraglym stole. Kazdy z nich ma doktadnie dwéch
wrogdw, jednego po swej prawej i jednego po swej lewej stronie. Na ile sposobéw krél
moze wybraé druzyne skladajaca sie z 5 rycerzy, w ktorej nie bedzie wrogéw?

Rozwiazanie na str. 18

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 877. Jednakowe atomy o masach M i predkosciach wug
tworza réwnolegta wiazke. Wiazka ta zderza sie

z przeciwbiezna, monochromatyczna wiazka fotonéw
($wiatla laserowego) o energiach réwnych energii
wzbudzenia atoméw ze stanu podstawowego do jednego
ze stanéw wzbudzonych o naturalnym czasie zycia 7.

Jak dluga droge przebedzie kazdy z atoméw od pierwszego
zderzenia z fotonem do zatrzymania? Dtugosé fali $wiatta
laserowego wynosi A. Wiazka $wiatta jest wystarczajaco
intensywna. Obliczenia wykonaj dla atoméw magnezu.
Rozwiazanie na str. 14

F 878. Atom w stanie wzbudzonym, po pewnym czasie
przechodzi do stanu o nizszej energii, emitujac przy tym

foton. Sredni czas zycia 7 w stanie wzbudzonym wyznacza
tzw. naturalna szeroko$¢ linii widmowej, czyli doktadnosé,
AFE, z jaka mozliwe jest wyznaczenie energii stanu
wzbudzonego: TAE > h/(27), gdzie h oznacza staly Plancka.
Obserwowane linie widmowe gazu w temperaturze T sg
dodatkowo poszerzone ze wzgledu na termiczny ruch
atomow emitujacych fotony. Miara szeroko$ci linii widmowej
jest polowa szeroko$ci rejestrowanego rozkladu natezenia

w potowie wysokosci tego sygnatu (tzw. FWHM — full width
at half mazimum). Oszacuj, do jakiej temperatury nalezy
ochlodzi¢ gaz atoméw magnezu, aby termiczna szerokosé
linii widmowej (FWHM) odpowiadajacej dtugosci fali
$wietlnej byla rowna naturalnej szerokosci tej linii, AE.
Rozwigzanie na str. 10

Wartosci stalych wystepujacych w obu zadaniach: dlugosé fali $wiatta laserowego A = 2852,1 A,

czas zycia stanu wzbudzonego 7 = 2 - 1077 s, masa atomu magnezu M = 2,264 - 101° eV/cQ,

predko$é termiczna atoméw magnezu w temperaturze 600 K to uo = 800 m/s, stata Plancka h = 4,136 - 10715 eV -5,
stata Boltzmanna k = 8,617 - 107° eV/K, predkosé $wiatla ¢ = 2,998 - 10% m/s.
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