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Zakladamy, ze 0 € N.

Z oznacza zbiér liczb catkowitych,

Q@ to zbiér liczb wymiernych,

X7 oznacza zbiér dodatnich liczb z X.

Rys. 1. Zygzak odwiedza doktadnie raz
kazdy punkt (z,y) dla z,y € 7t

zo=0,110010
r1=0,010111
x2=0,010010
r3=0,101100
rg=0,111101

011010

Rys. 2. Przyktadowe wartosci ciagu
To, X1, T2, ... oraz przekatna tabeli.
Tutaj = 0,001011 ...

Mozna dowies$é, ze R\ Q ~ R.

Rys. 3

Réwne i rézne oo Joanna JASZUNSKA

Czy nieskonczonosé jest tylko jedna? Nie, istnieja rézne, wicksze i mniejsze! Zbiory
A1 B sa réwnoliczne, gdy ich elementy mozna dobraé¢ w pary (kazdy element z A
ma dokladnie jedna pare w B i na odwr6t). Piszemy wtedy A ~ B. Jedli A ~ N,
to zbior A nazywamy przeliczalnym; dobranie w pary jego elementéw z liczbami
naturalnymi odpowiada ustawieniu ich w ciag: ag, a1, as, ... (element zbioru A,
oznaczony jako ay, jest w parze z liczba naturalna k).

7Z ~ N. Udowodnimy, ze liczb catkowitych, wbrew pozorom, nie jest wcale wiecej,
niz naturalnych, a dokladnie tyle samo. W tym celu ustawmy je w nastepujacy
ciag: 0,1,—1,2,-2,3,-3,4,... Kazda liczba calkowita wystepuje w tym ciagu
doktadnie jeden raz, jest ich wiec tyle samo, co liczb naturalnych. O

Q ~ N. Wykazemy teraz, ze rowniez liczb wymiernych jest przeliczalnie wiele.
Najpierw udowodnimy, ze QT ~ N. W tym celu rozwazmy punkty plaszczyzny

o0 obu wspdlrzednych catkowitych dodatnich. Kazdemu takiemu punktowi (z,y)
przypiszmy dodatnig liczbe wymierna % Nastepnie odwiedZmy po kolei wszystkie

te punkty, spacerujac po plaszczyznie zygzakiem o poczatku w %, jak na rysunku 1.
Spisujmy kolejno odwiedzane liczby wymierne %, ale bez powtérzen (np. liczbe %
pomijamy, bo wczesniej byla %) Otrzymujemy w ten sposob ciag wszystkich

dodatnich liczb wymiernych: 1, %, 2,3, %7 i %, %,47 5, %, %, .

Aby wykazaé, ze Q ~ N, zastosujmy podobny pomysl, jak przy dowodzie Z ~ N
— ustawmy na przemian liczby z powyzszego ciagu i liczby do nich przeciwne,

a na poczatku zero: 0,1, —1, %, —%,2, —-2,3,-3, %, —%, i, —%, %, —%, %, —%,4, ... g
R » N. Liczb rzeczywistych jest wigcej, niz liczb naturalnych, czyli nieprzeliczalnie
wiele. Wykazemy, ze nieprzeliczalny jest juz podzbiér takich liczb z odcinka [0, 1),
ktérych rozwinigcie dziesietne sktada sie wytacznie z cyfr 01 1.

Zalézmy, ze podzbidr ten jest przeliczalny, czyli jego elementy mozna ustawicé

w clag xg, x1, T2, ... Otrzymujemy tabele (rys. 2); jest ona nieskoficzona w prawo
(liczbom o skonczonym rozwinieciu dziesietnym dopisujemy dalej same zera) oraz
w dét (liczb rozwazanej postaci jest nieskoniczenie wiele, m.in. 0,1, 0,01, 0,001, . ..).

Zapiszmy ciag cyfr z przekatnej tabeli, a nastgpnie zamienmy w nim wszystkie O na 1,
a 1na0. Niech liczba x ma w zapisie dziesietnym zero, a po przecinku uzyskany w ten
sposéb ciag cyfr. Wtedy z € [0, 1) oraz  ma w rozwinieciu dziesietnym same 01 1,
zatem z zalozenia wystepuje w naszym ciagu xg, 1, T2, . . ., czyli w ktoryms wierszu
rozwazanej tabeli. Nie jest on réwny xg, bo wskutek zamiany 0 i 1 z przekatnej,
od liczby w pierwszym wierszu rézni sie na pierwszym miejscu po przecinku.
Podobnie x # x1, bo od liczby w drugim wierszu rézni si¢ na drugim miejscu

po przecinku. Analogicznie x nie jest réwny zadnej z pozostalych liczb z naszego
ciaggu, bo od liczby w k-tym wierszu rézni sie na k-tym miejscu po przecinku.
Zbudowalismy wiec liczbe z rozwazanego zbioru, ale spoza ciagu, ktéry mial
zawiera¢ wszystkie jego elementy. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze zbiér ten
jest nieprzeliczalny, zatem takze [0,1) » N oraz R »~ N. O

R\ Q » N. Gdyby liczb niewymiernych bylo przeliczalnie wiele, mozna by ustawié¢
je w ciag to, t1,t2, ... Wykorzystujac nasz ciag liczb wymiernych, uzyskaliby$my
ciag wszystkich liczb rzeczywistych: 0, tg, 1,t1, —1, t2, %, ts, —%, tg,2,t5,—2,16,3, ...
Wiemy jednak, ze R ~ N, zatem to niemozliwe. Stad R\ Q » N. O

(—1,1) ~ R. Pokazemy teraz, ze odcinek zawiera tyle samo punktéw, co prosta.
Najpierw wykazemy, ze (0,1) ~ R*. Rozwazmy odcinek (0,1) na osi OY oraz
dodatnia polos OX (rys. 3). Zapalmy latarke w punkcie (—1, 1) i kazdemu punktowi
z odcinka (0, 1) przydzielmy do pary jego ciefi na p6tprostej RT.

Analogicznie, punktom z odcinka (—1, 0] przydzielamy pary z niedodatniej pétosi
OX (latarka w punkcie (1, —1)), co wobec powyzszego daje (—1,1) ~R. O

Twierdzenie Cantora orzeka, ze kazdy zbiér ma wiecej podzbioréow niz elementéw.
Stad dla dowolnego zbioru nieskoniczonego istnieje zbior jeszcze od niego wiekszy!
Opisane powyzej zbiory, réwnoliczne z N lub R, to tylko niektorzy, najczesciej
spotykani przedstawiciele zbioréw nieskonczonych.
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