Klub 44 M

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2022

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2020/21

Btazej Zmija 1 - 40,50
Janusz Olszewski 21 — 39,34
Kacper Morawski 37,16

Witold Bednarek 8 — 36,36
Adam Woryna 3 - 36,14
Pawel Najman 8 — 34,25

Tomasz Czajka 33,74

Marcin Kasperski 4 — 32,80
Andrzej Kurach 2 -29,11
Stanistaw Bednarek 2 -27,19
Radostaw Kujawa 27,13
Piotr Sottan 27,12
Tomasz Wietecha 13 — 25,91
Janusz Wojtal 25,48
Marek Spychata 3 — 24,85
Norbert Porwol 24,02
Jedrzej Biedrzycki 23,05
Piotr Lipinski 1 - 23,02
Marian Lupiezowiec 1-21,26
Marcin Matogrosz 4 - 20,62
Michal Kieza 4 — 20,46
Karol Matuszewski 1-19,74
Szymon Tur 19,46
Grzegorz Wigczkowski 19,44
Semen Stobodianiuk 17,86
Pawel Kubit 7-17,80
Marek Prauza 4 - 16,62
Jerzy Cisto 15 - 15,81
Roksana Stowik 2 — 14,38

Legenda (przykladowo): stan konta
8 — 36,36 oznacza, ze uczestnik juz
oémiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (dziewiatej) rundzie ma
36,36 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej

13 punktéw;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2019, 2020
lub 2021.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroci¢ do

naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 835, 836
Redaguje Marcin E. KUCZMA

835. Dana jest liczba naturalna n podzielna przez 3 oraz ciag (z1,...,%n)
o wyrazach 1, 2 lub 3, przy czym jedynek, dwdjek i tréjek jest tyle samo
(po n/3). Dowiesé, ze dla pewnych numeréw k,I (1 < k <1 < n) zachodzi
réwnos¢ T + ...+ x; =n.

836. (a) Wykazad, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb
rzeczywistych z, dla ktérych oba wyrazenia x'/2 4+ z=1/2 oraz z'/3 4 z1/3
maja wartosci catkowite.

(b) Ustalié, ile jest liczb = > 1 o powyzszej wlasnosci takich, ze |z] ma

w zapisie dziesietnym nie wiecej niz 2022 cyfry.

Zadanie 836 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktoéra przystal pan
Pawel Kubit.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2021

Przypominamy tres¢ zadan:

827. Niech T,, oznacza liczbe naturalna, ktérej zapis dziesietny sktada sie z m tréjek (np.
T, = 3333). Wyjas$nié, czy istniejg takie liczby naturalne m, n, ze suma cyfr liczby nT,, jest
mniejsza niz 3m.

828. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢ takie, ze dla

dowolnych liczb rzeczywistych =1, ..., z, zachodzi nieréwnosé¢
n n n
E lex;| = (¢ —1) E lzi| + \‘ E :mJ
i=1 i=1 i=1

827. Odpowiedz: nie istnieja.
Dow6d: niech s(N) oznacza sume cyfr liczby N. Ustalmy liczbe naturalng m.
Teze s(nT,,) = 3m wykazemy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1,2,3 jest
to oczywiste. Wezmy n > 4 i zalézmy, ze s(kT,,) >3m dlak=1,...,n—1.
Przyjmijmy, ze liczba nT,, ma m+r+1 cyfr (r > 0). Zapiszmy ja w postaci
nTy, = 10"A+ O, gdzie 10m < A < 10m™* 0< C < 10". Wezmy pod uwage
roznice

R=nT,, — 3T, 10" =(10"A+C) — (10™ —1)-10" =

=10"B+C, gdzie B=A+1-10".

Jasne, ze s(A+1) < s(A) + 1. Zapis liczby B to zapis liczby A + 1, z cyfra
wiodaca zmniejszong o 1. Stad s(B) = s(A+1) —1 < s(A4), i wobec tego
s(nTy) = s(A) + s(C) = s(B) 4+ s(C) = s(R). A poniewaz R= (n—3-10")T),,
zatem z zalozenia indukcyjnego s(R) > 3m, i mamy nieréwnosé s(nT,,) = 3m,
czyli teze indukeyjna. Na mocy zasady indukcji ta nieréwnosé zachodzi dla
wszystkich n € N.

828. Zalbézmy, ze c jest liczba o podanej wlasnosci. Biorac najpierw

1 =...=x, =1, a nastepnie 1 = ... = x,, = 1/n, dostajemy (odpowiednio)
n|lc| = nc oraz n|c/n] > 1. Pierwsza z tych nieréwnosci pokazuje, ze ¢ jest
liczba calkowita; druga — ze |¢/n] jest liczba dodatnia, wiec nie mniejsza niz 1.
Uzyskujemy warunki:

(1) ceN,

konieczne do tego, by liczba ¢ miala zadang wtasno$é. Pokazemy, ze sa one
réwniez wystarczajace.

czn,

Niech wiec liczba ¢ spelnia warunki (1) i niech z1,...,z, Oznaczmy lewa i prawa strone tej ostatniej nier6wnosci

beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Oznaczajac
ki = |x;| oraz piszac x; = k; + r;, dostajemy do

udowodnienia nieréwnosé
n

i=1
rownowazng nastepujacej:
n

ZLCHJ > {ZTZJ

i=1

(2) Z(cki—l— leri]) = (e — 1)Zki +Zki + {ZHJ,

odpowiednio przez L i P. Szacujemy:

n

L>Z(cri—l) >n2n—n>n(P—1) > P—1.
i=1 i=1

Liczby L i P sg catkowite, wigc skoro L > P — 1, znaczy
to, ze L > P; nier6wnosé (2) jest wykazana.

i=1

Stad odpowiedz: wlasnosci (1) doktadnie charakteryzuja
liczby ¢, o ktore pyta zadanie.

17



Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (15), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (21),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (13), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (6), P. Kubit (7),

J. Cisto (15), W. Bednarek (8),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),
A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett, M. Spychata
(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, Z. Galias,

L. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,
Jedrzejewicz, G. Karpowicz,
Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
Kurach, J. Lazuka, J. Matopolski,
Merta, J. Mikuta, E. Orzechowski,
Pagacz, M. Pater, K. Patkowski,

. Piéro, F. S. Sikorski, J. Siwy,

. Stowik, S. Solecki, T. Warszawski,
. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jadniewski, A. Jozwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latatla, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matle¢ga, K. Matuszewski, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikuta,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
A. Smolczyk, P. Sobczak, Z. Surduka,

T. Szymczyk, W. Szymczyk, W. Tobis,

K. Trautman, P. Wach, J. Wegrecki,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, B. Zmija, P. Zmijewski.

OFRFEFET

Zadanie 806. [a; = 2; a,41 =2% +2; f(z)=22—x
= Vn=>1: f(apt1) =0 (mod f(a,))] (WT=1,80;

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44 M w roku szkolnym 2020/21

Liczby zakonczone zerem domagaja sie uczczenia: oto 40 lat skoniczyla
matematyczna liga zadaniowa! DwadzieScia lat temu, z okazji analogicznej
(choé o potowe skromniejszej), w dorocznym oméwieniu (AZ,), uraczyliémy
Czytelnikéw ciekawa statystyka, dajaca obraz uczestnictwa w pierwszych
dwudziestu sezonach ligowych. Przypomnijmy: sezon ligowy to w zasadzie

rok szkolny, wrzesien—czerwiec. We wrzesniu roku 1981 ukazaly si¢ zadania

nr 1, 2, 3 (). Tak; bowiem przez pierwsze trzy i p6l roku mieliémy po trzy
zadania w numerze. Potem do matematyki dotaczyla fizyka i od stycznia 1985
zaczeliSmy zamieszezaé po dwa zadania z kazdej z tych dwoch dziedzin.

Wspomniana statystyka zasluguje na kontynuacje. Popatrzmy, jak to sie
ksztaltowato w kolejnych czterech dziesiecioleciach, od startu az do sezonu
czterdziestego. W kolejnych kolumnach tabelki widzimy:

— (w nawiasie) liczbe zadan z matematyki w dziesigcioleciu;

— liczbe nowych uczestnikow ligi;

— (gruba czcionka) liczbe nowych czlonkéw Klubu 44 M;

— liczbe przekroczen bariery ,,44 punkty” (rézni sie od poprzedniej tym, ze
liczone sa przekroczenia powtdrne i wszystkie dalsze);

1981-1991 (222) 506 66 114
19912001 (202) 122 29 70
20012011 (200) 95 19 77
20112021 (200) 72 21 86

(statystyke w rozbiciu na pojedyncze roczniki znajdzie Czytelnik
w elektronicznym wydaniu numeru).

Najliczniejszy udzial wida¢ w latach poczatkowych; dzialal urok nowosci —

ale chyba nie tylko: zycie wéwczas byto troche inne; wiecej czasu mozna byto
przeznaczaé na beztroska zabawe (jaka nasza liga zawsze pragnela by¢é i pragnie
pozostac).

Suma liczb z przedostatniej kolumny, réwna 135, to aktualna liczba oséb
zaliczonych w grono czlonkéw Klubu 44 M; suma liczb z jeszcze poprzedniej
kolumny — to laczna liczba wszystkich uczestnikéow, ktorzy pojawili sie w lidze
(do momentu zamknigcia sezonu 2020/21); wynosi ona 795.

Pamietajmy jednak, ze niektorzy z nich odeszli tam, skad sie nie wraca.
O niektérych wiemy (notki zalobne w lutowych numerach rocznikéw 1993, 1999,
2008, 2016); o innych mozemy nie wiedzie¢; im wszystkim nalezy sie chwila
smutnej zadumy i ciepte wspomnienie.

* * *

Teraz wybrane zadania z omawianego sezonu (ostatniego, czterdziestego) —
wiec, jak zwykle, te trudniejsze (wysoki wspdlczynnik trudnosci WT i/lub
niska liczba poprawnych rozwiazan LPR), a takze te, w ktérych uczestnicy
zaintrygowali niebanalnymi pomystami rozwiazan albo ciekawymi komentarzami.
W e-wydaniu, jak przed rokiem, zamieszczamy wybrane fragmenty prac

(w zakladce: ,Zalacznik do elektronicznego oméwienia ligi matematyczne;j”).

k#£1 (i) k+ap Z1+ 2 dla k #£1; teza: permutacja
o wlasnodci (i) istnieje < permutacja o wlasnosci (ii) nie

LPR=14). Trudno$ci tu niewiele. Piotr Kumor zwrécil
uwage (— e-wydanie numeru), ze juz w klasycznej
ksiazeczce W. Sierpiniskiego 250 zadan z elementarnej
teorii liczb znajduje si¢ rozumowanie indukcyjne, dajace
rozwiazanie naszego zadania; postawil tez pytanie,

czy poza ciagiem (a,,) istnieja liczby calkowite m > 2
takie, ze m | 2™ +2, (m—1)| 2™+ 1; pierwszy

z tych warunkéw spelnia np. liczba m = 946 ( # a,, dla
wszystkich n); czy jedyna taka?

Zadanie 810. [Permutacje (z1,...,z,) zbioru {1,...,n}
o wlasnosciach (mod n): (i) Zle T E 22:1 x; dla
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istnieje] (WT=2,03; LPR=11). Wszyscy pokazali, bez
wiekszych trudnosci, ze istnienie permutacji jednego

lub drugiego typu zalezy po prostu od parzystosci
liczby n. Kto ciekawy, ile jest takich permutacji (dla
danego parzystego/nieparzystego n), znajdzie odpowiedz
w OEIS (ciagi A141599, A006717) — na co zwrdcil uwage
Michal Adamaszek.

Zadanie 812. Vn €N, n>2: [[;_,(2¥ —2) =0 (mod n!)]
(WT=1,60; LPR=19). To teoria liczb — jak sugeruje
tre$¢ zadania i prawie wszystkie rozwiazania

(w tym firmowe)? Czy moze raczej algebra liniowa



z kombinatoryka? Popatrzmy na rozwiazanie, jakie
przystal Jerzy Cisto: W przestrzeni liniowej Z5
wybieramy baze wektoréw vi,...,v,, biorac dowolny
wektor vi # 0 (2" — 1 mozliwosci); za$ majac wektory
V1,...,Vj, rozpinajace podprzestrzen wymiaru j
(wiec mocy 27), mamy 2" — 27 mozliwoéci wyboru
wektora v;y1; liczba uporzadkowanych baz wynosi
zatem

n—1 n
M,: =[J@" -2)=2"0"D2]] @k -1).
j=0 k=1

Zliczamy teraz n-wymiarowe sympleksy

o ponumerowanych wierzchotkach: pierwszy
wierzchotek wybieramy na 2™ sposobéw, a pozostale
uzyskamy, dodajac do niego wektory dowolnej bazy
uporzadkowanej; zatem liczba takich symplekséw
wynosi 2"-M,, i dzieli si¢ przez (n + 1)!, bo tyle jest
mozliwoéci ponumerowania wierzchotkéw. Cofajac n

o jeden, widzimy, ze n! jest dzielnikiem liczby 2" ' M,,_;.

To juz prawie teza zadania — pozostaje jedynie
skontrolowaé¢ potegi dwdjki w liczbach: n! oraz tej danej
w zadaniu — a to nietrudne ¢wiczenie.

Na podobnym pomyéle (dopracowanym w jezyku
macierzy) oparl Janusz Olszewski jedno z trzech (!)
przystanych rozwiazan; w kazdym z nich (— e-wydanie)
wykazat stuszno$é tezy zadania ze stala 2 zastapiong
przez dowolng liczbe naturalna a > 2.

[Mala uwaga. Przytoczone rozumowanie pokazuje,

ze 2" M, /(n + 1)! to liczba n-symplekséw w Z%

(bez numeracji wierzchotkéw). Dla n = 3 to jest 56;
wynikaltoby stad, ze jest doktadnie 56 czworo$ciandow
rozpietych przez czwérki wierzchotkéw szescianu.
Jednak nie. Pozostawiamy Czytelnikom znalezienie
ich faktycznej liczby oraz zagadke: czy wiasnie zostata
wykryta sprzeczno$é w matematyce?]

Zadanie 813. [Dany n-kat wypukly W, ma N
przekatnych; m € N, m < N; S — zbior wszystkich
punktéw przecieé¢ przekatnych wewnatrz W (zadne
trzy sie nie spotykaja) = IM C S: |M| = m, nie
zawierajacy cyklu (w cyklu kazde kolejne dwa punkty
na jednej przekatnej — ale zadne trzy)] (WT=2,95;
LPR=T). Wystarczy rozwaza¢ m = N — 1. Michat
Adamaszek prosto i dobitnie wyjasnil, o czym

jest to zadanie: nalezy patrzeé¢ na N przekatnych

jako wierzcholki grafu; polaczone sa takie dwa
wierzchotki, ze odpowiadajace im przekatne przecinaja
sie wewnatrz W. Cykle krawedziowe w tym grafie

to dokladnie cykle punktow S wedtug okreslenia

w zadaniu. Graf jest spéjny (kazde dwa niepotaczone
wierzcholki maja wspélnego sasiada); bierzemy jako M
dowolny minimalny spéjny podzbiér S (czyli zbioru
krawedzi grafu), wiazacy wszystkie N wierzchotkéw;

z minimalnos$ci wynika, ze nie ma w nim cyklu — jest
wiec drzewem, zatem | M| = N — 1, czyli tak, jak trzeba.

Zadanie 815. [f,g,h: R — R;

Va,y: fl@+y°)+9(@® +y) =hzy); f.g,h="]
(WT=3,01; LPR=6). Tylko funkcje stale (takie, ze
f+ g = h) spelniaja to réwnanie. Rozwiazanie firmowe
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znalazt P. Kumor. Nieco inaczej: M. Adamaszek,
K. Matuszewski, M. Spychata, A. Woryna —
pokazujac (réznymi metodami, nie bez wysitku), ze f
jest stala w pewnym otoczeniu zera; iterowanie réwnosci
f(2®) = f(x) (latwej do uzasadnienia) pozwala wtedy
wywnioskowac, ze f jest stala na R. Jeszcze inaczej,
oryginalnie, J. Olszewski — przez sprowadzenie do
ciekawego uktadu trzech réwnan wielomianowych —
cho¢ tez nie catkiem krétko (— e-wydanie). I jeszcze
jedna praca, zawierajaca istote rozumowania, ale z tak
licznymi pomytkami i niedopracowaniami, ze nie mozna
jej uznaé za pelne rozwigzanie.

Zadanie zostato wziete z dawnej olimpiady
matematycznej jednego z krajéw europejskich i wlaczone
do konkursu w nadziei, ze btyskotliwe rozwiazanie
poznamy od uczestnikéw; jednak nie — wigc zapewne
prosciej zrobi¢ sie tego nie da.

Zadanie 818. [Vn > 93m < n/3: 2" —2™ =0 (mod n);
(m,n € N)] (WT=2,23; LPR=11). Kilku uczestnikéw
zauwazylo (a nie zauwazyl tego zawczasu redaktor

ligi), ze prawie takie samo zadanie bylo juz kiedy$

w lidze (Ag, zadanie 726). W tym ,prawie” kryje sie
jednak spory kawatek matematyki. Jedyna réznica

w tresci to oszacowanie dla m: tam n/2, tu n/3;
wszelako to réznica jakosciowa. Rozwiazanie firmowe
znacznie latwiejszego zadania 726 nie dawalo si¢ tatwo
przenosi¢ na nowsg sytuacje, nie dawato nawet znaczacej
wskazéwki (choé¢ jeden z uczestnikéw zlapal sig na te
niezamierzona putapke). W obecnym zadaniu wszystkie
(poprawne) rozwiazania biegly jednym torem: albo

(jak w ,firméwce”) z jawnym uzyciem funkcji Eulera,
albo z wyprowadzeniem jej potrzebnych wlasnosci (nie
nazywajac jej po imieniu).

Zadanie 820. [Va,b,c > 0: chkl bza—_:bc > %] (WT=1,76;
LPR=16). Urokliwie elementarne rozwiazanie, jakie
zaproponowal Witold Bednarek, autor zadania

(i ktore zamiesciliémy jako firmowe), pokazuje,

ze zadanie mogloby sie nadawaé¢ do konkursu dla
junioréw. Ale oczywiscie bylo ono podatne i na inne
techniki. Odnotujmy niektére podejscia: Janusz
Olszewski udowodnil ogdlniejszg nieréwnos¢, stuszng
dla p,q,z,y,z > 0: Z_Cykl ﬁ > r—?—q; daje on{a

teze zadania, gdy (z,v,2) = (a?,b%,¢), (p,q) = (%, %)
(bo be < (b% + ¢2)/2). Podobna nieréwnosé, tylko dla
p/q = 3, ale z rozszerzeniem na n skladnikéw z;, wskazal
Piotr Kumor; szczegdly tych prac w e-wydaniu
numeru.

Szczyt zwigzlosci osiagnat Mikotaj Pater, uzywajac
nieréwnosci Héldera (3 xlylzl)g < (23Xl (X2,
(sumy po i = 1,2, 3); wystarczy podstawié

2/3 1
Ti = ai/ (a12+1 +ait1ait2) 13y, = (aiai+1)1/3,
2 = (aiy1 + air2)*/3, by przy oznaczeniu
(a1,a2,as3) = (a,b, c) dostaé¢ nieréwnosé nieco mocniejsza
od tej z zadania.
Kilka prac zaczynalo sie stowami: ,,Zalézmy b.s.o.,

ze a = b > ¢”. Tak by bylo, gdyby rozwazane
wyrazenie bylo symetryczne; tu jednak mamy tylko



niezmienniczosé cykliczna, wigc logika szwankuje. Mozna co oznacza, ze srodek S odcinka UV jest $rodkiem

jedynie ,b.s.0.” przyjaé, zea =2 b>cluba<<b<c¢ okregu wp; jedli teraz K, L, M to punkty stycznosci

(i oddzielnie analizowaé te dwie sytuacje). boku BC' z okregami wpisanymi w tréjkaty ABC,
ABD, ACD, to dodajac stronami trzy réwnosci

Zadanie 822. [AABC; dla D € BC: U,V - érodki BK = Y{(AB+ BC - AC), —BL = 1(AD — AB - BD),

okregéw wpisanych w ABD, ACD; wp — okrag DUV —DM = %(AC’ — AD — CD), otrzymujemy

= wszystkie okregi wp maja punkt wspdlny] LK — DM = 0; a skoro S lezy na symetralnej

(WT=3,05; LPR=6). Przekombinowane bylo odcinka LM, wynika stad, ze SK = SD, czyli K € wp;

rozwiazanie firmowe (choé¢ ciekawe; koncepcja: tak wiec S jest punktem, ktérego istnienie nalezto

Mikotaj Pater, autor zadania). Uczestnicy ligi wykazac¢. Podobne rozwiazania: M. Adamaszek,

robili to proéciej. Jerzy Cisto: U,V leza na L. Merta, J. Olszewski oraz (z pomoca trygonometrii)

dwusiecznych katéw ADB, ADC, wiec <UDV = 90°, A. Woryna.
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732. Niewazki pret z umocowana na koncu kulka o masie m postawiono pionowo
na podtodze. Kulke mozemy traktowaé jako punkt materialny. Pret zaczyna
przewracaé sie z zerowa predkoscig poczatkowa i nie §lizga sie do chwili, gdy
przestaje naciska¢ na podloge. Jaka warto$¢ ma w tej chwili kat ag, jaki pret
tworzy z pionem? Ile wynosi wspélczynnik tarcia miedzy pretem a podloga?

Ile wynosi sila tarcia, gdy pret tworzy z pionem kat o < ag?

733. Zmienne pole magnetyczne wytwarza w jednorodnym przewodniku
ADBEA w ksztalcie okregu (rys. 1) stala sile elektromotoryczna e. Linie pola
magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny przewodnika i przechodza

przez powierzchnie w ksztalcie kola zacieniowana na rysunku, pole ma os
symetrii przechodzaca przez Srodek przewodzacego piersécienia i prostopadtla
do plaszczyzny przewodnika. W punktach A i B do pierscienia podlaczony jest
amperomierz. Opory przewodnikéw ADB, AEB i ACB wynosza odpowiednio
Ry, Ro i Rs3. Jakie jest napiecie miedzy punktami A i B?

Rozwigzania zadan z numeru 10/2021

Przypominamy tres¢ zadan:

724. Cigzka tarcza o promieniu R stacza si¢ na dwéch nierozciggliwych niciach. Nici sa nawinigte
na tarcze, a ich wolne konice sg zamocowane (rys. 2). Podczas ruchu tarczy nici sa caly czas napiete.
W pewnej chwili predkos$é katowa tarczy wynosi w, kat pomiedzy nié¢mi jest wtedy réwny a. Jaka
predko$é ma w tym momencie $rodek tarczy?

725. Przyjmijmy, ze Ziemia obiega Stonce po orbicie kotowej o promieniu R = 1 j.a. Po jakim czasie
spadlaby na Stonce, gdyby nagle zostata zatrzymana? Ziemie i Stonce potraktujmy jako punkty
materialne.

724. Oznaczmy predkosci punktéw stycznoéci nici z tarcza w ukladzie
odniesienia zwiazanym ze $rodkiem tarczy przez u; i us. Tworzg one ze soba
kat « i maja jednakowe warto$ci u = wR. W ukladzie odniesienia zwiazanym

z Ziemia predkoéci tych punktéw wynosza odpowiednio vi = uy +v i vy = ug + v,
gdzie v jest szukana predkoscia srodka tarczy. Poniewaz nici sa nierozciagliwe,
wektory vy i vo sg prostopadte do nici, a tym samym do wektoréw u; i us,.

Z rysunku 3 widaé, ze wektor predkosci tarczy tworzy z kazda z nici kat a/2,

a jego wartos$¢ v = u/ cos(a/2) = wR/ cos(a/2).

725. Gdy Ziemia krazy wokél Stonca o masie M po orbicie kotowej, jej predkosé
vo = \/GM /R , a okres obiegu Ty = 2R/ R/GM. Rozwazmy kolejno przypadki,
w ktérych Ziemia znajduje sie w odleglosci R od Storica w pewnym punkcie Z
orbity kotowej, a jej predko$¢ w tym momencie jest mniejsza od vy i coraz
bardziej maleje (rys. 4). Tory ruchu sa wtedy elipsami o malejacych pdlosiach,
a Slonce znajduje sie w ognisku bardziej oddalonym od punktu Z. Dla kazdej
z tych elips spelnione jest trzecie prawo Keplera: T2 /a® = To?/R?, gdzie

T =Ty\/a3/R3 (%)
jest okresem obiegu, zas a pdlosia wielka danej elipsy. W granicznym przypadku,
gdy predkosé Ziemi w punkcie Z jest réwna zeru, elipsa staje si¢ odcinkiem Z S,
a poélos wielka tej zdegenerowanej elipsy wynosi R/2. Zgodnie z (x) szukany czas

spadania t = 0,5T)+/1/8 = 0,257 R+/2R/GM = 65 déb.
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