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Zmienna losowa to funkcja, ktéra
przypisuje zdarzeniom elementarnym
liczby. Przyktadowo moglibysmy liczy¢,
ile razy wypadt orzel przy rzucie moneta.
Jezeli rzucimy monetg raz, to zmienna
losowa zdefiniowana bedzie tak: A(O) = 1,
A(R) = 0. Entropia w tym przypadku
wynosi 1 (wynik opisuje 1 bit). Jezeli
rzucimy monety dwa razy z rzedu, to
zmienna losowa bedzie nastepujaca:
A(OO) =2, A(OR) = A(RO) =

A(RR) = 0. Prawdopodobienstwa
kolejnych wynikéw wynosza %, %, i, wiec
entropia jest réwna 1,5: mozna
powiedzieé, ze wystarczy jeden bit, by
opisaé, ze wynik jest réwny 1,

w przeciwnym razie potrzebujemy
drugiego bitu, aby opisaé, czy jest to 0,
czy 2.

Podkreslmy, ze entropia i kodowanie nie
zalezg od konkretnych wartosci, jakie
moze przyjaé zmienna losowa, a jedynie
od prawdopodobienstw ich przyjecia.
Wiemy, jakie wartosci moze przyjac
zmienna, i opisujemy jedynie, ktéra

z mozliwosci zaszta. Przyktadowo,
entropia zmiennej przyjmujacej wartosci
0, 1 z prawdopodobieristwem p, 1 — p jest
taka sama jak zmiennej przyjmujacej
wartoéci 7, e z tymi
prawdopodobienstwami.

Na przyktad, dla n =4 i m = 2 nasza
oryginalng wiadomosé C = (0, 1) kodujemy

w wektorze:

X =(0,1,0,1)
z uzyciem pewnej funkcji ¢ (opiszemy ja
za chwilg). Ten wektor wysylamy bit po
bicie, ale ze wzgledu na bledy transmisji
bit 2 dochodzi zmieniony: wektorem
btedu jest wigc

=(0,1,0,0),
a odbiorca otrzymuje:
Y=XoZ=(0,0,0,1).

Model pesymistyczny bywa nazywany
modelem Hamminga, a probabilistyczny
modelem Shannona.

Artur JEZ*

Z artykutu O sztuce zadawania pytan A3 dowiedzieliémy si¢ miedzy innymi, jak
mozna mierzy¢ ,ilos¢ informacji”: taka miarg jest entropia, ktéra intuicyjnie méwi
nam, ile Srednio bitéw potrzeba, aby opisa¢ wynik zmiennej losowej. Matematycznie,
entropia zmiennej losowej A zadana jest jako H(A) =, p,log, pi gdzie p,
jest prawdopodobienistwem, ze A = a, a log, — 5. to intuicyjnie liczba bitéw,
ktérymi opisujemy to zdarzenie (liczba ta nie musi byé oczywiscie catkowita).
Sama za$ entropia to warto$¢ oczekiwana tejze liczby bitéw; dlatego w dalszej
czedci bede czasem pisal o bitach informacji zamiast o entropii. Ze wspomnianego
artykulu dowiedzielidémy sie tez, ze warto$¢ zmiennej losowej A mozna zakodowad,
uzywajac Srednio niewiele wiecej niz H(A) bitéw. Dla uproszczenia notacji
oznaczmy przez H(p) entropie zmiennej losowej przyjmujacej dwie wartodci: 0,1,
z prawdopodobienstwami p, 1 — p. Proste rachunki pokazuja, ze H(p) ro$nie

na przedziale [0, 3] i maleje na [3,1], a najwicksza osiagana wartoscia jest H(3) = 1.

Kody polaryzujace

W tym artykule sprobujemy znalezé¢ rozwiazanie problemu btedéw transmisji,
pokazemy, co zrobi¢ w przypadku, gdy miedzy zapisem a odczytem moga
pojawiaé sie bledy. Niech Zs bedzie zbiorem {0, 1} z dodawaniem modulo 2,
ktore oznaczymy symbolem ¢. Nadawany komunikat oznaczmy przez X € Zo,
a ,szum” potraktujmy jako zmienna losowa o wartoéciach w Zs, przy czym
P(Z =1) = p < 1/2 to prawdopodobienistwo bledu. Odbiorca odczytuje

Y = X & Z. Tle bitéw informacji mozna w tej sytuacji przestaé?

Skoro Y ma dwie wartosci, to H(Y) < 1. Ale H(Z) informacji pochodzi

z szumu, i wydaje sie rozsadne stwierdzenie, ze mozemy przekazaé najwyzej
H(Y)— H(Z) <1— H(p) bitéw informacji. Powyzszy model to uproszczenie
pojecia kanalu informacyjnego, ktére wprowadzil Claude Shannon; model ten
jest, obok entropii, klasycznym pojeciem i narzedziem teorii informacji. Shannon
sformalizowal i udowodnil rowniez powyzszy argument o niemoznosci przeslania
wiecej niz 1 — H(p) bitéw informacji.

Powyzsze rozwazania sa trudno zrozumiale w przypadku pojedynczego bitu:
jak mamy przestaé¢ 1 — H(p) bitu? Naturalniej jest rozwazaé transmisje wielu
bitéw: wysylajac n bitéw, chcieliby$my — pomimo szumu — przestaé¢ n(1 — H(p))
bitéw informacji. Ustalmy n i niech m ~ H (p)n bedzie liczba bitéw informacji
pochodzacych z szumu. Wysylajac n bitéw, chcemy zatem przekazaé¢ n — m bitéw
informacji. Formalnie: wiadomoéé C = (C1, ..., Cp_p) € Z2~™ kodujemy (czyli
ustalamy pewna funkcje réznowartosciowa c : Zi~ ™ — Z%) za pomoca wektora
X = (Xq,... ,Xn) € 7%, ktory przesytamy bit po bicie. Wektorem bledéw jest
Z=(2y,...,2y) € 22, gdzie P(Z; = 1) = p < 1/2 dla 1 < i < n, czyli dla kazdego
bitu prawdopodobienstwo btedu Wynos1 2 Zakladamy, ze zmienne 21, ..., Zy,
sg niezalezne. Odbiorca odczytuje Y =X & Zichee odtworzyc c przynajmniej
z duzym prawdopodobiefistwem (wzgledem rozkladu Z). O podobnym problemie
pisatem juz w artykule Kody korekcyjne A3,. Kodowanie ¢ jest réwniez kodem
korekcyjnym, ale obecnie rozwazamy inny model pojawiania sie i poprawiania
bledéw. Poprzednio rozwazaliSmy model pesymistyczny: bledy pojawiaja sie
zlodliwie i chcemy zawsze méc je poprawié, o ile nie jest ich za wiele; obecnie
rozwazamy model probabilistyczny: bledy pojawiaja sie losowo, ale chcemy

z duzym prawdopodobienstwem bezblednie przekazaé¢ informacje.

Konstrukcja

Podejdziemy do problemu od strony szumu: skoro wiemy, ze wektor btedéw
spelnia H (Z ) &~ m, to jak wspomnieliSmy na wstepie, mozemy zakodowaé go,
uzywajac Srednio m bitéw. Pomysl polega na rozdzieleniu wysytanych n bitow
na dwa zbiory: m bitow przeznaczamy na zakodowanie A , a pozostalych n —m
bitéw uzyjemy do przekazania oryginalnej wiadomosci. Pomyst ten moze sie

w pierwszej chwili wydawaé naiwny i niemozliwy do zrealizowania. .. a jednak,
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Formalnie réwnosé Dec(P(Z)) = Z
zachodzi z prawdopodobienstwem,
wzgledem rozktadu Z, dazacym do 1 przy
n — oo. Dla uproszczenia bedziemy jednak
pisaé¢ réwnosé.

Latwo udowodnié, ze wektor
(Wi o, Win) = P(X1, ..., X,) jest
postaci W; = ¢;,1 X1 @ -+ ® ¢c; n X, dla
pewnych c; ; € Zz. Wtedy warunek
P(X4y,...,X,) =(0,...,0) przeklada sie
na uklad m réwnan liniowych

o n niewiadomych (z konstrukeji bedzie
wynikalo, ze réwnania te sg niezalezne).
Mozna dowolnie ustali¢ n —
niewiadomych (na 2"~ sposobdéw)

i jednoznacznie rozwigzaé powstaly uktad,
co daje 2"~ wektoréw w C.

Korzystamy z notacji dla wektoréw
Agi = (A, ..., Ay), analogicznie
definiujemy A;i, A‘<,;, A;,

Diagram przedstawia konstrukcje Pj:

Py (Z1,Z5, Z3, Z4) skonstruowane jest

z P2’(Z17 Z3) oraz PZI(Zg, Z4). One z kolei
skonstruowane sa z P{(Z1), ..., Pj(Z4).
‘W nawiasie podane sg entropie
warunkowe, ktére wyjasnimy pdzniej.

Dla tak zdefiniowanej macierzy P mamy:
¢» ={(0,0,0,0),(0,1,0,1), (1,0, 1,0),
(1,1,1,1)}, bo sg to wszystkie wektory,
ktére po zastosowaniu P przechodza na
(0,0). Jezeli teraz okreslimy bijekcje ¢

w nastepujacy sposob:

¢(0,0) = (0,0,0,0), ¢(0,1) = (0,1,0,1),
c(1,0) = (1,0,1,0), ¢(1,1) = (1,1,1,1),
to wspomniana przykladowa wiadomo$é
C = (0,1) rzeczywiscie zostanie
zakodowana w X = (0,1,0,1).
Kontynuujac poprzedni przyktad, jezeli
wektorem bledu bedzie Z = (O 1,0,0), to
stosujac P na wektorze y=X D Z
otrzymamy P(Z):

P(Y) = P(0,0,0,1) = (1,0) = P(Z).

jak pokazemy, jest to mozliwe! W tym celu zastosujemy kompresje, ktéra
zawsze, a nie Srednio, uzywa m bitow. Niech zatem P bedzie oznaczeniem na
funkcje kompresji (P : Z% — Z5*). Wprawdzie rézne ciagi bledéw moga byé teraz
wzakodowane” w ten sam sposéb, jednak dla pewnej funkCJl dekomprequ@ceJ Dec
zachodzi¢ bedzie z duzym prawdopodobienstwem Dec(P(Z )) = Z. Ponadto

P bedzie przeksztalceniem liniowym, czyli P(A ® B) = P(A) ® P(B) oraz
suriekcja (tzn. P(Z%) = Z3").

Zalézmy na razie, ze rzeczywiscie uda nam sie taka funkcje P skonstruowac.
Niech C,, = {X € Z5 : P(X) = 0}. Zbiér C, ma 2" ™ elementéw: mozna bowiem
pokazaé, ze warunek z definicji C,, odpowiada uktadowi réwnan liniowych,
ktéry ma 2"~ ™ rozwiazan (patrz margines). Ustalamy dowolna bijekcje miedzy
Z5™™ a C,, ktéra pozwoli nam zakodowaé wiadomosé c jako wektor X zC,.
Korzystajac z liniowosci P, mozemy teraz z Y odzyskaé P(Z ):

P(Y)=P(X & Z)=PX)a& P(Z)=P(Z).
Po zdekodowamu (z duzym prawdopodobieristwem) dostaniemy Z ktory po
dodaniu do Y da szukany X:

Y @ Dec(P(Y)) = (X @ Z)@Dec(P(Z) =X Z)®dZ=X.
Uzycie zbioru {X : P(X) = 0} (dla odpowiednio dobranego P) do kodowania
wiadomodci jest standardowym podejsciem w teorii kodéw korekcyjnych, réwniez

kolejne kroki sg standardowe: P nazywana jest macierza parzystosci, a P(Z ) to
tak zwany syndrom. Trudnos¢ jest w konstrukeji odpowiedniego P.

Wréémy wiec do pytania, jak skonstruowaé P. Ograniczymy sie do przypadku,
gdy n = 2F. Aby osiagnaé nasz cel, skonstruujemy najpierw odwracalna
funkcje liniowa P, : Z% — 75 i za P Weimiemy odpowiednio wybrane m

z n wspotrzednych P). Konstrukcja Pj, jest rekurencyjna: definiujemy P; jako
identyczno$c¢, a dla k > 1

0 (Z) = (Ppoor (Zop1) @ Phs(Zogpr), Ppor (Zsgi)).

Mamy wiec Py(Z1, Z2) = (Z1 ® Za, Z2), a konstrukcja P, wyglada nastepujaco:

Z1 (0,5) 7 | Z1© 22 (0113) 21D Za®Z3® 2y (0,899)

Zz 0,5)| | 22 (0,287) /’ | Z2® 2y (0,528) |

25 Z80%_om)| /| L©% (0.475)

— | 4 (0,287) Zy (0,095)
/

Latwo sprawdzié, ze P’ jest odwracalne. Co ciekawe, konstrukcja P’ nie
zalezy od parametru p, ale P zalezy: wybieramy m ~ nH (p) wsp6irzednych
z P’. Przykladowo dlan =4 i m = 2, jesli do P wezmiemy pierwsze dwie
wspltrzedne P’ otrzymamy

P(Zl7 Zy, 3, Z4) = (Z1 P LoD Ly P Ly, LoD Z4).

Do pytania, ktore wspétrzedne nalezy wybraé¢, powrdcimy za chwile.

Analiza

Aby zrozumieé te konstrukcje, uzyjemy entropii warunkowej: H(A|B = b) to
entropia A, jeli wiemy, ze B = b, zas§ H(A|B) = >, p» - H(A|B = b) to $rednia
liczb H(A|B = b) wazona prawdopodobiefistwami py,.

Przedledzmy dzialanie P;. Wezmy p = 0,11, co daje H(p) ~ 0,5. Przyjmiemy
wigc m = §, czyli do P wybieramy polowe zmiennych z P’. Niech

W) = (Wl(j), e Wij)) dla j = 1,2,4 beda kolejnymi wektorami

uzyskanymi w konstrukeji Pj, tzn.: W) = (P{(Z,),..., P{(Z4)),

W@ = (Py(Zy1,Zs), Py(Z3, Z4)), W = Py(Z,...,Z;). Przeanalizujemy

H (Wi(J ) |ng)), czyli entropie warunkowa, ktéra mowi nam, ile bitow informacji
niesie Wi(] ), jezeli poznalidémy juz warto$ci na poprzednich wspélrzednych
(wartosci te podane sa w nawiasach na diagramie).
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Bedziemy uzywac nastepujacych

wlasnosci entropii:

1. H(A|B) < H(A): dodatkowa
informacja nie moze zaszkodzié;
réwnoéc zachodzi dla
A, B niezaleznych.

2. H(A,B) < H(A) + H(B) i réwnos¢
zachodzi, gdy A, B sa niezalezne.

3. H(A1,...,A,) =
= H(A1) + H(A2|A1) +
+ -+ H(A,|A<y): informacja calosci
to suma przyrostéw informacji.

4. H(A) > H(f(A)) dla dowolnej
funkcji f i réwnosé¢ zachodzi dla
funkcji odwracalnych: przeksztalcanie
moze jedynie ,straci¢” informacje.

Jesli A € Zg oraz pg = P(A = 0)

ipr =P(A=1)=1-po, to

max(po,p1) = 1 — H(A): lewa strona jest
liniowo malejaca dla po € [0, 3] i liniowo
rosngca dla pg € [%, 1]. Jednoczesnie
prawa strona jest wypukta i dla pg = 0,
po = % oraz pp = 1 mamy réwnosc¢.

Te bardziej prawdopodobne wartosci
musimy wczesniej obliczy¢, dokonujac
obliczen dla wszystkich mozliwych
wektoréw wejsciowych dla P’.

Erdal Arikan, Channel polarization:

a method for constructing
capacity-achieving codes for symmetric
binary-input memoryless channels. IEEE
Transactions of Information Theory 55(7):
3051-3073 (2009).

Prezentacj¢ oparlem gtéwnie na
notatkach z wyktadu Madhura
Tulsianiego, Peten dowdd znajduje sie
w dostepnej w sieci ksigzce: Venkatesan
Guruswami, Atri Rudra, Madhu Sudan,
Essential Coding Theory.

n = 1: P| to identyczno$é, wiec W( ), ey Wf) to Z1,...,
coyli HW WD)y = Hw M) = H(p) ~ 0,5.

Z4 i sa one niezalezne,

n=2: PQ/(Zl, ZQ) =
i z wlasnosci entropii mamy H(W(2))

Jednoczesnie

H(Zy ® Zy) + H(Z3|Z1 @ Zs)

(Z1 ® Za, Zs). Wtedy Ogélnie p < 2p(l —p) <1 —p
H(2p(1 —p)) > H(p) = H(Z1).

= H(Z\® Zy,Z3) = H(Py(Z1, Z2))
= H(Zth) = H(Zl) + H(ZQ) ~ 1,
)

poniewaz Pj jest odwracalne, a Z;, Zs niezalezne. Czyli H(Z3|Z1 ® Zo
1—0,713 = 0,287. Analogiczne obliczenia przeprowadzamy dla Zs @ Z4 i Zy.

=Z1® Ly D L3P Ly i W2(4) = Z5 ® Z4 mozemy uzy¢ tej samej
obserwacji: W1(4) =(Z1®Z3) B (Z2® Zy4) i zmienne (71 & Z3),(Z2 ® Zy) spelniaja
P(Z, @& Z3=1)=P(Zy® Zy = 1) ~ 0,2, co daje PW Y =1)~2-02-0,8 = 0,32
i entropie H(Wl(4)) ~ 0,899. Z réwnosci H(W ) + H(W(4)|W(4)) =2-H(0,2)
wyliczamy H(W2(4) \Wl(4)) ~ 0,528. Rachunki dla H(W3 |W. ) sa duzo bardziej
skomplikowane, a ich wynik przedstawiony jest na dlagramle.

n = 4: Dla W

Zauwazmy, ze P’ polaryzuje entropi¢ warunkows: pewne m wspo6lrzednych ma
entropi¢ wigksza niz 0,5, a pozostale n —m mniejsza. W ogdlnosci, dla duzych n
pewne n — m wspolrzednych ma entropie bliska 0, a pozostate m wspélrzednych
entropie prawie 1. Te wtasnie wspélrzedne wybierzemy do funkcji P.

Czytelnik Uwazny spostrzegt zapewne, ze w przykladzie wybralidmy

m pierwszych wspolrzednych. Byl to jednak jedynie szczedliwy zbieg okolicznodci.
W ogélnosci wladciwe wspdlrzedne roztozone sg do$é chaotycznie i jest to
istotna wada z punktu widzenia efektywnej implementacji tej konstrukcji. Dla
ilustracji zauwazmy, ze zamiast W(4) W2(4) moglibysmy wybraé Wl( ) W(4)

i obliczone entropie bylyby takie same (co latwo wyttumaczyé symetria miedzy
zmiennymi Zy i Z3).

Istnienie funkcji dekompresujacej Dec mozna pokazaé, korzystajac

z polaryzacji. Dla uproszczenia notacji przyjmijmy, ze do P wybralismy

m pierwszych wspolrzednych P’. Zauwazmy najpierw, ze potrafimy z duzym
prawdopodobienistwem z W;Qm obliczy¢ cale W ™). Pierwsze m warto$ci

,n, skoro H(Wj(n)|W(n)) ~ 0, to

1<J

warto$é zmiennej Wj(”) jest prawie pewna dla znanych WZ(<; latwe rachunki

atrz margines) pokazuja, ze bardziej rawdo odobna 7 wartosci W(”) ma
(p gines) p ja, i p p J

po prostu znamy, a dla j =m+1,...

prawdopodobienistwo przynajmniej 1 — H(W, \ s ]) ~ 11 to ja wybieramy
na W(n) Mozna pokazaé, ze sumaryczne prawdopodobieﬁstwo btedu jest male;
dowod jest prosty, ale wymaga doktadnej formalizacji wtasnosci polaryzacji. Gdy
juz mamy cale W = P/(Z), pozostaje zastosowaé funkcje odwrotna do P’

i otrzymamy Z.

Dowdd wlasnosci polaryzacji, a nawet doktadne sformulowanie tej wlasnosci, sa
trudne i — niestety — wykraczaja zdecydowanie poza ramy tego artykulu.

Konstrukcja kodéw polaryzujacych, autorstwa Erdala Arikana, byla przelomem
w teorii informacji: wszystkie poprzednie konstrukcje tego typu miaty

gorsze wlasnodci teoretyczne i zwykle byly losowe, co utrudnialo wydajna
implementacje. Kody polaryzujace sa pierwszymi kodami, ktore nie tylko
maja optymalne gwarancje teoretyczne, ale tez nadaja sie do praktycznej
implementacji, choé¢ to drugie jest wyzwaniem. Zostaly wprowadzone do
standardu 5G NR, (New Radio), a prace nad ich praktycznymi modyfikacjami
i implementacjami trwaja. Co ciekawe, kody korekcyjne i kodowanie entropijne
byly dwoma oddzielnymi, klasycznymi dziatami teorii informacji. Dopiero po
kilkudziesieciu latach pokazano gleboki zwiazek miedzy nimi.
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