Tupot malych kroczkéw albo
Mariusz SKALBA

Z chalupy na salony — tak najkrécej mozna by opisaé
kariere menueta w europejskiej muzyce uzytkowe;j.
Zasieg drobnych krokéw (po francusku menu pas oznacza
wlagnie ,drobny krok”) okazal si¢ jednak znacznie
wiekszy: menuet nie tylko przekroczyl ramy barokowej
suity, ale za sprawa klasykéw wiedenskich zajal poczesne
miejsce jako trzecia cze$¢ sonaty, najwazniejszej formy
muzycznej. Wreszcie Beethoven, a potem Chopin
dokonali dalekosieznej transformacji menueta do scherza
(po wlosku ,zart”): juz u pierwszego jest ono tylko
chwilami zartobliwe, u drugiego zas scherzo jest w peini
samodzielne i zawsze dramatyczne.

Podobnie bylo z kariera réwnan w matematyce. Wyszly
one z optotkow arytmetycznej praktyki, trafiajac na
salony wyrafinowanych spekulacji: rownania algebraiczne
wzbogacone o réwnania rézniczkowe staly sie poteznym
i systematycznym narzedziem poznawania $wiata

i jednym z najintensywniej uprawianych i zyznych
poletek matematyki. Z tej dziatki wymienmy trzech
gigantow: Newton, Euler i Gauss. Ponoé pierwszy z nich
mawial, ze widzial dalej niz inni, gdyz stal na barkach
poprzednikéow — olbrzyméw.

Pomiedzy teoriami poszczegdlnych rodzajéw réwnan
istnieja poteznie plodne sprzezenia zwrotne, ale w sensie,
ktéry podniesiemy w tym artykule, wszystko obraca

sie caly czas wokél réwnan pojeciowo najprostszych,
czyli diofantycznych. Dla dowolnego wielomianu
F(z1,xa,...,2,) 0 wspblczynnikach catkowitych
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mozemy mianowicie zajaé si¢ rownaniem
F(z1,...,2,) =0

i szukaé jego rozwiazan tylko w liczbach catkowitych
T1,...,T,. Mozemy ewentualnie dopusci¢ wymierne
wartosci niewiadomych. W obu przypadkach méwimy

o rownaniu diofantycznym. Jak zilustrujemy ponizej,
trudnosé¢ konkretnego réwnania zalezy zaréwno od liczby
niewiadomych, jak i stopnia wielomianu F'. Przypadki,
gdy stopien F' jest mniejszy od 3, mozna skwitowad
krotko i pozytywnie: dzisiaj istnieja zadowalajace teorie
zaréwno dla rownan diofantycznych liniowych, jak

i kwadratowych dowolnej liczby zmiennych. Tytutem
przyktadéw przytoczymy po jednym klasycznym
twierdzeniu dla stopnia 11 2.

e Réwnanie a1x1 + ... + apx, = b, gdzie a1, ...,a,,0
sa dane catkowite, ma rozwiazania w liczbach
catkowitych x1,...,x, wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba b dzieli si¢ przez NWD(ay, ..., an).

o Jedli liczba naturalna d nie jest kwadratem, to
réwnanie 22 — dy? = 1 (zwane réwnaniem Pella)
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach
naturalnych x,y, przy czym jesli x1,y; jest
rozwiagzaniem z najmniejszym naturalnym z;,
to wszystkie rozwiazania otrzymamy poprzez
potegowanie liczby z; + y1v/d, a dokladniej: para
liczb naturalnych x,y jest rozwigzaniem tego réwnania
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie n € N, ze

T+ y\/g = (21 +y1\/c§)”.

Dla potrzeb dalszej czesci artykutu rozwazmy doktadniej przypadek d = 2. Para
liczb (3,2) jest tu najmniejszym rozwiazaniem, a wiec wszystkie rozwiazania
zawarte sa w ciagu (zn, yn):

Poniewaz z,, — yn\/i =

na T, Yn:

(34+2v2)" + (3 —2v2)"

Tn 4 ynV2 = (3 + 2V2)".

(3 — 2v/2)", wiec mozemy wypisa¢ wzory explicite

(3+2v2)" - (3-2v2)"

n

5 Yn 22

Jak szybko rosna kolejne rozwigzania rownania

(1)

2 —2y° =17

Na mocy powyzszych wzoréw:

log(z) & nlog(3 +2v2) ~ log(2), log(yn) ~ nlog(3 +2v2) — - log(2),

gdyz potegi liczby 0 < 3 — 2v/2 < 1 sg zaniedbywalnie male dla duzych n. Mozna
to zinterpretowaé tak, ze liczba cyfr w liczbach x,,, y, jest rzedu cn, gdzie ¢ jest

pewna stala dodatnia.

Wspomnimy teraz o réwnaniach diofantycznych, w ktérych rozwigzania rosna
jeszcze szybciej. Niech mianowicie

(2)

F(z,y)=y*—2* —ax —b=0,

gdzie a,b € Q spelniaja warunek A = 4a® 4+ 27b? # 0. Ten warunek gwarantuje,
ze zbiér punktéw (x,y) spekliajacych réwnanie jest krzywa gladka, tzn.
taka, ktora ma styczng w kazdym punkcie. Krzywe zadane rownaniami typu
nazywamy eliptycznymsi. Podobnie jak w przypadku réwnania Pella, okazuje sie,
ze kazde rozwiazanie w liczbach wymiernych (o ile w ogéle takie rozwiazania
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istnieja) mozna wygenerowaé ze skoriczenie wielu rozwiazan za pomoca
odpowiedniej procedury geometrycznej: prowadzac sieczne lub styczne przez
dane punkty wymierne. Mowi o tym stynne twierdzenie Mordella z 1922 roku.
Whnikliwa analiza kazdej konkretnej krzywej eliptycznej prowadzi do wniosku,
ze maksimum licznika i mianownika wspélrzednej  generowanych punktow
ma okoto cn? cyfr! Tak wiec chociaz rozwiazan moze byé nieskoniczenie wiele,
to na pewno niewiele jest rozwiazan ,malych” (przy czym ,rozmiar” liczby
wymiernej r/s, gdzie r,s € Z oraz NWD(r,s) = 1, rozumiemy tu jako max(|r|,|s|)).
Roéwnania krzywych eliptycznych to nieliczne réwnania diofantyczne 3 stopnia,
dla ktorych istnieje bogata, gleboka i pigkna teoria — jeden z probleméw
milenijnych: hipoteza Bircha—Swinnertona-Dyera, dotyczy zreszta rozwiazan
wymiernych rownania .

Ale czy rozwigzania moga rosnaé jeszcze szybciej? Rozwazmy w tym celu
rownanie diofantyczne z 1. etapu 68 Olimpiady Matematycznej:

(x% +2y%)2 — 2(2% + 2t3)? = 1.
Zadanie polegalo na udowodnieniu, ze to réwnanie ma nieskonczenie wiele
rozwiazan w liczbach catkowitych. Niech dalej S oznacza zbidr wszystkich liczb
catkowitych postaci 22 + 2y2, gdzie z,y € Z. Zalézmy najpierw, ze dla pewnego n
mamy
Tn =a’ +2b%, y, = +2d%, gdze a,b,c,d €7
i oczywiscie x,,, y, oznaczaja n-te rozwiazanie réwnania Pella . Wowczas

Ton + Y2 V2 = (@0 + ynV2)? = (2] + 203) + 22,0 V2.
Mamy ponadto
2T yn = (2ad + 2bc)? + 2(ac — 2bd)?.

Zatem jedli x,,y, € 5, to réwniez xa,, Y2, € S. Wychodzac od rozwiazania

11 =3=124+2.12y; =2 =02+ 2- 12, otrzymamy ciag nieskonczony

Zon,Yyon € 5, co konczy rozwiazanie zadania z olimpiady. Ciag xon rosnie bardzo
szybko — liczba xon ma okolo ¢2™ cyfr! Powstaje jednak naturalne pytanie,

czy w ten sposéb wytworzymy wszystkie rozwiazania? Okazuje sie, ze nie:
mozna sprawdzi¢ na komputerze, ze x257, Y257 € 5, i stad powstaje druga seria
nieskonczona: raog7.9n, yYos7.9n. Czy sa jeszcze inne serie? Wiadomo$é z ostatniej
chwili: mamy xg37,y937 € S, co generuje trzecia serie Tgz7.9n,Yg37.9n — by¢ moze sa
inne serie z rozwiazaniem ,startowym” x,,y, € S, gdzie n < 937 jest nieparzyste.
Czy liczba serii jest skonczona? To drugie pytanie jest ekstremalnie trudne i na
pewno nie nadaje si¢ na olimpiade. Przy okazji zajmowania si¢ 10. problemem
Hilberta Martin Davis badal réwnanie podobnego typu:

9(x? +7y%)? —7(22 + 11?2 = 2,

i wysunat hipoteze, ze ma ono tylko rozwigzania pochodzace z réwnosci

912 —7.12 = 2. Z prawdziwoéci tej hipotezy wynikaloby tatwo dokoriczenie
negatywnego rozstrzygniecia 10. problemu Hilberta, ale niestety sa jeszcze inne
rozwiazania. Do rozwiazania problemu Hilberta wystarczylaby ostabiona wersja
hipotezy Davisa twierdzaca, ze rozwiazan jest skonczenie wiele, ale nikomu nie
udatlo sie udowodnié¢ (ani obali¢) nawet tego. Ostatecznie Jurij Matiasiewicz
znalazl odpowiednig formute diofantyczng o wykladniczym wzroscie na innej
drodze, badajac wnikliwie i doglebnie cigg Fibonacciego, i w ten sposéb
dokonczyt rozwiazanie (negatywne) 10. problemu Hilberta.

Podsumujmy nasze rozwazania: niektore rownania czwartego stopnia z czterema
niewiadomymi sa tak trudne, ze nie sposéb przy obecnym stanie wiedzy i metod
opisac ich wszystkich rozwigzan catkowitych, ale. .. Pomarzmy przez chwile: moze
kto$ kiedy$ wymysli przynajmniej jednolity algorytm rozstrzygania, czy dane
rownanie czwartego stopnia ma w ogoéle jakiekolwiek rozwiazanie catkowite?
Przywolajmy teraz anegdotyczna tasmanska metode liczenia: Jeden, dwa,. . .,
mnostwo, i parafrazujac Newtona, wyrazmy swoje najskrytsze zyczenie — jako
matematycy stojacy wysoko na gigantycznym i olbrzymim podeécie matematyki
wspoélczesnej chcemy podskoczyé jeszcze wyzej — przynajmniej na stopien
czwarty!
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Do dzisiaj nie wiadomo, czy istnieje
algorytm, ktéry rozstrzyga dla dowolnego
réwnania diofantycznego stopnia 3, czy
ma ono jakiekolwiek rozwigzanie
catkowite.

Cytat pochodzi z podrecznika ,,Feynmana
wyklady z fizyki”, tom 1, ttum. Zofia
Krélikowska (1963).

Wigcej o historii idei atomistycznej mozna
przeczytaé¢ w artykutach Grzegorza
Bialkowskiego A%4 i Krzysztofa

Rejmera Ai%

Wykazemy na koniec, ze nie ma na to szans! Skorzystamy oczywiscie
z negatywnego rozstrzygniecia 10. problemu Hilberta: nie ma algorytmu,
ktory odpowiadalby na pytanie o istnienie rozwigzan dowolnego réownania
diofantycznego. Wykazemy teraz, ze gdyby taki algorytm istnial dla rownan
stopnia < 4 (o dowolnej liczbie niewiadomych), to daloby sie go przerobié¢
na algorytm uniwersalny: dzialajacy dla réwnania diofantycznego dowolnego
stopnia. Tytutem ilustracji pokazemy teraz, jak zakodowaé¢ réwnanie Fermata
stopnia n:
za pomoca roéwnania
F.(x1,29,...,21) =0

stopnia < 4. Okre$lamy najpierw ciag zmiennych x1, zo, ..., x, przyjmujacych
wartoéci catkowite dodatnie w nastepujacy sposéb: z; = x oraz

Tg = T1 L1, T3 = T2, «--y Tp = Tp—1T1
i analogicznie y1,ys, ..., Yy Oraz 21, 2a,. .., 2,. W tych nowych zmiennych
oryginalne réwnanie Fermata zapisujemy tak: x,, + v, = z,. Ale powiazanie
wszystkich 3n zmiennych tez wymaga zakodowania. Ostateczne réwnanie
wyglada tak:

n—1 n—1 n—1
Z(%‘H - 93;‘561)2 + Z(yj+1 - yjy1)2 + Z(zj+1 - Zj21)2 + (T + Yn — Zn)2 =0
j=1 j=1 j=1

Oczywiscie kazde réwnanie diofantyczne mozna zakodowaé¢ w analogiczny sposéb.
Zatem: nie ma szans na jednolita algorytmiczng teorie réwnan diofantycznych
stopnia < 4!

Zakonczmy wiec skromnie i z pewna taka niedmiatoscia:

Jeden, dwa, trzy (%), ..., mndstwo!

W glab struktury materii
Szymon CHARZYNSKI

Gdyby cala nauka miata ulec zniszczeniu w jakims kataklizmie © tylko jedno
zdanie mozna by uratowac od zagtady i przekazaé nastepnym pokoleniom,
jakie zdanie zawieraloby najwiekszq ilos¢ informacji w mozliwie najmniejszej
liczbie stow? W moim przekonaniu byloby to zdanie formulujgce hipoteze (lub
rzeczywistosé, jesli wolicie tak to nazwad) atomistyczng, Ze wszystko sklada
sie z atomow — w tym jednym zdaniu zawarto ogromng porcje wiadomosci
o Swiecie; trzeba tylko postuzycé sie odrobing wyobraini i inteligencji, aby je
dobrze zrozumied.

Richard Feynman

Hipoteza mowiaca o tym, ze materia sklada sie z niepodzielnych czastek
zwanych atomami, jest znana od starozytnosci. Jednak przez tysiace lat nie byto
absolutnie zadnych mozliwo$ci doswiadczalnego jej potwierdzenia ani obalenia.
Tym bardziej nie byto mozliwoéci poznania wlasciwoéci tych mitycznych atoméw.
Co wiecej, to, co obecnie nazywamy atomami, istotnie r6zni sie od pojecia, ktore
stworzyli starozytni. Atomy starozytnych filozoféw mialy by¢ niepodzielne,
natomiast nasze, wspblczesne, atomy skladaja si¢ z wielu mniejszych czastek.

Pierwszych posrednich dowodéw na istnienie atoméw dostarczylo systematyczne
badanie reakcji chemicznych. Zaobserwowano, ze aby reakcja chemiczna
pomiedzy dwoma substratami przebiegala w taki sposéb, aby w jej wyniku
poza produktem reakcji nie pozostata nadwyzka zadnego z substratow,

to nalezy laczy¢ te substraty w $cisle okre$lonych proporcjach. Tego typu
wladciwosci Swietnie tlumaczy istnienie podstawowych drobin, réznych typow,
ktorych zidentyfikowano w XIX wieku kilkadziesiat i nazwano pierwiastkams.
Chemicy zauwazyli pewne prawidlowosci we wlasciwoéciach pierwiastkéw, co
doprowadzilo do ulozenia z nich pierwszej wersji uktadu okresowego, w ktérym
bylo wéwczas jeszcze troche dziur. Wyjasnienie calej ogromnej mnogosci znanych
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